This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  generations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that 's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  file s  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  off  er  guidance  on  whether  any  specific  use  of 
any  specific  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
any  where  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  Information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  white  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  füll  text  of  this  book  on  the  web 


at|http  :  //books  .  google  .  com/ 


H^+h  -500(5  .7>i 'S" 


II 

r — Lij 

SCIENCE  CENTER  LIBRARY 

FROM 

du....juXiUx. ^. 

.jr.....^.^.^.i^^ 

Digitized  by  CjOOQ IC 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Digitized  by  CjOOQ IC 


COMPENDIUM 


DES 


HOHEEEN  ANALTSIS. 


Digitized  by  CjOOQIC 


Holzstiohe 
aus  dem  xylographiechen  Atelier 
von   Friedrich   Vieweg   und   Sohn 
in  BrauiiBcbweig.  , 


Papier 

sui  der  meohanisohen  Papier  •  Fabrik 

der  Qebrnder  Vieweg   zu  Wendhausen 

bei  Braunscbweig. 


Digitized  by  CjOOQ IC 


COMPENDIUM 


DlSR 


ffÖHEEEN  ANALYSIS. 


VON 


Db.  OSKAR  ^CHLOMILCH, 

•nigl  sachsischer  Geheime  Hofrath  und  Professor,  Mitglied  der  KÖnigL  Sächsischen  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  der  KönigL  Schwedischen  Akademie  zu  Stockholm, 
der  KaiserL  Leopoldinischen  Akademie  etc. 


IN  ZWEI  BANDEN. 


ERSTER   BAND. 


TIEBTE    VEBBE88EBTE    AUFLAGE. 


MIT  IN  DEN   TEXT  EINGEDBUCKTEN  BOLZSTICHEN. 


BRAÜNSCHWEIG, 

DKÜCK   UKD  VERLAG  VON  FRIEDRICH  VIEWEG  UND  SOHN. 

187  4. 


Digitized  by  CjOOQ IC 


^vcN-^V  "ioo^q^-^ij 


JB. 


/ 


From*Ttfe   estate 
Ol"  t)r.  Gtastavus  Hajr 


Die  Herausgabe  einer  Uebersetzung  in  französischer  und  englischer  Sprache, 
sowie  in  anderen  modernen  Sprachen  wird  vorbehalten. 


\ 


Digitized  by  VjOOQ IC 


VORREDE  ZUR  VIERTEN  AUFLAGE. 


Der    vorliegende    erste    Band    giebt    gewissermaassen    einen 
ersten  Cursus  der  Differential-  und  Integralrechnung  d.  hi.  un- 
gefähr soviel,  als  an  Universitäten  und  polytechnischen  Insti- 
tuten in  einem  Jahre  vorgetragen  zu  werden  pflegt;  sein  Inhalt 
I  dürfte  zum  Studium  der  gangbarsten  Werke  über  analytische 
Mechanik,  Ingenieurwissenschaften  etc.  ausreichen.    Wenn  nun 
auch  die  Wissenschaft  seit  dem  Erscheinen  der  dritten  Auflage 
(1868)  mancherlei  Fortschritte  gemacht  hat,  so  ist  doch  jenes 
I  Fensum  hiervon  wenig  berührt  worden,  und  man  wird  es  daher 
natürlich  finden,  dass  sich  die  vierte  Auflage  nicht  bedeutend 
von  ihrer  Vorgängerin  unterscheidet.    Die  Darstellung  ist  hier 
und  da  präciser  gefasst  oder  verallgemeinert  worden;  in  §.  32 
habe  ich  zur  Entwickelung  des  unendlichen  Productes  für  den 
Sinus  das  von  Prof.  Schröter  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
und  Physik  angegebene  sehr   elegante  Verfahren  benutzt;   in 
§.  57  sind  die  unbequemen  Cauchy'schen  Ausdrücke  für  die 
cyclometrischen  Functionen  complexer  Variabelen  durch  ein- 
fachere Formeln  ersetzt  worden;  neu  hinzugekommen  ist  §.  116, 
die  Integration  der  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung   enthaltend.    Schliesslich   darf  ich  wohl  Lehrer  und 
Studirende,  welche  jeden  der  vorgetragenen  Theile  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  durch  zahlreiche  Beispiele  erläutert 
zu  sehen  wünschen,  auf  mein,  gegenwärtig  in  zweiter  Auflage 
erscheinendes  „üebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis; 
Leipzig,  Teubner"  aufmerksam  machen. 

Dresden,  im  Juli  1874. 

O.   Schlömilch. 
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Historisches  und  Literarisches. 

^)  Den  Begriff  •  der  Function  und  das  Kennzeichen  ihrer  Continuität  oder 
Discontinnität  erörtert  bei  Gelegenheit  einer  anderen  Untersuchung  Lejeune- 
Dirichlet  in.Dove's  Repertorium  der  Physik,  Bd.  I,  S.  152. 

*)  Eine  weitere  elementare  Ausführung  dieser  Lehre  findet  man  in  des  Verf. 
Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  5.  Aufl.;  Jena, Frommann,  1873. 

')  Ueber  die  Entstehungsgeschichte  der  Differentialrechnung  und  ihrer  Sym- 
bolik vergl.  Die  Entdeckung  der  Differentialrechnung  durch  Leib- 
niz,  dargestellt  von  Dr.  Gerhardt;  Halle,  Schmidt,  1848,  sowie  Die  Prin- 
cipien  der  höheren  Analysis.in  ihrer  Entwickelung  von  Leibniz 
bis  Lagrange,  dargestellt  von  Dr.  Weissenborn;  ebendas.  1856. 

^)  XJebungsbeispiele  Ku  allen  Capiteln  des  vorliegenden  Werkes  ^  findet  man 
in  des  Verfassers  üebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis; 
2  Bände  II.  Aufl.  Leipzig,  Teubner  1873  und  1874. 
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Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  (der 
Ebene)  von  L.  J.  Magnus;  Berlin,  Duncker  und  Humblot,  1833. 

*)  Weitere  Untersuchungen  über  räumliche  Curven  und  Flächen  findet  man 
in  den  Werken:  Analytische  Geometrie  des  Raumes  von  Dr.  0.  Bök- 
len;  Stuttgart,  Becher,  1861.  Application  de  PAnalyse  4  1a  Geometrie 
par  G.  Monge.  Die  neueste  von  Liouville  besorgte  Ausgabe  dieses  Werkes 
(Paris,  Bachelier,  1850)  enthält  zugleich  die  berühmte  Abhandlung :  Disqui- 
sitiones  generales  circa  superficies  curvas,  auct.  C.  F.  Gauss,  aus 
dem  6.  Bde.  der  Commentatt.  recent.  Gotting.  1828.  Vielfache  elegante  Ent- 
Wickelungen  dieser  Art  findet  man  auch  in:  Analytische  Geometrie  des 
Raumes  von  G.  Salmon,  übersetzt  von  Dr.  Fiedler.  2  Bde.  Leipzig,  Teub- 
ner  1863. 
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Herleitung  der  Taylor'schen  Reihe  beruht  auf  einem  Satze  der  Differenzenrech- 
nong  und  steht  in  denMethodus  incrementorum,  auct.  B.  Taylor;  Lon- 
dini  1715,  Propos.  YII,  Coroll.  II.  Wie  sich  die  Mängel  dieser  Entwickelung 
er^nzen  lassen,  zeigt  Caqu6  im  Journal  de  Mathematiques  von  Lidu- 
ville,  October  1845. 

^  Eine  ausführliche  Untersuchung  über  den  binomischen  Satz,  namentlich 
auch  fär  den  Fall  eines  complexen  Exponenten,  giebt  Abel  in  Crelle's  Journal 
d.  Mathem.  Bd.  I,  S.  311. 
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Zahlen  s.  einen  Aufsatz  von  DrobisclT  in  den  Sitzungsberichten  d.  K.  S. 
Gesellschaft  d.  Wissenschaften,  Bd.  II  (Jahrg.  1848),  S.  171,  womit  des 
Verf.  Darstellung  in  seinem  Handbuche  d.  algebr.  Anal.  3.  Aufl.  §.58,  der 
Hnnptsache  nach,  übereinstimmt. 

^^)  Für  diesen  Satz  hat  Gauss  drei  Beweise  gegeben,  den  ersten  in  seiner 
Dociordissertation :  Demonstratio  nova  etc.  Hel^stadii  1799,  die  beiden 
anderen  in  den  Comment.  Gotting.  a.  1816,  pag.  107  und  pag.  135.  Der  im 
Texte  mitgetheilte  Beweis  ist  der  Legendre-Cauchy-Sturm'sche. 
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Digitized  by  CjOOQ IC 


xn  Inhalt. 

Seite 
§.  93.  Verwandlung  von  bestimmten  Integralen  in  Beihen**)  .  .431 
§.    94.  Beihensmnmirungen  durch  bestimmte  Integrale    .   .   .   •   .436 

Oap.  XVI.    Die  mehrfachen  bestimmten  Integrale. 

§.     95.  Die   Doppelintegrale  und   ihre   Anwendung   zur   Cubatur 

begrenzter  Bäume 443 

§.     96.  Die  Umkehrung  der  Integrationenfolge   .   .    ; 449 

§.    97.  Doppelintegrale  in  Polärcoordinaten 456 

§.    98.  Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen  .    .    .    .461 

§.     99.  Die  Complanation  der  Flächen 467 

§.  100.  Complanationsformel  für  Polärcoordinaten 472 

§.  101.  Die  dreifachen  Integrale 475 

§.  102.  Substitution  neuer  Variabelen  in  dreifachen  Integralen  .   .  480 


Oap.  XVII.   Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwi- 
schen zwei  Variabelen. 

§.  103.  Grundbegriffe ;  Trennung  der  Variabelen 487 

§.  104.  Substitution  einer  neuen  Variabelen 491 

§.  105.  Substitution  zweier  neuen  Variabelen 495 

§.  106.  Vom  integriienden  Factor ' 498 

§.  107.  Differentialgleichungen  verschiedener  Grade 502 

§.  108.  Die  singulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen     .  508 

§.  109.  Integration  durch  Versuche ..513 

§.  110.  Integration  durch  Beihen 517 


Oap.  XVm.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 
zwischen  zwei  Variabelen.    _ 

§.  111.  Differentialgleichungen      zweiter      Ordnung;      einfachste 

Formen 523 

§.  112.  Fortsetzung  und  Schluss 529 

§.  113.  Die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung     .   .  534 
§.  114.  Zusammenhang    zwischen    den    beiden  particulären  Inte- 
gralen  538 

§.  115.  Die  Variation  der  Oonstanten 541 

§.  116.  Homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung    .   .    .  543 
§.  117.  Nichtlineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung    .   .  547 


^*)  Die  Theorie  der  einfachen  bestimmten  Integrale  ist  ausführlich  dargestellt 
in  den  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale, 
von  Dr.  G.  F.  Meyer.  Leipzig,  Teubner  1871,  und  im  Expos6  de  la  theorie 
des  integrales  d^finies,  par  Bierens  de  Haan.  Amsterdam,  Van  der 
Post,  1862.  Von  demselben  Verf.  erscl^ien  ebendas.  1858  eine  Sanmilung  be- 
stimmter Integralformeln:  Tables  d'int6grales  d^finies. 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Inhalt.  xm 

Seite 

§.  118.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 550 

§.  119.  Die  Variation  der  Constanten  i*) 552 


Cap.  XIX.    Differentialgleichungen    mit    mehreren 
Yariabelen. 

§.  120.  Integration  der  simultanen  Gleichungen  erster  Ordnung    •  557 
§.  121.  Simultane  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen    .    .561 


*^)  Eine  Reihe  von  Beispielen  und  allgemeinere  Untersuchungen  über  die 
Integration  von  Differentialgleichungen  findet  man  in  den  Lefons  deca]»cul 
differentiel  et  de  calcul  integral,  par  M.  Moigno.  Tome  2.  Paris, 
Bachelier,  1844.  ' 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Einlei  t  an  g. 


I.    Die  veränderlichen  Grössen  und  die  Functionen. 

A.ns  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  bekannt,  dass  zwi- 
schen zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  nene  Zahlen  eingeschaltet 
und  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  können;  man 
darf  sich  daher  an  jeder  Stelle  der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  —  oo  bis  -f*  Co 
ist  als  eine  nnnnterbrochene  anzusehen.  Demnach  kann  auch  der 
üebergang  von  irgend  einer  Zahl  a  zu  einer  anderen  b  ohne  Unter- 
brechung, d.  h.  so  erfolgen,  dass  alle  zwischen  a  und  h  denkbaren 
Zählen  getroffen  worden  sind;  ein  solcher  üebergang  heiast  ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  lässt  sich  passend  mit  dem  Durch- 
laufen einer  geraden  Linie  ab  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
ebenfallff  alle  zwischen  a  und  h  liegenden  Punkte  der  Geraden  ge- 
troffen werden.  Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,  sich 
eine  veränderliche  Zahl  x  vorzustellen,  welche  erst  den  Werth  a  be- 
sass  und  nachher  durch  stetigen  üebergang  den  Werth  b  erhielt; 
eine  solche  Zähl  heisst  eine  continuirliche  Yariabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  einen  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnet. Zahlen  dagegen,  denen  man  den  Charakter  stetiger  Aende* 
rirng  ni'clit  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Göns tauten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes. 

ScblOmilch,  Analyst«,  X 
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Sind  zwei  yeränderlicbe  Zahlen  x  und  y  durch  eine  Gleichung 
verbunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y  allein  enthält,  wie  z.  B. 

80  entspricht  jedem  willkührlich  angenommenen  Werthe  des  x  ein 
aus  der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkührlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhän- 
gige, y  die  abhängige  Variabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Function  von  x.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(x)  oder  y  =f(x),  y  =  q>{x)  u.  dgl., 
womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dass  jedem  Werthe  des 
X  ein  bestimmter  Werth  von  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist. 

Wenn  ferner  drei  veränderliche  Zahlen  ä,  y,  <?  durch  eine  Glei; 
chung  verbunden  sind,  die  auf  der  einen  Seite  g  allein  enthält,  wie 
z.B. 

so  hängen  die  verschiedenen  Werthe  des  0  gleichzeitig  von  denen  des 
X  und  des  y  ab;  dann  heisst  e  eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Yariabelen  x  und  y  und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 
ß  =  F(x,  y)  oder  0  =/(x,  y)  u.  s.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  drei,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Yariabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Yariabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden; 
ob  die  abhängige  Yariabele  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untersuchung  (s.  Ab- 
schnitt m.). 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  übrigens  sehr  leicht, 
sich  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Function  zu  verschaffen,  voraus- 
gesetzt, dass  letztere  eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Yariabele 
enthält;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Yariabelen  als  dieCoor- 
dinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  und  die  zwischen  den  Yaria- 
belen bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Gurve  oder  Fläche 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durch  die  Gleichung  1)  eine  Parabel  aus- 
gedrückt, und  überhaupt  kann  y  =/(a?)  als  Gleichung  irgend  einer 
ebenen  Gurve  gelten;  der  Gleichung  2)  entspricht  ferner  ein  hyper- 
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bolisckes  Paraboloid,  allgemeiner  ist  e  =  F(x,  y)  die  Gleichung 
iilfend  einer  Fläche.  Bei  einer  Function  von  drei  oder  mehr  Varia- 
belen  wie  z.  B.  u  =  9  (o;,  y,  g)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
trischen Darstellung  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 

IL     Die  einfachen  Functionen. 

Nimmt  man  mit  einer  Yariabelen  x  die  vier  arithmetisbhen 
Grandoperationen  vor,  so  entstehen  die  vier  einfachsten  Functionen 

X 

die  man  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
gemeinschaftlichen  Form  a  -^  hx^  begriffen  sind.  Femer  liefert 
die  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  variabel  angesehen  wird ;  die  erste  dieser  Functio- 
nen, nämlich  d?^,  fährt  in  der  Analysiis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  a',£xponentialgrösse  genannt  wird. 
Denkt  man  sich  femer  die  Logarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
80  hat  man  noch  die  Function  ^hgx,  worin  das  oben  angesetzte  a 
die  Basis  des  logarithmischen  Systemes  bezeichnen  solL 

Man  weiss  femer  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
Halbmessers,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
kann  daher  auch  jede  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
sehen und  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
sem Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  8.  w.  z.  B. 

8t«  (1.570796  . .)  =  «t»  ^  =  «*w  90»  =  1, 

COS  (1,047197  .  .)  =  CO«  -•  =  cos  60®  =  0,5, 

tan  B  =  tan  171053' 14"4  =  —  0,1425467, 
nnd  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
«,  nämlidi  Hnu,  casu,  tanu^  cotu^  secu,  cscu. 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Yariabele  x  als  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
suchen; hierdurch  entstehen  die  sogenannten  cyclometrischen 
Functionen.  Sehen  wir  z.  B.  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
^tspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 
der Bogen,  welcher  mit  arc$in  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 
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genommen  werden  möge,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist 
Nach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

a/rcsin  (+  \)  =  +  J,  aresin  (— ■^)  =  ""f ' 

Ebenso  bedeutet  arccos  x  den  kleinsten  Bogen,  welcher  x  zum 
Cosinus  hat,  z.  B. 

Ferner  ist  unter  arctan  x  derjenige  im  ersten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  zwar 
mit  demselben  Vorzeichen  wie  x  genommen,  z.  B. 

arctan  (Vs  )  =  — ,  arctan  ( —  1)  =  —  -- » 

arctan  oo  =  —  • 

D^m  Vorigen  analog  kann  man  noch  die  Functionen  arccotx, 
arcsec  x  etc.  bilden,  .doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Rücksicht  auf 
die  cyblometrischen  •  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelationen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  =  x 
ist,  hat  V^l — x^  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Glöchuüg  : 

1)  ,  .     aresin  x  =  arccos  V  l  —  x^. 

Das  Complement  des  Bogens  arosmo;  hat  x  zum  Cosinus,  mit- 
hin ist  :  . .  ' 

2)  aresin  x-\-  arccos  x  =  \  W. 

Wenn  x  den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 

'  X 
eine  Tangente  =^  ,  :  diess  giebt 

3)  aresin  X  =  arctan 


Einer  Tangente  =  ^  entspricht  umgekehrt  einSinüs=- 


d.L 

•  -/  ,     ...  --..i^      .    g    ,,  1  ■  • 

4)  arctan JS  ==  arestn  ^,  =  arccos,  , .  ■  , 


X 


wie  man  auch  aus  Nr*  4)  durch  Substitution  von  a  z=  0  er- 
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hält    Derselbe  Bogen,  welcher  z  zur  Tangente  hat,  besitzt  eine  Co- 
tangente  =  — ,  mithin  ist 

5)  arctan  z  =  arccot  — : 

0 

das  Gomplement  dieses  Bogens  hat  z  zur  Cotangente,  folglich 

6)  arctcmz  -\-  arccot z  =  1^. 

Aehnliche  Formeln  für  arcsecx  und  arccscx  sind  leicht  zu  ent- 
wickehu 

Für  zwei  im  ersten  Quadranten  liegende  Bögen  u  und  v  sei 
sinu  =  X,    mithin  u  =  arcsinx, 
stnt;  =  ify         n      r  =  arcsiny, 
man  hat  dann 

$in  (u  -{-  v)  =  sinu  cosv  -|-  sinv  cosu 

=  xVl-y^  +  yVl-x^ 
und  auf  ganz  ähnliche  Weise 

V(l—x^)(l-y^)  +  xy 

An  dem  Vorzeichen  des  letzten  Ausdrucks  erkennt  man ,  ob  die 
Bögen  u  und  v  zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten  oder 
dos  zweiten  Quadranten  geben;  im  ersten  Falle  ist 

«  +  t;  =  aresin  {xV  1  —  y^  +  y  Yl  —  x^) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

7)  aresin  X  +  aresin  y  =  aresin  (ojV^I  —  y»  +  y  Yl  —  x^\ 

x^  +  y^<  1. 

Liegt  dagegen  u  -^  t;  im  zweiten  Quadranten,  so  folgt 

u  +  V  =  yt  —  aresin  {xYl  —  y*  +  y  Yl  —  x^) 
oder 

8)  aresin x-\r aresin y  =  tjtr- aresin  (xYl—y^  rf  yYl—x^), 

»^  +  y^  ^  1- 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel  . 

9)  aresinx  —  aresin  y  ^  aresin  {xYl  —y^  —  y  V  l  —  x^) , 
bei  welcher   es  keiner  Unterscheidung  bedarf,   weil  die  Differenz 
zweier  Bögen  des  ersten  Quadranten  immer;  zwischen  —  ^Tt  und 
+  J«  liegt 
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Ist  femer  bei  zwei  im  ersten  Quadranten,  liegenden  Bogen  u 
und  V 

tanu  =  X,  .  mithin  u  =  ardcmXf 

tanv  =  Pf        jp      V  =^  arcUmy^ 
so  hat  man 

tan  (w  +  t;)  =  :; .■        . =  - — !— ^* 

^  1  —  tanu  tanv        1  —  xy 

Im  Falle  d;y  <^  1  ist,  liegt  u  -}-  v  im  ersten  Quadranten,  und 

dann  folgt 

u  4-  V  =  aräan  - — J— ^ 
1— a?y 

oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  t; 

10)  arctanx  +  arctany  =  arc^an  ,        "  , 

»y  <  1.         ' 

Wenn  dagegen  a;y >  1  ist,  so  fällt  w  +-  t;  in  den  aweiten  Qua- 
dranten, und  man  hat  dann 

+  x  -X-  a 

V  =  7C  —  ardan  — -J— 4-  • 

d.  L 

11)  arctanx  +  arctany  =  ä  —  arctan  ^  "^  ^  , 

«y  — 1' 

«y  >  1. 
Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

x-^  y 

12)  arctan  x  —  arctany  =  arctan  - — ■ — 2— 

1  +  xy' 

fär  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


III.     Continuität  und  Discontinuität  der  Functionen. 

Wie  bereits  in  Nr.  I.  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Yariabelen  jederzeit  als  stetig  veränderfich;  ob  diese  Eigenschaft  der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Yariabelen  zukommt,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts- 
punkte und  denken  uns  die  Gleichung 

P=/ix) 
als  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  ebenen 
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Gurre;  sollte  letztere  ans  mehreren  Zweigen  bestehen,  so  fassen  wir 
jeden  derselben  einzeln  in's  Auge. 

Sind  nun  in  Fig.  1  OÄ  =  a  und  OB  =  &  >  a  zwei  beüe- 
bige  Abscissen  und  ÄC=f(a)^  BD 
=  f(b)  die  zugehörigen  Ordinaten,  so 
können  bezüglich  des  Gurvenstückes  CD 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Curve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbro- 
chenen Zuge  Yon  C  nach  D,  oder  sie  er* 
leidet  auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f{x)  conti- 
nuirlich,  von  x  =  ahiB  x=:b,  im  zwei- 
ten Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
sachen eintreten.  Es  ist  erstens  möglich,  dasB/(a)  und  f(b)  reell 
sind,  dass  aber /(x)  für  gewisse,  zwischen  a  und  h  liegende  Werthe 
von  X  imaginär  wird.     Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

y  =  V(«-l)(a;-3), 

welche  sowohl  fQrd;<<l  alsfELr«>>3  reelle  y,  dagegen  für 
1  <  a?  <;  3  imaginäre  y  liefert;  von  »  =  }  bis  .t  =  4  verläuft 
also  die  Curve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Cur- 
ven  mit  isolirten  Punkten,  z.  6. 

2)  VF 


y  =  (* 


l)(«-3); 


diese  Curve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  x  =  1  und  o;  =  3,be* 
sitzt  aber  in  der  Mitte  des  genannten  Intervalles  einen  reellen  Punkt 
mit  den  Coordinaten  o;  =  2  und  y  =  0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  f(x)  von  x  =  ahia  x  =  h  reell 
bleibt,  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
Stelle  0  üf  ==  I  die  Ordinate  sprungweis  von  einem  Werthe  MP 


Fig.  2. 


zu  einem  anderen  MQ  übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene  Or- 
dinaten, während  ausserdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht; 
die  erste  Ordinate  MP  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die  zweite  XQ  bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dass  jedes  a?  <;  |  durch  |  —  y, 
und  jedes  x  '^  ^  durch  |  -f  '  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 
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nur  consequent,  die  Goordinaten  von  P  mit 

OJlf=|-0,    lfP=/(|-OX 
und  die  Goordinaten  von  Q  mit 

za  bezeiclineiL  Bemnacli  kann  man  sagen,  die  Function / (o;)  bleibt 
an  der  Stelle  x  =  ^  continnirlich,  wemi  /(|  —  0)  ===  /(|  +  0),  sie 
wird  dagegen  för  a?  =  |  discontinuirlich,  wemi  /(5  —  0)  von/(|  +  0) 
verschiedeir  ist.  Indem  wir  den  Fall  ausschliessen,  wo  f(x)  zwischen 
X  =  a  nnd  x  =  h  theüweis  imaginär  wird,  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz: 

Wenn  die  Differenz 

mit  y  und  d  gleichzeitig  verschwindet,  nnd  zwar  bei 
allen  von  x  =  a  bis  a?  =  6  gehenden  Werthen  des  a?, 
80  ist  die  Function  f(x)  innerhalb  jenes  Intervalles 
continnirlich;  giebt  es  dagegen  zwischen  a  und  &  einen 
oder  mehrere  Werthe  des  x^  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annuUirt,  so  erleidet /(o;)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Continuität. 

So  ändert  sich  z.  B.  die  Function  f(x)  =. r   discontinuir-. 

a; — 1 

lieh  beim  üeberschreiten  der  Stelle  o;  =  1,  denn  es  ist 

/(l_y)  =  _i,         /(i_0)  =  -flO, 

/(l+«)=+|,        /(l  +  0)  =  +  oo;        • 

demnach  findet  hier  ein  Sprung  von  —  oo  nach  -f^  oo  statt 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

f(x)  =  2  +  aräan  ^3^» 

wobei  der  auf  S.  4  angegebene  Sinn  des  Zeichens  aräan  streng 
festzuhalten  ist.    Man  erhält 

/(l  —  y)  =  2  4-  cirdan  y j  =  2  ^  arctan  — , 

/(l  —  0)  =  2  —  arctan  00  =  2  —  J  ä; 

/(l  +.  «)  =  2  +  arctan  ~, 

/(l  -f  0)  =  2  +  arctan  00  =  2  +  J«; 
an  der  Stelle  x  =  l  geht  also  die  Curve  sprungweis  von  2  —  ^  ar 
nach  2  -f~  i  ^*     Qajiz  ähnlicher  Art  ist  die  allgemeinere  Function 
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fip)  =  — öT-  H — ;r"  ^^^** ;: — ;;» 

bei  welcher  an  der  Stelle  o;  =  a  eine  discontinuirliche  Aenderung 
von  /(a  —  0)  =  5  nach  /(a  -f  0)  =  c  eintritt 

Dass  eine  Function  auch  mehrmalige  ünterhrechungen  der  Con- 
tiimität  erleiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  f{x)  =  t<mx\  an  den  ^i^- 
len  a?  =  +  I JT,  +  I  jr,  i  I  ;r  etc.  geht  nämlich  ttm  x  von  — oo  nach 
-f  00  über,  wie  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  ist. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Functionen 'meh- 
rer Variabelen  übertragen.  Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Va- 
riabelen  ist  die  geometrische  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Yerticalebene  eine  continuirlich  verlau- 
fende Durchschnittslinie  bilden  muss. 


IV.     Die  Grenzwerthe  der  Functionen. 


Wenn  in  der  Function  —  die  Yariabele  x  in's  Unendliche  wächst, 

X 

80  nimmt  der  Functionswerth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  willkührlich  gewählte  Bruch 
werden  kann,  wofern  nur  x  gross  genug  genommen  wird.  Kürzer 
druckt  man  diess  durch  die  Worte  aus:  „Bei  unendlich  wachsenden 

X  convergirt  —  gegen  die  Null"  oder  „für  x,  =  oo  ist  der  Grenz- 

X 

werth  von  —  gleich  Null" ;    die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 
X 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „Grenzwerth  von"  irgend- 
wie abkürzt,  entweder  deutsch  durch  Gr..  oder  lateinisch  durch  lAm. 
(von  limes)^  ;und  man  schreibt  daher 

Lim  —  =  0 ,         f ür  OJ  =  00 . 

X 

In  gleicherweise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 
druck   1-  6  gegen  die  Grenze  6,  d.  L 

X 


Lim  l 1-  6  j  =z=  6 ,         für  a? ; 


:00. 


Bern  entsprechend  bedeutet  die^  Gleichung 

Lim  fix)  =  A ,    (a?  =  oo), 
dass  der  Unterschied  zwischen  der  Consfcanten  A  und  der  Function 
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f{x)  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
m's  Unendliche  wächst  Geometrisch  heisst  dies,  die  Curve,  deren 
Gleichung  y  =rf(x)  ist,  hat  eine  in  der  Entfernung  A  parallel  zur 
o;- Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eine  unendlich 
wachsende  Zahl  mit  o,  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  da- 
gegen mit  d  oder  ^.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwerthe  unter- 
suchen, die  später  sich  als  wichtig  zeigen  werden. 

A.    In  der  identischen  Gleichung 

(jm  +  l  — 5»»  +  i 

a  —  5 

=  a~  +  a"»-*  h  4-  a'»--^  &«  +  •••  ah"^-^  +  5« 

möge  a  ^  h  sein;  die  rechte  Seite  erhält  dann  einen  zu  grossen 

Werth,  wenn  man  überall  a  statt  h  setzt,  mithin  ist 

am  4- 1  —  5»»  +  1 

^-— ^ <(»»+  l)a» 

oder   durch  Wegschaffung  des  Bruches  und  Vereinigung  aller  der 
Gh*össen,  welche  a^  enthalten, 

1)   ,  [a  —  (m  +  1)  (a  —  6)]  a«»  <  6«  +  i- 

Die  Substitutionen  a  =  1  ■] ,6=14-    — --—-  erfüllen 

m  '     wi  +  1 

die  Bedingung  a  >•  6  und  geben 

folglich,  wenn  der  Reihe  nach  m  ==  1,  2,  3  etc.  gesetzt  wird, 

('  +  f)'<('  +  f)*<.('  +  T)'<- 

Man  ersi^t  hieraus,  dass  der  Ausdruck  (  1  -{"  — )     fortwäh- 
rend wächst,  wenn  cd  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläufL 
Die  Formel  1)  giebt  femer  für  a  =  1  +  ;;— ,  6  =:  1,  m  =  n 

ii'+hy  <'">'''{' +hy<' 

und  durch  Erhebung  auf^s  Quadrat    ». 


(' + fj-- 
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\         Nach  Nr.  2)  ist  nun  um  so  mehr 

'    es  mag  also  m  gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfalls  beträgt  ( 1  +  rr ) 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  ( 1  ^ J  wird  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthums,  nicht  unendlich  gross,  und  muss 
desshalb  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  ]>  2 
aber  <  4  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  e,  wo  nun  e  eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  ezistirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  für  unendlich  wachsende  ganze  positive  o  die  Gleichung 

3)  Um  [(l  +  i)"]  =  e. 

Ist  CD  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine  positive  Zahl,  so  giebt 
es  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  positive  Zahlen  0  und  r 
=  tf  -^  1,  zwischen  denen  o  liegt;  man  hat  dann 


^  +  7>^  +  5->^  +  T' 


mithin  auch 


('+ ^)">(' +!)">(.+ !)■ 


Zugleich  lässt  sich  cd  unter  der  doppelten  Form  od  =  0  -^  a 
und  o  =  T  —  ß  darstellen,  wo  a  und  ß  ächte  Brüche  bezeichnen, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen;  die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zar  folgenden 

o+y'^">('+„T>('+Tr' 

wofür  man  schreiben  kann 

[('+^)T^^('+^)">[('  +  ^)']'"' 

Bei  unendlich  wachsenden  o  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  (t 
und  r  in's  Unendliche  zu;  die  Ausdrücke  (l  +  — )  und  (l  -|-  — ) 

convergiren  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grrenze  «,  und 

a       ,     ß 

•r  sowie  ~  haben  die  Null  zur  gemeinschaftlichen  Grenze.    Hieraus 

2iuammen  folgt  die  Gleichung 
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4)  Lm  [(,  +  i)"]  =  „ 


(■+i)"=('-^r"""=('+Fy('+T)' 


welche  nunmehr  auch  für  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsende 
CD  besteht. 

Ist  CD  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
ß>  '=  —  (9  -f"  1)  setzen ,  wo  Q  eine  positive  unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  e,  der  des 
zweiten  die  Einheit,  mithin  ergiebt  sich  wieder 

6)  I4fn[{l  +  Ly]=e, 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  (O  gilt. 

Der  numerische  Betrag  von  e  kann  naph  Nr.  5)  näherungsweis 
berechnet  werden,  wenn  man  für  o  eine  grosse  Zahl  setzt  und  die 
angedeutete  Potenzirung  ausführt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§.  7  zur  Sprache  kommen  wird;  findet  man  sehr  leicht 
e  =  2,718201828459  .  . 

Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

dar.  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  — =d  setzt,  -wo  nun  d  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet;  es  ist  dann 

6)  Limlil  +S)^]  =  e. 

B.  Indem  man  die  identische  Gleichung 

beachtet,  gelangt  man  mit  Hülfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 

X.     %(1+«)        ^ 

7)  Ltm  ß  — '  =  log  e. 

C.  Wenn,  #  irgend  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl 
bedeutet)  so  hat  a*  die  Einheit  und  a^ —  1  die  Null  zur  Grenze;  man 
kann  daher 

a*—  1  =  «,  mithin  «•  =  <'Iog  (1  +  ö) 
setzen.    Hieraus  folgt 
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g*-l  _  8 1 

»      ~'log(l-\-8)—  'log  (1  +  8) 

8 
und  durch  üebergang  zur  Grenze  fttr  gleichzeitig  unendlich  abneh- 
mende &  und  8 

8)  i,«__  =  __. 

D.  Die  Formeln  7)  und  8)  können  noch  zur  Bestin^mtmg  des 
Grenzwerthes  von  I benutzt  werden,  worin  Ö  eine  irgend- 
wie gegen  die  NuU  convergirende  Zahl  bedeutet.  Es  ist  nämlich 
identisch 

(1+g)^— 1  aiUW(l  +  <0— 1      log(l  +  d) 

d  —  ^      iilog{l  +  d)      *  d 

wobei  zur  Abkürzung  log,  statt  ^log.  geschrieben  wurde;  setzt  man 
weiter  ft  log(l  +  d)  =  .^,  so  hat  man  auch 

(14.6)A*-i  a*— 1     logil  +  lf) 

g =  ''— ^f ö 

nnd  hierin  bedeutet  9'  eine  Grosse,  welche  gleichzeitig  mit  8  ver- 
schwindet.  Durch  üebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  PormeLi  7)  und  8) 

9)  i^(L±^=^ 

E.  Wir  wollen   endlich  noch  die  Grenze  aufsuchen,  welcher 

sich  das  Verhältniss     .      in  dem  Falle  nähert,  wo  &  gegen  die  Null 
v     . 

conver^fiyi  .  Denken  wir.  uns  unter  d'  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  .Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 

sind'  <  -&<  ton-O- 
und  umgekehrt 

sind'       d"  ^  sind* 
mithin, durch  Multiplication  mit  sind 

^  ^   sind  ^        ^ 

Da  bei  verschwindenden  d  ^q  einschliessenden  Grössen  1  und 
co^d  den  gemeinschaftlichen  Werth  1  haben,  so  folgt 

d 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  für  die  spateren  Un- 
tersncliangen. 

y.     Die  Aendernngsgescliwindigkeit  einer  Function. 

Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
mannichfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung;  während  z.  B.  die 
Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also  steigt, 
hat  die  Sinuslinie  (^  =  sinx)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet 
Ja  selbst  bei  Curven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.  So  z  B. 
steigen  die  Parabeln  y  =  Vx  und  y  =  a?«  gleichzeitig,  man  wii*d 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dass  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch  insofern  ein  wesentlicher  Unterschied  statt,  als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbe-' 
stimmten  Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  festzustellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y  =1  ax  4~  ^ 
sein  möge.  Hier  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;  ihr  Maass  kann  man  einfach  iladurch  aus- 
drucken, dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Abscisse  um  die  Einheit  zunimmt.  (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)  Nehmen  wir  in 
Fig.  3  OM  =  X,  MF  =  y,  MN  =  PÄ  =  1,  so  ist  QB  die  ent- 
pig.  3  sprechende  Ordinatenzunahme ,    also    die 

^         Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 
QB  =  tan  QFB  =  a; 
in  der  That  hängt  dieser  Ausdruck  nicht 
von  X  ab  und  bleibt  daher  constant  fdx 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  femer.  eine  Gurve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  während  gleichzeitig  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sich  continuirlich 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegungs- 
richtung  jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Curye  dar- 
gestellt Es  sei  nun  P  T  (Fig.  4)  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 
P  und  die  vorige  Gonstmction  auf  diese  Tangente  angewandt,  so  ist 
QB  diejenige  Zunahme  der  Ordinate  MP»  welche  der  Abscissenzu- 
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nähme  Jlf ^T  =  1  entsprechen  würde,  wenn  die  Gorve  von  P  ans 
in  ihre  Tangente  verliefe,  also  in  die  gleichmftssig  steigende  Gerade 


Fig.  4. 


M,  N 


P  T  überginge.  Nennen  wir 
wiedemm  Q 12  die  Steigung 
der  Corve  im  Punkte  P,  so 
kommt  es  darauf  an,  den 
Winkel  su  finden,  welchen 
die  Tangente  PT  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die  trigonometrische  Tan- 
gente dieses  Winkels,  mul- 
tiplicirt  mit  der  Längenein- 
heit, w&re  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Steigung  oder  überhajupt  der  Aenderung. 

Zur  Kenntniss  des  genannten  Winkels  führt  die  Bemerkung, 
dass  eine  Gerade,  die  swei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine 
Secante,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfallen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Curvenpunkt  P  mit  einem  zweiten,  wiUkührlich  auf  der  Curve 
gewählten  Punkte  Pi  und  bestimmen  zunächst  den  Winkel  PiP  17=  <^, 
welchen  die  Secante  PP|  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
führung der  Bezeichnungen  Oilf  =  a;,  MP  =  jf  =/(x)  und  MMi 
=  3  erhalten  wir 

PU  MMi  ö 

Lassen  wir  jetzt  8  in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 
um  den  festbleibenden  Punkt  P  und  wird  für  8  =  0  zur  Tangente; 
gleichzeitig  verwandelt  sich  Ö  in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 
Abscissenachse,  welcher  r  heissen  möge.  Wollte  man  in  Nr.  1)  ge- 
radezu d  =  0  setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

und  nichtssagende  Resultat  —  erhalten;  man  thut  daher  besser  nur 

anzudeuten,  dass  schliesslich  d  =  0  werden  soll,  also  zu  schreiben 


2) 


tan  T 


■1  • 


In  jedem  specieUen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausfuhrung 
der  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden.     Für  /(x)  =  x^  hat  man  zunächst 

d 


tan  6 


2x  +  «, 
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mithin  f Or  d  =  0 

tan  t  =  2x.^ 


Femer  ist,  wenn/(a;)  = 

y  a^  —  a?^  genommen  wird, 

,„„-_v«*--(*+«)*-y«* 

— a;3                         2rr  +  Ä 

tana—                     ^ 

VaÄ-^(a.+d)2  4.ya2-Ä« 

mithin  für  i  =  0 

f:/r.i/i.  T.  — •    m 

a? 

y  ^2   _    a;3 

Die  Formel  2)  setzt  stiUschweigend  voraus,  dass  S  den  Werth 
Null  erreichen  könne;  diess  ist  zwar  bei  einer  ganz  willkührlichen 
Grösse  möglich,  würde  jedoch  in  dem  Falle  unthunlich  werden,  wo 
8  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande- 
ren Grösse  ausmacht.  Dann  bildet  aber  die  Kup  wenigstens  die 
Grenze,  welcher  8  beliebig  nahe  gebracht  werden  küm,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  t  die  Grenze  von  6.  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung  2)  schreiben 

3)  W=iimÄ±43Ä. 

Hierunter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  man 
sich  in  den  Fällen,  wo  Ä  =  0  werden  kann,  vorstellt  ^  dass  8  seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe. 
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Cap.  L 
Einfache     Differentiation. 

§.1 
Differenzen-  und  Differentiale. 

Zufolge  unserer  einleit^iden  Betrachtangen  ist  es  der  Quotient 

f(^  +  S)-  fix) 
ö 

dessen  Grensswerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aenderungen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome- 
trische Bedeutung  gewinnt ,  wenn  die  Gleichung  y  =  f(x)  als  Glei- 
chung einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenzwerthes  macht  nun  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
desselben  nöthig,  und  man  ist  daher  übereingekommen,  ihn  mit  f  (x) 
zu  bezeichnen,  so  dass  alsa  die  Gleichung 

die  Definition  von  f  (x)  enthält.  So  ist  z.  B.  nach  Abschn.  Y  der 
Einleitung 

wenn/(aj)  =  ax  -\-  h,  f  {x)  =  a, 

f(x)  =  x^  f(x)  =  2x, 


»• 


,    f(x)  =  Va^-x\  f{x)  =  - 


X 


überhaupt  nennt  tubxl  f  {£)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensatze  zu  der  ursprünglichen  Function  f(x). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  d,  welche  einen  Zuwachs  des  x  bedeutet,  auch  als  Unter- 

2* 
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schied  zweier  yerschiedenen  Werthe  des  x  betrachtet  werden  kann, 
nämlich  als  die  Differenz  zwischen  dem  neuen  Werthe  x  -\-  d  und 
dem  früheren  Wei-the  x.  Bezeichnet  man  überhaupt  die  Differenz 
zweier  gleichartigen  Grössen  durch  ^,  so  ist  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  Werthe  des  x  mit  z/-e  zu  bezeichnen,  wobei  z/  den 
numerischen  Betrag  der  Differenz  darstellt  und  die  angehangene 
Marke  x  anzeigt,  dass  es  verschiedene  a;  sind,  welche  um  ^  differi- 
ren.  Consequenter  Weise  bezeichnet  hiernach  ^y  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  y,  von  denen  das  eine  dem  x,  das  andere  dem  x  -\-  ^x 
entspricht;  vermöge  der  Gleichung  y  =f(x)  ist  dieses  ^y=f(x  -{-  ^x) 
—  f(x)  mithin  • 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  pflegt  man  ^x  und  ^y 
statt  ^x  nnd  ^^  zu  schreiben,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat, 
/Ix  und  /Jy  für  producte  anzusehen.  Die  Grössen  /Ix  und  jd y 
heissen  die  Differenzen  von  x  und  y\  der  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung 

^y  ^f{x^/ix)^f{x) 

dx  /Ix 

vorkommende  Quotient  wird  folglich  der  Differenzenquotient 
genannt. 

Wenn  nun  d  =  /fx  gegen  die  Null  convergirt«  so  nfthert  sich 
auch  /^y  der  Grenze  Null,  und  daher  wird 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  derSylbe  Lim,  zu  ersparen, 

dy  /iy 

schreibt  man  -r—  statt  lAm  —7-,  also 
dx  /Jx 

Hier  bedeuten  d  x  und  d  y  Differenzen ,  an  welchen  die  Bedingung 
unendlicher  Abnahme  haftet;  derartige  Differenzen  heissen  Diffe- 
rentiale. Jedes  Differential  ist  demnach  nichts  weiter,  als  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Differenz. 

Die  Gleichung  2)  sagt,  dass  der  Differentialquotient  und 
die  derivirte  Function  einander  gleich  sind,  dass  also  die  Verscliie- 
denheit  allein  in  der  Schreibweise  liegt.      Durch  die  Benutzung  des 

dy  . 

Zeichens  —  werden  die   auszuführenden  Rechnungsoperationen  nur 
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aogedentet,  während /'(ir)  das  fertige  Resultat  angiebt,  s.  B. 

<*(*»)       „ 

der  Sinn  der  Gleichung  2)  ist  demnacli  ein  ganz  fihnlicher,  wie  z.  K 
bei  3«  =  9,  V25"=  5  und  dergl. 

Dem  Vorigen  zufolge  sind  der  Differenzenquotient  und  sein 
Grenzwerthy  der  Differentialquotient,  so  lange  von  einander  verschie- 
den als  ^x  und  dy  endliche  Werthe  haben,  jedoch  beträgt  dieser 
Unterschied  um  so  weniger,  je  kleiner  /dx  und  dy  genommen  wer^ 
den.     Setzt  man  daher 

3)  ^  _  ^  =  - 

80  ist  9  eine  Grösse,  deren  Grenze  die  Null  vird,  sobald  ^xund  ^y 
gegen  die  Null  convergiren.     Ans  Nr.  3)  folgt  weiter 

^'  =  (^  +  ')^' 

oder  wegen  Nr.  2) 

/ly  =/'(»)  /Ix  +  Q/Ix\ 
lassen  wir  ^x  vca^^y  wieder  gegen  die  Null  convergiren,  d.  h.  zu 
Differentialen  werden,  so  verschwindet  q  und  es  bleibt 

4)  dy=f{x)dx 

d.  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  ist,  um  so  genauer  wird 
die  Aenderung  Jy  gleich  dem  Producte/'(it;)  dx.  Die  geo- 
metrische Interpretation  dieses  Satzes  lautet  (Fig.  4):  Je  näher  der 
Punkt  Px  dem  Punkte  P  liegt,  um  so  eher  darf  man  ihn  als  einen 
Punkt  der  Tangente  P  T  ansehen.  Aus  der  Differentialgleichung  4), 
verglichen  mit  Nr.  2),  geht  noch  hervor,  dass  man  mit  den  verän- 
derlichen, gegen  die  Null  convergirenden  Grössen  dx  und  dy  ebenso 
multiplicirt  und  dividirt,  als  wären  sie  bestimmte  Zahlen ;  hierin  be- 
steht ein  nicht  geringer  Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

Nach  diesen  Erörterungen  kommt  es  nun  darauf  an ,  die  ver- 
schiedenen einfachen  und  zusammengesetzteren  Functionen  wirklich 
zu  differenziren,  d.  h.  ihre  Differentialquotienten  aufzusuchen.  Bevor 
wir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geometri- 
sche Bedeutung  der  derivirten  Function  werfen ;  namentlich  mögen 
die  Fälle  untersucht  werden ,  wo  die  ursprüngliche  Function  eine 
ehene  Fläche  oder  ein  Volumen  bedeutet. 

In  Fig.  5  (a,  f.  S.)  sei  OM  -=  a?,  MP=f(x),  und  die  Über 
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derAbacisse  stehende  Fläche  BOMP  =  F(x)',  ändert  sich  die  Ab- 
Bcisse  um  MMi  =  ^  x,  so  ist 

F(x  +  ^x)  —  F(x)  =  Fläche  MMi  Pi  P. 
Diese  Fläche  kommt  einem  Rechtecke  gleich,  welches  ^x  zur 


Fig.  5. 


NM, 


men  und  es  bleibt 


Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
Ml  Pi  liegende,  wenn  auch  sonst  nicht 
näher  bekannte  Ordinate  N  Q  zur  Höhe 
hat;  demnach  ist MMiPiP  =  NQ.Jx 
und 

Fix  +  ^Jx)^Fixy  ^ 
idx 
Bei  verschwindenden  dx  /allen  die 
drei   Ordinaten  MxPi.NQ  und  MP 
in    die    einzige   MP  =  f(x)     zusam- 


F'(x)=f{x).  ■ 

Die  derivirte  Function  bedeutet. also  im  vorliegenden  Falle  die 


Fig.  6. 


letzte  Ordinate. 

In  Fig.  6  sei  wieder 
OM  =  X,  die  Quer- 
schnittsfläche MPQ 
=  <p  (x)  und  das  Vo- 
lumen, welches  zwi- 
schen den  Querschnit- 
ten 05  CundJfPÖ 
enthalten  ist,  =  ^  (rc); 
der  Aenderung  MM{ 
= dx  entspricht  dann 
die  Volumenzunahme 
if(x  +  Jx)  —  ilf(x)  =  Vol.  MPQQiPiMi, 
Das  letztere  Volumen  lässt  sich  einem  Cylinder  vergleichen, 
welcher  z/a?  zur  Höhe  (oder  Dicke)  und  einen  zwischen  MPQ  und 
MiPi  Qi  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  S  die 
Fläche  dieses  mittleren  Querschnittes,  so  ist  das  Volumen  MP  Q  QiPiMi 
=  S.dXf  mithin, 

H>(x  +  Jx)  —  ^{x)  _  g 
/:lx 
Bei    verschwindenden  d  x    fallen    die  Querschnitte    Jfi  Pi  ^i 
=  9?(a?  -|-  i^a;),  S  und  MPQ  =  (p(x)  zusammen,  mithin  bleibt 
*'(a?)  =  9(«)- 
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Betrachtet  man  die  unabhängige  Yariabele  x  immer  als  Ab* 
BciBse,  so  hat  man  jetzt  folgende  Satze: 

Der  Differentialquotient  eines  Volumens  ist  des- 
sen letzter  Querschnitt;  der  Differentialquotient  einer 
ebenen  Curvenfläche  ist  deren  letzte  Ordinate;  der 
Differentialquotient  einer  Curyenordinate  ist  die 
trigonometrische  Tangente  des  letzten  Berührungs* 
winkeis. 


§2- 
Differentiation  der  einfachen  algebraiaohen  Functionen. 

I.  Differentiation  einer  Constanten,  Wenn  f(x)  für 
jedes  X  denselben  Werth  a  behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
f(x  -\-  Jx)  =s  a,  mithin  f(x  +  J x)  —  f(x)  =  0.  Hier  findet 
bei  abnehmenden  ^x  weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist  * 

1)  ^  =  Oundrfa  =  0. 
dx 

n.  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ten von  xf^  erhält  man  augenblicklich 

/        ^fx\f* 
^f(xf^  ^(x  +  Jx)f*--xf'  ^V^^T)    ""^^u^l 
^x  ^x  ^x 

-    .  X 

^  X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung =  i  gesetzt  wird, 

X 

^x    ~  8 

Wenn  nun  jdx  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  d  die 
Null  zur  Grenze,  und  der  rechter  Hand  stehende  Bruch  nähert  sich 
der  Grenze  fi  (s.  Einl.  IV,  Nr.  9);  daher  ist 

2)  ^^  =  ^aji^-i  xm6id(xf*)  =  iixf'-^dx. 

ni.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  Diffe- 
renzenquotienten von  a'  erhält  man 

^x  dx  dx 


Digitized  by  CjOOQ IC 


24  Cap.L§.2.  Differentiation  einfacher  algebraischer  Functionen, 
und  daraus  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  IV  der  Einleitung 

dx  Hoge 

Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  unter  etwas  anderer  Ge- 
stalt dar.  Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e  als  Basis  eines  Systems 
von  Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  15,  so 
dass  immer  e'^  =  z  ist;  man  hat  dann  auch 

e'«  =  a 
und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  .  '^loge  =  Hoga  =  1, 
woraus  folgt 

4)  a^^ß—-  z=la. 

^  la        ^loge 

Hiernach  lautet  die  Gleichung  3) 

5)  -j— ^  =  a^la  und  d  (a^)  =  a'^la  dx. 

dx  ^    ^ 

Für  a  =  e  wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

6)  ^:^=:e'uudd(e')  =  e'dx; 

dx  ^    ^ 

man  nennt  desswegen  6'  die  natürliche  Exponentialgrösse. 

IV.  Differentiation  des  Logarithmus.  Der  Differenzen- 
quotient von  logx  ist 

JJogx log{x-\-  dx)  —  logx \  a?  /      1 

dx  dx  dx  X 

X 

A  ff 

oder,  wenn  zur  Abkürzung mit  d  bezeichnet  wird 

dlogx        log(l  +  ö)      1 
dx  d  X 

Wenn  nun  dx  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
d  der  Fall,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  log  e  (EinL  IV,  Formel  7) ;  diess  giebt 
dlogx  _  löge ^ 
dx  X 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen Systems,  so  können  wir  nach  Nr.  4)  log  e  durch 

8)  i  =  M« 
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ersetzen;  die  Grösse  Ma  Leisst  dann  der  Modnlus  des  logarithini- 
Bchen  Systems  der  Basis  a;  statt  Nr.  7)  haben  wir  jetzt 

9)  ^  ,  ^      =  — ^  und  dMogx)  =  —  dx. 

aX  X  X 

Am  einfachsten  werden  diese  Formehi  für  a  =  e  nämlich 

10)  — —  =  —  und  dlx  =  —  dx\ 

dx         X  X 

die  Logarithmen ,  deren  Basis  ß  ist,  nennt  man   desswegen  natür- 
liche Logarithmen.  , 


§.  3. 
Differentiation  der  goniometrischen  Functionen. 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 
sina  —  sinß  =  2cosJ(a  -f-  ß)  sin\(a  —  ß) 
erhalt  man  für  den  Differenzenquotienten  von  sin  u  folgenden  Aus- 
druck 

Jsinu sin (u-}-  zfu)  —  sinu 2cos(u  +  \^u)sin\^iu 

du  ^fü  ^u 

oder,  wenn  \^u  kurz  mit  ^  bezeichnet  wird, 
^sinu  ,     .    ^.  sin^ 

Die  Grössen  jdu  und  ^  convergiren  gleichzeitig  gegen  die  Null, 
— sp-  hat  die  Einheit  zur  Grenze  (Einl.  IV,  Nr.  10),  mithin  ist 

-.  dsinu  ,   -  .  , 

1)  — ; —  =  cosu  und  dstnu  =  cosu  du. 

du 

Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus.     Untex 
Benutzung  der  Formel 

cosa  —  cosß  =  —  2sinl(a  -|-  ß)  sinl(a  —  ß) 
erhält  man  nämlich  für  ^^i^  =  0" 

Jcosu cos(u-\~  ^u)  —  cos u 2sin  (u  +  l^u)  sin\du 

j^u         •  ^u  ^u 

=  —  s%n  {u  +  %)  —^ 

und  durch  Uehergang  zur  Grenze 

_.  dcosu  .         j      j  .       j 

2)  — T —  =  —  s%nu  oder  dcosu  =  —  stnu  du. 

du 
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Für  die  Secanie  bat  man  zanächst 

^secu 8ec{u-\-  jdu)  —  secu cogu  — cos(tt -|-^tf) 

^u  Ju  cas(u-{-jiJu)co8u.^u 

cos(u-^  ^U)C09U.^U  ~~co$(u+2^)cosu        ^ 
mithin 

„.  dsecu        sinu    '       ,  •       .       ^ 

o)  —; —  =  — — -  oder  dsecu  =  sec^u  stnu  du. 

du  coS'U 

Als  Differenzenquotient  der  Gosecante^  ergiebt  fdcb 

^  cscu csc(u-\-  ^u)  —  cscu sinu  —  sin  (»  +  ^u) 

^u  ^u  sin(u-\-jdu)s%nu.^:lu 

2cos(u-\'\du)sin\Ju  cos (» +  ^)  sin% 

sin (t*  -j-  ^u) sinu.  du  sin (i*  +  2  ^) sin u       %' 

nnd  daraus  folgt 

..  dcscu  cosu     ,      ,  9  jj 

4)  — ; —  = r-=—  oder  dcscu  ==  —  csc^ucosu  du, 

du  stn^  u 

Um  den  Differenzenquotienten  von  tan  u  in  eine  passende  Form 
zn  bringen,  machen  wir  Gebranch  von  der  Relation 

A      a        sin  (U'—ß) 

tan  a-'-tanfi  = ^^ ^ 

^        cos  a  cos ß 

und  erhalten 

z/  tan  u tan  {u-\-  du)  —  ta/nu 1  sin  du 

du  du  cos{u-\'  du)cosu       du 

sin  d  u 
Wenn  du  gegen  die  Null  convergirt,  wird  Lim  —j =  1 

folglich 

^s  äfanu  1         j      j.  Q      j 

5)  —3 =  — =—  oder  dtanu  =  sec^u  du. 

'  du  cos^  u 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 

.  a  sin  {a  —  ß) 

cota  "^  cotß  = r-^^ — 7—s- 

'^  stna  stnß 

erhält  man  auf  ähnliche  Weise 

dcotu cot  (u-\-  du)  —  cot u 1 sin  du 

du  ^ü  sin  (w  +  du)  sinu       du 

und  durch  üebergang  zur  Grenze 

ß\  — —  _-. _^  oder  dcotu  ■= —  csc^u  du. 

'  du  sxn^u 
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§.4. 
Differentiation  der  cyolonietrisohen  Functionen. 

Zufolge  der  Definition  von  atcsinx  zieht  die  Gleichung 
u  =  aresin  X 
die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich: 

sinu  =  05; 
aus  der  geänderten  Gleichung 

u  +  ^«  =r  arcsin  (x  -|-  ^x) 
erhält  man  analog 

sin(u  -f-  '^u)  =  X  -f-  ^^5 
und  nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  den  Differenzenquotienten 
von  arcsin  X  in  folgender  Form  darstellen 

jd  arcsin  X arcsin  (x  -|-  ^dx)  —  arcsin  x 

Jx  ^  X 

^Ttt 1 

sin  {u  +  du)  —  sinu        sin^  (u  -\-  du)  —  sinu 

:d^ 

Der  Nenner  des  letzten  Bruches  ist  der  Differenzenquotient  von 

sinu  und  geht  in  den  Differentialquotienten  cosu  über,  wenn  d x 

und  du  gegen  die  Xull  convergiren;  man  hat  daher 

d  arcsin  X 1 1 

dx       ~  cosu  ~  Vi— sm^tt 

oder,  weil  sinu  =  x  ist, 

,.  d  arcsin  X  1  ,        .  1  , 

1)  — 5 =  .,>  darcstnx  =  dx. 

dx  Vi— a?«  ^    Vi— a?3 

Da  unter  arcsin x  ein  Bogen  zwischen  —  Ja  und  +  |3t  ver- 
standen wird  und  jeder  Bogen  dieser  Art  einen  positiven  Cosinus 
hat,  so  ifiit  das  vorkommende  Wurzelzeichen  immer  positiv  zu  nehmen. 
Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differentiation  von  arccosx 
anwendbar,  man  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 
Belation 

arccosx  =  Ja  —  arcsinx 
Gebrauch  macht;  es  ergiebt  sich 

d arccosx arccos  (x  +  dx)  -^  arccosx 

dx  dx 

arcsin  (x  -f-  dx)  —  arcsinx darcsinx 

dx  dx 
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mithin  auch  beim  Uebergange  zur  Grenze 

darccosx d  aresin  ^ 

dx  dx 

d.  L 

«V  darccosx  1  ,  1         , 

2)  ;; = — , .  ,     darccosx  r=  —  ,  >  dx, 

dx  Yi^x^  V^1~JJ2 

Um  femer  die  Function  u  =  arctanx  zu  differenziren ,  gehen 

wir  von  folgenden  vier  Gleichungen  aus 

u^=  ardanx  ,  tonit  =  o? 

u  4-  ^u  =  ardan  (x-\-  Jx)  ^    tan  {u-\-  du)  ^=^  x  +  J x^ 

und  stellen  mit  Hülfe  derselben  den  Differenzenquotienten  von  arctan  x 

in  nachstehende  Form 

d  arctan x arctan  (x-}-  dx)  —  arctan x 

dx  dx 

du 1 

tan  {u  +  d%i)  —  ianu       tan  (w  +  diji)  —  tanu 

'dii, 

Der  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenquotient  von  ianu  und 
geht  in  den  Differentialquotienten  sec^u  über,  wenn  dx  und  du 
gegen  die  Null  convergiren;  diess  giebt 

d  arctan  x      _     1      1 

dx  sec^u        1  +  tan^u 

oder,  weil  tariu  =  x  ist, 

^.  darctanx  1  ,      ,  1       , 

3)  — r=:-—^ — -,     darctanx  =  m — ö^^ 

dx  1+^*  l-\-x^ 

Die  Differentiation  von  arccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 
arccot  X  =  ln  —  arctan  x 
auf  die  Differentiation  von  arctanx  zurückführen;  man  findet 

^.  d  arccotx  1  j         ^  1       •, 

4)  =— * «     d  arccotx  = dx. 

Setzt  man  u  =  arcsecx  mithin  8ecu  =  x,  so  gelangt  man  leicht 
zu  der  Gleichung 

darcsecx arcsec  (x  +  dx)  -^  arcsecx 

dx  dx 

_  du 1 

sec  {u-\-du)  —  secu       dsecu 

du 
woraus  durch  Uebergang  zur  Grenze  folgt 
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darcseex  __      1      1 1 

dx  dsecu  """  sinu        «ecu  Vsec^u-^l 

du  €08^  u 

d.  i.  wegen  secu  ^=  x 

_.         däresecx  1  _  1  , 

5)  — 3 =    ,  j  ,     darcsecx  =    ,>  dx. 

dx  fl?Vx2— 1  a?Va?«--l 

Mit  Hülfe  der  Relation 

arccscx  =  \n  —  arcsecx 
gelaogt  man  endlich  noch  zu  der  Formel 

^v      d  arccscx  1  _  1         , 

6)  — -= = ,y  ^    d arccscx  = .  i  Jy, 

^«  ojV««  — 1  »V/«^— 1 

Nachdem  hiermit  die  Differentiation  d^  einfachen  Functionen 
erledigt  ist,  haben  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  zusammen- 
gesetzter Functionen  zu  beschäftigen. 


§.6. 
Differentiation  der  Aggregate,  Frodncte  und  Quotienten. 

I.  Sind  Ä  und  B  Gonstanten,  u  und  v  Functionen  der  unab- 
hängigen Yariabelen  x,  so  bildet  das  Aggregat  Äu  -]'  Bv  eine  zu- 
sammengesetzte Function  von  x^  welche  u.  A.  die  Summe  u  -\-  v, 
die  Differenz  u  —  v  und  das  Product  Äu  als  specielle  Fälle  in  sich 
enthält.  Die  Aenderung  des  x  hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  u 
and  V  zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  Differenzenqnotient 

J(Äu  +  Bv)  _Ä(u-^  du)  +  B{v-\-  dv)  —  (^ti  +  Bv) 
dx  dx 

du  dv 

dx  dx 

Je  kleiner  dx  ist,  desto  weniger  untei-scheiden  sich  die  Diffe- 

du  dv 

renzeoqnotienten  --t^  und  -^^  von  den  entsprechenden  Differential- 

quotienten,  und  man  kann  daher 

du        du  dv  dv 

setzen,  wo  Qi  und  Q^  nicht  näher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
^x  gegen  die  Null  convergiren.     Die  vorige  Gleichung  wird  jetzt 
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^  (Au  +  Bv)         M  äu    ,    ^  dv    ,      ^        .    ^ 

^       .^ '  =Äy-  +  B  -^  +    AQi    +  BQ2 

und  Hieraus  folgt,  indem  man  zur  Grenze  für  verscliwindende  jd  x^ 
Qi  und  ^2  übergeht 

1)  d{Äu  +  B^)^^du  dv 

dx  dx    ^         dx 

oder  auch 

2)  d(Äu  +  Bv)  =Adu  +  Bdv. 

Für  J?  =  -I-  1,  3  =  —  1  und  J5  =  0  liefert  die  Formel  drei 
specielle  Gleichungen,  die  man  leicht  in  Worte  fassen  und  als  Regeln 
aussprechen  kann. 

Mittelst  derselben  Schlussweise,  die  zur  Formel  1)  führte,  ge- 
langt man  auch  zu  dem  allgemeineren  Resultate 

3)  d(Au-{-Bv-{-dw-\r*'')  _^^,^^,^^,.. 

dx  dx  "^       dx  '^       dx"^'  ^ 

worin  das  Aggregat  Au  -\-  Bv  -\-  etc.  aus  einer  beliebigen  end- 
lichen Menge  von  Summanden  zusammengesetzt  sein  darf;  für  eine 
unendliche  Menge  derselben  gilt  aber  die  Formel  nicht  ohne  Weite- 
res, weil  es  in  diesem  Falle  fraglich  bleibt,  ob  -4  pi  +  ^  P«  "h  ^^3 
-(-•••  in  inf.  die  Null  zur  Grenze  habe,  wenn  pi,  92»  Ps  » •  •  ^^B^^ 
die  Null  convergiren. 

Mittelst  der  Formel  3)  kann  die  Differentiation  jeder  zusammen- 
gesetzten Function  ausgeführt  werden,  die  sich  in  ein  Aggregat  ein- 
facher Functionen  auflösen  lässt.     So  hat  man  z.  B. 

d  [(g  +  &a?)»3  _  d  [gs  -f  ^anx  +  ^al^x'^  +  ^^^'] 
dx  "^  dx 

=  ^an  +3at2.2a;    -f  5»  .  3  a?« 

=  3fe  («2  +  2alx  -i-  h^x^)  =  3d  (a  +  Ix^. 
Ein  zweites  Beispiel  ist 


<^") 


(g(l  -f  a?  +  a?g  +  a?»  +  -"  4-  a;"-^) 
ILx     T  ^^ 

_d(Xl,    d(x)        d{x^)  d(x—^) 

~  dx    '^  inr  '^    dx    '^         '^       d\c 
=  1     +    2a?    +  ...  4-  (n-^l)a;"-«. 

n.     Sind  wieder  u  und  v  Functionen  der  Yariabelen  a?,  so  hat 
man  als  Differenzenquotienten  des  Productes  uv 
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^  (uv)* (u  -f  zfu)(v  -f  z/y)  —  UV    0 

Jx  ^x 

jdv    .       du    ,    du     dv       . 
jdx  dx        dx     jdx 

Die  Grenzwerthe  von  —t-  ,  — r-  nnd  -^a;  sind  der  Reihe  nach 
dx      jdx 

rr-  ,  -;—  und  Null;  mithin  wird 
äx     dx 

d(uv)           dv    ,       du 
4)  -^ — ^  =  w  3 f-  t7-7- 

und 

6)  d(uv)  ==:  u  dv  -^  vdu. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall  tt  =  a;",  v  =  a;^;  man  erhält 

i^^  =  x'ßx?-"^  +  «/»  ax«-»  =  («  +  Ä  0;«+/»-» 

wie  sich  auch  direct  ergiebt,  wenn  aj'^a;''  in  o;"''^  zusammengezogen 
wird. 

III.     Behufs  der  Differentiation  des  Quotienten  —   bilden    wir 

zunächst'  den  Differenzeuquotienten 

^  /t?\        V  +  dv         f>  dv  du 

^  \  —  )        — — Zi ^-^ ^T^ 

\u/  u  -\-  du        u  dx         dx 

dx  ^iHi  ~*    (w  +  du)  u 

und  erhalten  durch  Uebergang  zur  Grenze 

fi\  jif^\      ,     äv  du 

\u/  dx  dx 


oder 

Hiernach  ist  z.  B. 


dx  u^ 

dv  —  vdu 


1*3 


d[ 


^  (1  —  a?)  (--  na?«  - 1)  —  (l  —  x*)  (-- 1) 
dx        ~  {l  —  xy 

1  —  nx""-^  4-  (n  —  1)  a;* 

-  (1  -  xy 

Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Differentialquotienten  mit  einander, 
80  hat  man  die  neue  Summenfoimel 
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1  +  2x  -Hrf«»  +  4a!»  H +  («  —  1)«"  -  * 

1  —  nx*-^  +  (»  —  l)ic* 

Ueberhanpt  läset  sich  aas  jeder  analytischen  Gleichung,  die  eine 
willkührliche  Yariahele  enthält,  immer  eine  neue  derartige  Gleichung 
durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Yariahele  ableiten. 

§.6. 
Differentiation  der  Funotionen  Ton  Functionen. 

Wenn  0  eine  Function  von  y,  und  y  wieder  eine  Function  von 
X  ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

welche  sich  auch  in  die  eine 

2)  M=flq>(x)]       • 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B.  jP  =  logsinx  in  jbt  =  logy  und  y  =  sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x  entsprechen  nun  Aenderungen  von  y  und  z^  mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

jdx  jdx  * 

dafür  kann  man  schreiben 

^^^/[y  +  ^y]-/ry]    ^y 

^x  dy  z/a?' 

und  hier  ist  der  Differenzenquotient  Yon/I^]  ebenso  gebildet,  als 
wenn  y  eine  unabhängige  Yariahele,  mithin  d y  eine  willkührliche 
Zunahme  des  y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

de  ^B     Jy 

dx         jdy     dx 
zur  Grenze  über,  so  gelangen  wir  zu  der  Formel 
.  dz  __äz     dy 

dx        dy     dx^ 
oder 

«X  j  de     dy      . 

3)  dz  =-j-  '  -j^  '  dx. 
'  dy     dx 
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dß 
Demnacli  erhält  man   den  Differentialquotienten  -=— ,  wenn  man 

de 
erst  den  Differentialquotienten -=—  so   bildet,   als  wäre  1/  eine  unab- 

dy 

hängige  Variabele,  und  ihn  nachher  mit  ^multiplicirt;  die  Werthe 

dx 

von  -—  und  -=—  leitet  pian  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1)  ab. 
ay  ax 

In  der  Anwendung  auf  das  Beispiel 

£?  =  (a  -f  Ix'^y 

gestaltet  sich  die   Sache  folgendermaassen.     Statt  der  vorstehenden 

Gleichung  schreibt  man  die  beiden  Gleichungen 

e  z=  yP,     y  =  a  -{-  hx" 

und  erhält  daraus 

dy       ^^       •     dx 
mithin  durch  Multiplication  dieser  Differentialquotienten 

--'  =  hnpyP~^x^'-^ 
ax 

oder  endlich,  wenn  man  für  y  und  e  ihre  Werthe  setzt, 

-ti^ — L LA  =  ifip  (a  +  hx'^y     ^ic»  -  \ 

dx 

Bei  mehrfacher  üebung  in  diesem  Verfahren  wird  man  finden, 
dass  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Variabelen  y  und  z  in  Rechnung 
zu  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden;  viel- 
mehr kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeiführen.  Auch  ist  es  be- 
quemer, nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialquotienten 
auszugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
Function  zu  suchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
gen: analog  d  {yP)  =  pyP  ~^dy  ist 

d[(a  -f  hx'')P]  =p  (a  -\-  6a;«)P  -  1  d(a  +  6a;«) 
=  p  (a  -\-  h x»)P  -i  hd (x"") 
=  p  (a .+  ti»'*)^~  '  bnic«-  ^dx, 
was  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Differentiation  von  a?*.  In  der 
Form  einer  Exponentialgrösse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 

SchlOmllch,  Analysls.  3 


Digitized  by  CjOOQ IC 


34  *Cap-  L    §.  6.    Differentiation  der  Functionen. 

nach  der  Regel  d(ev)  =  evdy  erhält  man  daraus 
dix"^)  =  e'^^'^dixlx) 

=  e^  ^^ (xdlx  +  Ix  dx) 


=  e^^'fx  — dx  -\-  Ixdxj 


=  a?*(l  H-  lx)dx. 
Auf  demselben  Wege  gelangt  man   zu  der  folgenden   kleinen 
Formelsammlung,  welche  später  von  Nutzen  sein  wird: 

dx 


d[-^l(a  +  hx)\ 
^  L"  h(a  +  hx)\ 

r  1  ß^^ 

d    —3  arctan  ^-— 

^  L2^  \a  -  ßx)\ 
d[^Ka  +  hx^)\ 

[2Va  +  fe^l 


~  a  H-  da?' 

dx 

~  (a  +  hxy 

dx 

~  a^  +  ß^x^' 

dx 

~  a^  —  ß^x^' 

xdx 

""  a  +  &a;2' 

dx 

~  Va  +  hx 

Ai{ßx  -\-V^T¥^ ^^ 

^  L ö ^    ~  V^ 


ß 

L  /3  a  J 

La  V  a  4-  fo.'raJ 

4 


Va2  —  /32aj2 
xdx 


+  feaj2J 

1 


5  V  a  -\-  hx^ 
d  [xlx  -—  x] 
d  [ —  l  cos  u] 
d  p  sinu] 


] 


Va  +  hx^' 

dx 

V(a  +  hx^y' 

xdx 


V(a  +hx^y 

=  Ix  dx, 

=  tanu  du^ 

=  cotu  du, 

1  fß  tan u\\         du 

_  a/rctan\—^^j^        —  ^^^os^t*  +  ßHm'^u 

r  ^  //'fLi-Ai^^M     — — 

L2«j3   \a  —  ß  tanuJl         "~  a^cos^u  —   /Jasin««' 
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§.7. 
Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 

I.  Wenn  m  eine  ganze  positive  ZaW  bedeutet,  so  liefert  die 
wirkliche  Ausführung  der  durch  (1  -|-  x)^  angezeigten  m  Multiplica- 
tionen  ein  Resultat  von  der  Form 

1)    (i  -\.  x)-^=l  +  CiX  +  C^x^  +  CsX^  +  '-•  +  GmX^, 
worin  d  ,  C2  ,  C3  ,  .  .  .  Cm  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zah- 
lencoefficienten  bedeuten.  Um  sie  zu  bestimmen,  di£ferenziren  wir  bei- 
derseits, und  erhalten 
m(l  -f  a?)"»-i  =  iCi  +  2C2iC+3C3rc2+...-|-  w  C^ic«-*. 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1  -f"  ^  <^^®  Gleichung  1) 
dagegen  mit  m,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten  Seiten  gleich 
sein,  d.  h. 

1  Ci  +  (2  C2  +  1  Ci)x  -f  (3  C3  +  2  G^)x^  +  (4  C4  +  3  Cs)x^  + ,-  •  • 
=  m  -f  '   mCiX  +  w»  C2  a;2  4-^^03058-1-... 

Die  vorstehende  Gleichung  kann  aber  fiir  jedes  beliebige  x  nur 
dann  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleich 
sind;  es  ist  daher  der  Reihe  nach 


m 

— 

1 

2 

m 

— 

2 

^-^*  —3—  =  1 2 3~" 

U.   B.   W. 

Durch  Substitution  dieser  Coefficientenwerthe  erhält  man   aus 
Nro.  1)  die  Gleichung 

n\ /-.  .    N         ,    .    ^       .    ^{^ — 1)   «  .   i^ivn — l)fm  —  2)  „  . 
2)(14a:)'»  =  l+  — a:  +      1  .  2  ^  "*"         1  .2.3 "^ +'*' 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Exponenten  führt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet : 

Wo  =  1,  Wi  =  — ,  {m\  =  — Y-^^ , 


_m(m  ~  l)(m  ~  2)  .  .  .  (m  -  [A;  ~  1]) 

(^)* 1.2.3...,* 

•       3* 


Drgitized  by  CjOOQ IC 


36       Cap.  I.    §.  7.     Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 

Setzt  man  x  =  —  und  multiplicirt  beiderseits  mit  a"*,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 
3)    (a  +  ly  =  (Ha"»  H-  (w),  a"»  -  1  5  +  W-^  a"»  -  ^2  -|-  •  •  • 

+  (w)^_,a5"»-i  +  (w)«,b"», 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
sitive Potenz  erhoben  werden  kann,. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  e,    wenn 

X  =  —  genommen  und  m  als  unendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 
m 

wird.     Man  erhält  zunächst 


1.2.3 


,    V m  /  \ m  )       \ m     ) 

*'*"^  12. 3.. .1» 

wobei  die  rechte  Seite  m  •\-  \  Summanden  zählt.  Verstehen  wir 
unter  Ä  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <;  w,  so  können  wir  die 
rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  deren  erster  die  Ä  -f-  1  ersten 
Suipmand^n  enthält,  während  der  zweite,  welcher  B,  heissen  möge, 
den  noch  übrigen  Rest  von  m  —  Ä  Summanden  umfasst;  dies  giebt 

«  (■  +  !)•      . 

""■'■l'''      1.2       "^  1.2  + 

(i_J_)(x_A)...(i_^izi) 

"'  '^  1.2.3...&  +^' 

(i_J_)(i_A)...(i_±))     i_L+i 

\  mj  \  m  J        \  m/{,   .  m      . 


1.2...(fc+l)  (^*-|-2^ 


•*^  1      0  /'t  j_  1)  /^  "T 

"^  (Ä  +  2)7^"^»  j 

In  der  zuletzt  eingeklammerten  Summe  sind  die  Zähler  aller 
Summanden  positive  ächte  Brüche;  setzen  wir  statt  derselben  durch- 
weg die  Einheit  und  nehmen  statt  der  Nenner 
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A:  -h  2,       (fc  -I-  2)  (*  +  3), .  .  (Ä  -I-  2)  (Ä  +  3)  .  .     m 

die  kleineren  Nenner  • 

k  +  i,    (Ä  +  i)« (Ä  +  i)"-»-', 

60  erhalten  wir  zu  viel,  mithin  ist  die  erw&hnte  Summe  kleiner  ab 


1 


Vifc  4-  1/ 


< 


1  — 


Andererseits  beträgt  jene  Summe  mehr  als  Null,  sie  liegt  also 
zwischen 

0  und ; —     =   — 5 — 

1  1r. 

1     — 


Je  +  1 


k  4-  l 

und  kann  folglich  =  S  — - —  gesetzt  werden,  wo  6  einen  nicht  na- 

K 

lier  bestimmten  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  dann 

„  „  (■-i)(--i)-(--^)  . 

'^         ^  = 1.2.3...ft T* 

Gehen  wir  nun  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
anendlich  wachsende  m  über,  ohne  die  Zahl  k  zu  ändern,  and  be- 
rücksichtigen die  Gleichungen 

Lim  —  =  Lim  —  =  •     •  •  =  Lim  —  =  0, 
mm  m 

so  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 

^1^12^  ^1.2.3...Ä;^^ 


B  — 


6 


L  •   ^  •   ö  »  %      IC         K 

worin  k  eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist.  Indem  man 
for  B  einmal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
verschiedene  Summen,  zwischen  denen  e  liegt;  weil  aber  jß  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  k  gross  genug  wählt,  so  las- 
sen sich  jene  Summen  einander  beliebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
Wertb  von  e  so  genau,  als  man  es  verlangt.    So  Lst  z.  B.  für  A;  =  10 
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^   +  T  +  r^  +  •  •  •  +  1     2.\.10  =  2.7182818011 

^  =  1.2.\.10  •  iö  -  0,0000000276  •  .. 
mithin  für  £  =  0  und  £  =  1 

2,7182818011  <  e  <  2,7182818287, 
womit  e  auf  sieben  Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 

II.    Setzt  man  zur  Abkürzung 

cosnu  sinnu 

**  7"  cos« u  '  ^"  ""  cös^w"' 

so  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 

Pn  +  1  =  ^n   —    Qn   taUU,  Qn  ^  1  =   Qn   +   ^n  tanU\ 

von  den  Werthen  Fq  =  1  und  Qq  =  0  ausgehend,  kann  man  diese 
Formeln  der  Reihe  nach  für  *^  =  0,  1,2,3,...  anwenden  und 
erhält 

Pi  =  1  ,  *  Ci  =  ^ötw«t, 

Pa  =  1  —  tan^u^  §2  =  2  tanu, 

Pg  =  I  —  3  tafC^u^  §3  =  3  tanu  —  tan^u, 

P4  =  1  —  6  tan^u  4-  tan^u^     §4  =  4:  tanu  —  4  tan^u. 


Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  dem  allgemeinen 
Schlüsse,  dasß  für  jedes  ganze  positive  m  sein  werde 

cosmu 


cos^  u 

=  1  —  Gi  tan^u  -|-  C4  tan^u  —  C«  ta/n^u  + 

sinmu 


6)  Pm  = 

=  1  —  Ca  ton^w  -f  C4  ^c 

^^  ^"  =  cos-t* 

=  Ci  tanu  —  Gs  tan^u  +  C5  faw^it  — 

worin  Ci ,  C3 ,  C3  etc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien- 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen,  diflFerenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  dass 

dPm 


du 
dQm 


du 
d  (tan^u) 
du 


=  —  fnQm+  mPm  tanu, 
=  +  mFrn  -V  f^Qm  tanu, 
k  tan*  ~  ^  u  sec^  u 
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ist,  wie  sich  bei  wirklicher  Ausführung  der  Differentiation  leicht  fin- 
det; wir  erhalten 

8)  -^  mPmtmu  +  mQm 

=  (2  C^tcmu  —  4  (?4  tan^u  +  6  Ce  tan^u  —  •  •  •  )  sec^u, 

9)  mPm  +  mQmtanu 

=  (1  Ol  —  3  C^tan'^u  +  5  Gf,tan^u  —  7  C-itan^u  -\-  •••)  sed^u. 

.  Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  tanu  und  ziehen 
das  Product  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  bleibt  linker  Hand 
mP^  (1  4-  tan^u)  z=i  mPm  sec^u  übrig,  wobei  sich  der  Factor  sec^u 
hebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  P^  den  in  Nro.  6)  verzeichneten 
Ausdruck  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung 

10)  m  —  m  Ol  tan^u  +  *w  C4  tan^u  —  w  Cß  tan^u  +  •  •  • 
=  1 Q  —  (2  0,  +  3  Cs) ton^w  +  (4  C4  +  5  Ci)tan^u 

'     —  (6Ca  +  1  Ci)tan^u  +  ••. 

Das  Seitenstuck  hierzu  ergiebt  sich,  wenn  wir  aus  den  Gleichun- 
gen 8)  und  9)  die  Grösse  P^,  eliminiren  und  statt  des  übrig  bleiben- 
den Qj^  den  in  Nro.  7)  verzeichneten  Ausdruck  setzen ;  es  wird 

11)  m  Ci  tanu  —  mCz  tcm^ u  -^  mC^  tan^u  —  •  •  • 
=  (1  Ol  +  2  C2)tmu  —  (3  C3  +  4  C^)tan^u 

+  (5C5  +  QC^)tan^u  — 

Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Coefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  tanu^  so  erhalten  wir 

C  =  — ,  G,  =  Ol  — ^—  = 2—' 

_         „  m  —  2         m      m  —  Im  —  2        , 
Ck  =  C  -^-  = 3-,u.B.f. 

woraus  augenblicklich  hervorgeht,  dass  Ci ,  Ci,  C3  etc.  mit  dem  Bi- 
nomialcoefficienten  (m)i^  (w)2,  (fn)^  etc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
ben wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 

12)  =  (w)ö  —  (m\t(m^u  4-  (m\tan^u 


—  (m\  tan^  u  -f- 


13)  rr:  (m)i  tanu  —  (m)o  tan^u  4-  (mV  tan^u  — 

oder  auch  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  cos^  u 
U)  cosmu  =:  (mJQCOS^  u  —  (171)2  ^^s™  ~  ^usin-u 

+  (w)4  co$^  ""  ^usin^  u  —  •  •  • 
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15)  sinmu  =  (m)\  cos"»  "-  * usinu  —  (m)s  cos^  ~~  ^usin^u 

-\-  (m)5  cos ^  -  ^usin^u  —  •  • 
Diese  Formeln  lassen  noch  einige  Umgestaltungen  zu ,   die  wir 
kurz  andeuten  wollen.    Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Poten- 
zen von  sinu,  d.  h.  ganze  Potenzen  von  sin^u  =1  —  cos^u,  man 
kann  daher  den  hmomischen  Satz  anwenden,  indem  man 
sin^^u  =  (1  —  cos^uy 
=  1  —  {h)iCOS^u  +  (k}iCos^u  —  (k)sCos^u  -|-  .  •  • 
und  X;  =  1,  2,  3  etc.  setzt;  nach  Zusammenfassung  aller  Glieder, 
welche  gleiche  Potenzen  von  cosu  zu  Factoren  haben,  gelangt  man 
zu  einem  Eesultate  von  der  Form 

16)  cosmu  =  Äq  cos"^  u,  +-  A^  cos^  -  *it  + , 

worin  \4o,  ^2»  -^4  ©tc.  gewisse  constante  Coefficienten  bedeuten,  deren 
Werthe  sich  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  von 
selbst  ergeben.    Schreibt  man  ferner  statt  Nro.  15) 

sinmu  =  sinu  [(m)i  cos^  "  ^w  —  (m)^  cos*"  ~  ^usin^u  +  •••]» 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an- 
wendbar und  fuhrt  zu  einem  Resultate  von  folgender  Form 

17)  sinmu  ==  sinu  [Bicos^  ~^ü  -{■  Bscos^  ~^m  -|-  •  •  •  •]• 
Will  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen,  so 

braucht  man  nur  u  =  ^n  —  t;  zu  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  Hand  gerade  und  ungerade  m  zu  unterscheiden. 

§.8. 

Zusammenhang  zwischen   einer  Function  und   ihrem  Diffe- 
rentialquotienten. 

I.  Wie  in  §.  1,  Formeil  3)  bezeichnen  wir  mit  q  den  Unter- 
schied zwischen  dem  Differenzenquotienten  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function /(a?),  wir  setzen  also 

.wo  Q  zwar  nicht  näher  bekannt  ist,  aber  gleichzeitig  mit  ^x  gegen 
die  Null  convergirt.  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  w^enn  ^  x  hin- 
reichend klein  genommen  wird,  Q  so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f'(x)  beträgt;  für 
noch  kleinere  ^x  findet  diese  Ungleichung  um  so  mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  Q,     Die  rechte  Seite   der  obigen  Glei- 
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chung  hat  jetzt  dasfifelbe  Vorzeichen  wie/'(ir),  mithin  kommt  das 
nämliche  Vorzeichen  auch  der  linken  Seite  zu.  Ist  nun  /'  (x)  und 
daher  /'  (x)  -\-  Q  positiv ,  so  folgt ,  zfx  immer  als  positiv  vorausge- 
setzt, dass/(a;  -f  dx)^f{x)  sein  muss;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grösseren  Variabele  ein  grösserer  Functionswerth.  Wenn  da- 
gegen f'(x\  mithin  auch  f'(x)  -{-  Q  negativ  ist,  so  erglebt  sich 
f{x  -\-  zi  x)  <C/(^)»  und  hier  gehört  zur  grösseren  Variabele  ein 
kleinerer  Functionswerth.  Man  hat  daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Function  das  positive 
oder  negative  Vorzeichen  besitzt,  ist  die  Function  selber 
im  Wachsen  od'er  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt. 
Hieraus  erklärt  sich  z.  B.,  warum  der  Differentialquotient  des 
Sinus  positiv,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt. 

n.  Wir  betrachten  ferner  die  Function  fp  (x)  als  endlich  und 
continuirlich  von  a;  =  a  bis  a?  =  5,  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  fp'(x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchläuft  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  (p' (x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  M't  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  N*  annehmen,  mit- 
hin ist  innerhalb  jenes  Intervalles 

9'  (x)  —  M'  negativ,         y'  (x)  —  N'  positiv. 

Andererseits  lässt  sich  9/'  (x)  —  M'  als  Differentialquotient  von 

u  =  q>(x)  —  q>(a)  —  (x  —  ajM' 
betrachten,  ebenso  (f' (x)  —  JV'  als  Differentialquotient  von 
V  =  q)(x)  —  <p(a)  —  (x  —  ä)  N',         • 
und  nun  folgt  aus  dem  in  Abschn.  I.  bewiesenen  Satze,  dass  u  eine 
abnehmende,  dagegen  v  eine  zunehmende  Function  ist.     Für  x  =  a 
verschwinden  diese  Functionen ;  demnach  fängt  u  seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  w  ==  0  an  und  muss  folglich  immer  negativ  sein;  v  be- 
ginnt sein  Wachsthum  mit  t;  =  0  und  ist  daher  positiv.    Dies  gilt 
von  X  =  a  his  X  =  hf  mithin  ist  auch 

<p(V)  —  <p(a)  —  (h  —  a)M'  negativ, 
<p(b)  —  (p(a)  —  (b  —  d)N^  positiv. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

«;  =r  9?  (6)  —  (p(d)  —  (p  —  a)  (p*{x) 
die  Variabele  x  das  Intervall  aj  =  a  bis  a;  =  5  durchlaufen,  so  er- 
reicht ^'(a;)  einmal  den  Werth  M\  ein  anderes  Mal   den  Werth  N*  \ 
im  ersten  Falle  wird  w  negativ,  im  zweiten  positiv.     Dieser  lieber- 
gang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  P^unc- 
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tibn  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  w  =  0  möglich; 
zwischen  a  und  h  muss  es  daher  wenigstens  einen  speciellen  Werth 
aj  =  I  geben,  für  welchen  w  =  0  oder 

9(6)  ~  9(a)  =  (5- a)9'(ö 
wird.      Dass  a  <<  f  <  5  ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  S  = 
a  -f-  d'Q)  —  a)  ausdrücken,  wenn  man  unter  d'  einen  nicht  näher  be- 
kannten positiven  ächten  Bruch  versteht;  die  vorige  Gleichung  lautet 
dann* 

2)  99  (6)  —  9)(a)  =  (6  —  a)  (p'(a  -f  O«  [b  —  a]),  0  <^  <h 
oder  auch,  wenn  h  =  a  -\-  h  gesetzt  wird, 

3)  q){a  +  Ä)  =  g>(a)  +  h(p'ia  +  d-h),  0  <  0-  <  1, 
wobei  jede  der  Functionen  9?  (x)  und  9'  (x)  endlich  und  stetig  blei- 
ben muss  von  x  ^=  a  hia  x  =  K 

Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wir 
einen  zweiten  Beweis  derselben  mitth^ilen,  welcher  noch  einfacher  ist 
und  die  Kenntniss  des  in  Abschn.  I.  entwickelten  Theoremes  nicht 
voraussetzt.  Denken  wir  uns  die  Differenz  b  —  a  in  n  gleiche  Theile 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  d,  so  ist 

d  = ,        h  —  a  =  nS,       J)z=a-{-nd 

n 

und  identisch 

g>(b)  ~  y(a)     _       y(b)  —  q){a) 

b  —  a  nö 

1  [%(a  +  6)  —  y(a)        <p(a  +  ^^)  --  yC«  '+  S)  , 

=  TL d + d  +  •  •  • 

q){a  -\-  nd)  —  q>{a  -}-  n  —  1  d) 

+ jj ^ ^j 

In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient  — ^-7 ist  dasarith- 

0  —  a 

metische  Mittel  aus  den  n  Werthen ,  welche  der  Differenzenquotient 
fp(x  +  g)  -"•  y(a?) 
""  "« 

annimmt,  wenn  der  Reihe  nach 

X  =  a,     a  +  *,    a  +  2S,  .  .  ,  .    a  -{-  (n  --  l)d 
gesetzt  wird,  oder,  wenn  x  das  Intervall  a  bis  5  —  Ä  in  Absätzen 
von  d  zu  d  durchläuft.     Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zah- 
len liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben;  be- 
zeichnen wir  daher  mit  M  den  grössten   und  mit  N  den  kleinsten 
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Werth ,  welchen  der  genannte  Differenzenquotient  erreicht,  wenn  x 
sich  auf  die  vorgeschriebene  Weise  ändert,  so  ist 

0  —  a 

Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  d  gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  X  stetig  das  Intervall  a  bis  &;  der  Differenzenquo- 
tient  wird  zum  DiiFerentialquotienten,  M  geht  über  in  M\  N  in  N*, 
und  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt  ^ 

M' >  ^pMsiliM  :>  N*. 

0  —  a 
Dies  ist  einerlei  mit  Dem,   was  unter  Nro.  1)  gefunden   wurde; 
die  übrige  Schlussweise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werden,  je  nachdem  man  q>  (x)  als  die  zur  Abscisse  x  ge- 
hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
X  stehende  Fläche  einer  anderen  Curve,  oder  als  Volumen  betrachtet. 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 

p-     y^  In  Fig.  7  sei  die  ebene  Curve 

CPD  durch  die  Gleichung  y=qp(ir) 
'  bestimmt,  OÄ  =  a,  OJ?  =^  &, 
AB  =  5  —  a  =  Ä,  ÄG  =  (p(a\ 
BD  —  (p(b)  =  (p(a  4-  Abend- 
lich CE  parallel  und  gleich  AB] 
man  hat  dann  einerseits  DE=BI) 
—  AG  =  qp  (5)  —  9  (a),  ande- 
— ^  rerseits  DE  =  CE  -  tan  D  GE, 
mithin 

g)(a  +  Ä)  —  9(a)  =  Ä  tanD  GE. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  G  bis  D  ununter- 
brochen verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bögen  GD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfalls  eine  zur  Sehne  GD  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rührungspunkt P  zwischen  G  und  D  liegt;  es  ist  dsrnn,  Z.  DGE 
=  Z,FTM=T  und 

(p(a  -\-  h)  —  (p(a)  =  h  tant. 
Für  0M>=  I  ist  weiter  tant  =  ^'(D  =  (p'(a  +  A3f),  und 
Aa,  AM  einen  Bruchtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AM  =  d'h 
gesetzt  werden.  Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch,  dass  es  im  AUge- 
meioen  zu  jeder  Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt. 
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Nicht  überflüssig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  überzeugen, 


Fig.  8. 


welche  dieser'Satz  erleidet,  wenn  entweder 
(p(x)  oder  (p'.(^)  oder  beide  Functionen 
discontinuirlich  werden.  So  erkennt  man 
augenblicklich  aus  Fig.  8j  dass  der  Satz 
nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Curve  von  C  bis  D  durch  imaginäre 
Ordinaten  unterbrochen  ist.  Setzen  wir 
ferner  voraus,  dass  (p(x)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zwischen  x  =  a  und  x  =  h,  dagegen  qj'  (x)  conti- 
nuirlich  sei,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhängenden 
Bögen  C  H  und  KB^  wobei  die  Tangenten  in  H  und  K  parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  auch  hier  giebt  es  keine  zu  CB  parallele  Tangente,  de- 
ren Berührungspunkt  zwischen  G  und  2)  fallt.  Im  dritten  Falle,  wenn 
nämlich  q>(x)  continuirlich,  aber  (p'{x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curve  keine  Unterbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihre 
Lage  sprungweise  zwischen  CundD  (Fig.  10),  d.h.  sie  geht  in  einem 
Fig.  9.  Fig.  10. 


0       A 


Punkte  G  plötzlich  von  G  H  nach  G  K  über,  wodurch  die  Curve  eine 
Spitze  erhält.  Wiederum  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
zu  CD  zwischen  G  H  und  G  K,  etwa  nach  GJ,  fallen  kann  und  dann 
keine  Lage  der  Tangente  darstellt.  Sind  endlich  (p(x)  und  (p\^} 
gleichzeitig  discontinuirlich,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Figur  wie 
Nro.  9),  nur  sind  in  diesem  Falle  die  Tangenten  in  H  und  K  nicht 
parallel;  die  Folgerung  bleibt  aber  dieselbe. 

Behufs  einer  zweiten  geometrischen  Deutung  denken  wir  uns 
(p(x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer  Curve;  die 
Gleichung  der  letzteren  ist  dann  y  =  (p' (x),  und  die  Formel  2)  ent- 
hält nun  den  unmittelbar  klaren  Satz,  dass  die  über  der  Strecke  A  B 
stehende  Fläche  als  ein  Bechteck  angesehen  werden  kann,  welches 
A  B  zur  Basis  und  eine  mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat.  Aehnlich 
gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  (p{x)  als  ein  Volumen  be- 
trachtet wird. 
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Trotz  ihrer  Einfachheit  ist  die  Formel  2)  doch '  eine  sehr  wich- 
tige, die  viele  Anwendungen  ^gestattet.   Hier  nur  eine  derselben.   Für 

Tqq  ß 

(p  (x)  =  log  X  wird  (p'  (x)  =  — ^ ,  mithin 

log(a  -\-  h)  —  loga  =  h ~ 


a  +  d'h' 

setzt  man  an  die  Stelle  des  ächten  Bruches  %•  das  eine  Mal  die  Ein- 
heit, das  andere  Mal  die  Null,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Unglei- 
chungen 

hloge 


4)  log  (a  +  Ä)  >  log  a  + 

5)  log(a  4-  Ä)  <  loga  -|- 


a  +  h' 
hloge 


a 

Bei  grossen  a  und  kleinen  h  können  diese  Formeln  zui'  Berech- 
nung von  log(a  -f-  h)  dienen,  wenn  loga  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  eine  bis  zur  Zahl  100000  gehende  Tafel  der  Brigg'schen  Loga- 
rithmen erweitem  und  etwa  Zo^  100003  berechnen,  so  hätte  man  nach 
dem  Obigen 


log  100003  >  5  + 
Zö^  100003  <  6  + 


3  ■  0,43429448 

100003 
3  .  0,43429448 

100000 


oder 

?ö^  100003  >  5,000013028,         Zo^f  100003  <  6,000013029; 
beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8  Decimalen  überein,   daher  ist,  mit 
Rücksicht  auf  die  neunte  Stelle 

%  100003  =  5,00001303 
zu  setzen,  wie  man  auch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet. 

III.  Durch  Verallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 

führten,  kann  man  npch  weiter  gehende  Hesultate  erreichen.     Sind 

z.B.  (p(x)j  (p'(x),  ^(a?)  und  il>' (x)  Functionen,  die  von  OJ  =  a  bis 

X  z=h  endlich  und  stetig  bleiben,  und   deren  letzte  innerhalb  des 

genannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  be- 

(p' (x) 
sitzt,  so  ändert  sich  der  Quotient    ,,)  i  continuirlich  von  a?=öbis 

ip'ix) 

X  =.h;  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  M\  sein 

kleinster  N'j  so  ist 

5^J  -  M'  negativ.         ^,  -  N'  positiv, 
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ferner  wegen  des  positiven  ^'  (x) 

(p'(x)  —  M'  i>\x)  negativ,         ^^  i^)  —  N' t' (^)  positiv. 
Der  erste  Ausdruck  kann  als  Differentialquotient  von 
w  =  9  (a;)  —  9  (a)  —  Jf  [V'  (x)  —  ^  (a)] 
angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 
v  =  (p(x)  —  g)(a)  —  N'  [ilf  (x)  —  -^  (a)], 
und  wie  in  Absch.  I.  überzeugt  man  sich  leicht,    dass  u  eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v  eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

^(p)  —  (p(a)  —  M'[ilf(b)  —  ^  (a)]  negativ, 
9?  (5)  —  9  (a)  —  N'  [ilf(h)—'t  («)]  positiv. 

Da  ferner  ^'  (x)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde ,  so  ist  ^  (x) 
eine  wachsende  Function,  ip  (p)  —  V'Cöt)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 

^     y(b)-y(«)      > 

1^  (&)  —  ^  (a) 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

y(b)-~y(a)    _'  ^ 

*  (b)  —  ^  (a)  •  ^'  (ir) 
X  das  Intervall  a  bis  l)  durchlaufen,  so  ändert  sich  der  Quotient  rech- 
ter Hand  stetig,  erreicht  einmal  den  Werth  M\  ein  ander  Mal  den 
Werth  N'  und  wird  demnach  einmal  grösser  und  einmal  kleiner 
als  der  links  stehende  Quotient;  es  giebt  daher  zwischen  a  und  b  we- 
nigstens einen  Werth  x  =  ^  oder  x  =  a  -{-  d'(h  —  a),  für  welchen 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  emtritt,  nämlich 

<p(b)  -  9(a)  _  <p'(a  +  »[b  -  g])       „  ^  ^  ^  , 

"^     ii>(b)-i>ia)-n>'(a  +  »[b-a]y    "  <:  «^  ^  *• 

oder  für  6  —  a  =  h, 

y(a  +  fe)- y(a)  _  q>'(a  +  ^h)       ^  ^  ^  ^  , 
^        ^(a  +  Ä)  —  t/;(a)~t/;'(a  +  d-h)'     ^  ^  "^  ^  ^' 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tung.    Wenn  wie  früher 

d  = ,  mithin  b  =  a  4-  n  d 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  femer  q)  (x)  und  ^  (x)  von  x  =  a  bis  a;  =  & 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  conti nuirlich  bleiben,  so  hat 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 
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y(5)  _  (p(a)  _ 

y  (fl  -{-(T)  —  y(a)  +  y(a4-2cf)  —  ip(a+d)  -^ [-  9?(a+  ncT)  —  ip{a  +  n—U) 

T/'(a+(r)-V'(a)+V^(a+2<r)  — V(o+if)+-+V'(«  +  «^)  — V<«+^=T^^)' 
wobei  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  n  Summanden  stehen ,  wenn 
jede  Differenz  als  ein  Summand  gerechnet  wird.  Hier  lässt  sich  der 
bekannte  Satz  anwenden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

Vi    +    V2    +    Vs    +'   "  +     Vn 

zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  einzelnen  Quotienten 
Fl  F2  Vs  ■  Vn 

liegt,  falls  Wi,  W2,  .  .  .  Wn  sämmtlich  positiv  sind*).  Die  letzte 
Bedingung  ist  hier  erfüllt,  wenn  ^(rr)  eine  wachsende  Function  von 
X  bedeutet,  und  unter  dieser  Voraussetzung  liegt  nun  Q  zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  der  Quotienten 

q>(a  -{-  S)  —  q)(a)  (p{a  +  2^)  —-  y(a"4-  8) 

!^(a  4-  ö)  —  ^(a)'        il>(a  +  26)  —  ^(a  +  d)* 
d.  h.  Q  bildet   eine  Mittelgrösse  zwischen   den  n  Werthen ,    welche 
der  Quotient 

y(^  4-  6)  —  (p(x) 

q)(x  +  S)  —  <p(x)    - Ö 

^(o:  +-  d)  —  il^(x)    ~   if(x  +  ö)  —  t  (x) 

ö 

annimmt,    sobald   rc  die  n  Werthe  a,    a  +  ö,   a  +  2Ä,* 

a  -f  (w  —  l)d  erhält.     Bei  unendlich  wachsenden  n  wird 
(p(x  +  g)  —  q)ix) 


U.  8.  W. 


Lim 


^{x  +  S)  -.n^jx)     .  ti>'(x) 


*)    Der  grösste  der  genannten  Quotienten  sei  M,  der  kleinste  N; 
man  hat  dann 

und  durch  Multiphcation  mit  den  positiven  Factoren  TFi,  TFi,..     TT« 
Jlf  TTi  >  Fj  >  JV  Fi ,        Jlf  TFa  >  Fa  >  N  W^  u.  s.  w. 
Indem  man  diese  Ungleichungen  addirt  und  nachher  mit  Wi  -\-  W^ 
•f  •  •  •  -j-  Wn    dividirt,  erhält  man 

^>  ^4^^^T^^  >  ^.  w.  ..  b.  w. 
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and  es  ist  nun  Q  eine  Mittelgrosse  zwischen  den  unendlich  vielen 

Werthen,  welche    ,,\  i  annimmt,  sobald  x  das  Intervall  a  bisft  ste- 

tig  dorchläofL  Darans  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Werthe, 
etwa  der  für  x  =  ^  =  a  -\-  ^(h  —  a)  eintretende,  dem  Quotien- 
ten Q  gleichkommen  muss,  wofern  sich  .,\  {  continuirlich  ändert  von 
x  =  a  bis  a?=&.  Uebrigens  kann  hierbei  ^(a)oder  ^'(&)  verschwin- 
den, denn  es  wird  dadurch  die  Gontinuitat  von     ,;  i    innerhalb   des 

Intervalles  a  bis  h  nicht  gestört. 

Den  für  ilf  (x)  und  ^'  (x)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z.  B. 
die  Function 

tl;(x)  =  bP  —  (h  —  x)P,  ^(x)=p(b--x)P-\ 

bei  welcher  in  der  That 

(p'(x)  _  q>'(x) 

tl/{x)        p(h^x)P-^ 
continuirlich  bleibt,  so  lange  x  die  Stelle  x  =  h  nicht  überschreitet, 
und  (p'(x)  continuirlich  ist;  man  erhält  in  diesem  Falle  aus  Nro.  6) 

8)     ip(b)  -  y(«)=y(/_~»"p-i  v'(«  +  »P»  - «]). 

Für  den  speciellen  Werth  p  =z  l  geht  diese  Gleichung  in  die 
früher  unter  Nro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


§.9. 
Differentiation  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

I.     Wenn  js  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen 
X  und  y  betrachtet  und 
1)  e=f{x,y) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  unterschei- 
den; es  kann  nämlich  entweder  x  allein  geändert  werden,  während  y 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  y  bei  constanten  x  sich  ändern,  oder 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x  und  y  gleichzeitige  Aenderungen  er- 
leiden. Begreiflicherweise  ändert  sich  z  in  jedem  Falle,  da  aber  diese 
Aenderungen  verschieden  sein  können,  so  bedarf  es  einer  Unterschei- 
dung derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Aende- 
rung  von  z  nach  x,  die  zweite  die  partielle  Aenderung  nach  ^,  und 
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die  letzte  die  totale  Aenderung  des  e  (nach  x  und  y).     Diese  drei 

Aenderungen  kann  man 
^^*  ^^'  sich  leicht  veranschauli- , 

chen,  wenn  man  die  Glei- 
chung 1)  als  Gleichung 
einer  auf  rechtwinklige 
Ooordinaten  bezogenen 
Fläche  betrachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  GM 
=  x,MN=y,NP==z 
ist.  Lässt  man  hier  x 
allein  um  ^x  =  MMi 
wachsen,  so  rückte  nach 
JVi,  P  bewegt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  der  Ebene 
FNNi  und  erhält  die  neue 
Lage  Pi ;  der  Aenderung 
^  X  entspricht  daher  die 
partielle  Aenderung 

^g^^)  =  Pi  jöi  =f(x  +  ^x,  y)  —fix,  y). 
Wenn  zweitens  y  allein  um  ^y  =  NN^  zunimmt,  so  rückt  P 
parallel  zur  Ebene  yz  auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  P3,  und  es  ist 
die  zugehörige  partielle  Aenderung 

z^ief(y)  =  Pi  Q2  =f(x,  y  +  ^y)  —f{x,  y). 
Im  Fall  endlich  x  um  ^x,  und  gleichzeitig  y  wm  ^y  zunimmt, 
gelangt  N  nach  ^3,  P  nach  P3  und  es  entsteht  die  totale  Aenderung 
^^(*,  V)  =  -^3  Ö3  =/(aJ  +  ^x,  y  +  Jy)  —  f(x,  y). 
Was  nun  die  partiellen  Aenderungen  betrifft,  so  sind  dieselben 
sehr  leicht  zu  behandeln.     Der  Differenzenquotient 
"^^(ar)  _  f(x  +  ^x,  y)  —f{x,y) 
/Ix  ^x 

ist  nämlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y  eine  Gonstante,  und  es  be- 
darf daher  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  /ix  nur 
eines  Zeichens,  dass  x  hier  als  alleinige  Yariabele  angesehen  wurde. 
Für  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  für  den  partiell  nach  x  ge- 
nommenen Differentialquotienten,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 

dx    •  \dx)  '  ^x  ' 

von  denen   das  letzte  am  bequemsten  ist ;    den  Grenzwerth  rechter 

Schlömileh,  Analysit.  4 
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Hand,  d.  h.  die  partiell  nach  x  derivirte  Function,  bezeichnet  man  mit 
/^(rr,  y),  und  hat  nun 

oder 

2)  d:c^=fi(jß,y)'dx. 

Dem  entsprechend -ist  fär  das  zweite  partielle  DifiPerential 

3)  dp'!=f;(x,y).dy. 
So  erhält  man  z.  B.  aus 

y 

e  =  aräan  ^^^- 

X 

nach  den  gewöhnlichen  Regeln  die  beiden  partiellen  Differentiale 

Was  endlich  die  totale  Aenderung  betrifft,  die  man  schlechthin 
mit  z/j?  zu  bezeichnen  pflegt,  so  kann  man  dieselbe  in  folgender 
Form  darstellen 

4)  Js^^^"^  +  ^a?,y  +  ^y)'-f{x,y  +  ^y)^^ 
^  ^x 

.  /(a?,y  +  ^y)-f{x,y) 

+  -:ry  ^^' 

und  es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkommen- 
den Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  /dx  und  Jy  nä- 
hern. Beachtet  man,  dass  der  Zähler  des  ersten  Quotienten  ebenso 
gebildet  ist,  als  wenn  y  +  ^y  constant  und  nur  x  um  ^x  geändert 
wäre,  so  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  der  Formel  2) 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  fiära  =  a,^  =  ^a; 
f{x  +Jx,y  +  ^y)  =f((c,y+^yr+  JxfUx  +  &Jx,y  +  z/t/), 
mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 
6)  Ja=fi(x  +  d'^x.y  -\^  ^y)  .  ^x 

f(x,  y  ^  Jy)  -^  f(x,y)  ^ 

Bei  verschwindenden  ^x  und  ^y  wird  nun 

Lim/i(x  +  d'^x,  y  +  ^y)  =flc(x,  y\ 

mithin  aus  der  vorigen  Gleichung 

6)  de=fi(x,y)  .  dx  +fi(x,y)  .  dy 
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oder 
7) 


-  de,      ,     de  , 


Statt  der  Gleichung  6)  kann,  den  Formeln  2)  und  3)  zufolge, 
aach  geschrieben  werden 

8)  dz  =  dxfs  +■  3y^, 

und  es  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Differential  einer  Func- 
tion gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Differentiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Resultates  erhellt  aus  folgender 


Fig.  12. 


Zz 


Betrachtung.  Denkt  man  sich 
in  der  Gleichung  z  =  f(x,y) 
vorerst  y  als  constant,  so  hat 
man  die  Gleichung  der  Gurve 
PPi,  in  welcher  die  Fläche 
von   der  Ebene  PNNi  \\  xz 

geschnitten  wird,  daher  ist  ^^— 

ox 

die  Tangente  des  Winkels 
QxPTi  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  P  an  die  Gurve  PPi  ge- 
legte berührende  Gerade  mit 
der  o;- Achse  einschliesst.  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt, 


dass  —  die  trigonometrische   Tangente  des  Winkels   Q3PT2   dar^ 

stellt,  welchen  die  Tangente  am  Schnitte  PP2  mit  der  y -Achse  bil- 
det   Es  gelten  daher  die  Gleichungen 


«.T,=|£i>ft 


ifi,       ftT,  =  |^pe,. 


Durch  die  Tangenten  PT\  und  PT^  kann  man  eine  Ebene  le- 
gen, welche  von  P3  Q^  in  einem  Punkte  T^  geschnitten  wird;  das 
Viereck  P  Ty  Tz  T^  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  man  noch 
22{7{|PQi  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  T2  ü  Tz 
und  P  Ci  Ti,  mithin  Tg  17  =  Ti  Q^.     Dies  giebt 

Cs  Tz  =  TzU  +  UQz  =  Öl  Ti  +  ft  ^«• 

Je  kleiner  nun  P  Qi  und  P  Q^  genommen  werden,  um  so  näher 
rückt  Pj  an  Tj ,  P^  an  T2 ,  P3  an  T^ ,  um  so  genauer  gelten  daher 
auch  die  Beziehungen 

•4* 
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diese  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  2),  3)  und  8),  weil  ein  ge- 
gen die  Null  convergirendes  FQi  mit  dx,  ebenso  P  Q2  mit  (?y  be- 
zeichnet werden  muss  und  Qi  Pj ,  Qo  P« ,  ^3  P3  die  entsprechenden 
Zunahmen  8^£r,  dyZ^dz  darstellen.  Mit  einem  Worte:  je  näher  die  ^ 
Punkte  Pj,  P2,  P3  dem  Punkte  P  liegen,  um  so  eher  ist  es  erlaubt, 
Pi  und  P2  als  Punkte  der  Tangenten  PTi,  FT2,  und  P3  als  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  2i  P  T-i  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Cap.  III.  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berührt. 

IL     Bei  Functionen  jnehrerer  Variabelen  gestaltet  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich     Aus 

u  =  F(x,y,z) 
erhält  man  für  die  totale  Differenz   • 

^u  =  F(x  +  ^x,  y  +  Jy,  z  +  /l z)  —  F(x,y,  z), 
wofür  geschrieben  werden  kann 

^^t—  ^(^  +  ^a?,  y  4-  ^y,  z+Jz)  —  Fjxyy  +  ^y,z  +  ^z)  ^  ^ 

^x 
,    F{x,y  +  ^y,z  +  ^z)  —  F{x,y,z  +  -^^)^y 

/1y 
,    H^^y^^  +  ^e)  —  F(x,y,z)^^ 

Jz 
Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8  wird  hieraus,  wenn  '9' 
und  ri  positive  ächte  Brüche  bezeichnen, 

^u  =  Fi(x  +  d'Jxr  y.+  ^y,  z  -f  ^z) .  ^x 
+  Fl,{x,  y  +  riJy,  z  +  ^z)  .  ^y 
,    F  (a?,  y,  ^  +  ^z)  —  F(x,  y,  z)^^ 
Az 
und  durch  üebergang  zur  Grenze 

9)  du  =  Fi(x,y,z)  .  dx  +  Fi(x,y,z)  .  dy  +  Fi(x,y,z)  .  de 

oder 

8u  ^iA  du 

10)  d„  =  _da,-+  ^dy  +  ^dz 

=  dgU  +  dyU  +  dgU. 
Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Yariabele  aus- 
zudehnen und  führen  zu  dem  allgemeinen  Theoreme:   Das  tdtale 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Variabelen  ist 
die  Summe  der  partiellen  Differentiale  jener  Function. 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Differentiation  unentwickelter  Functionen.  58 

§.  10. 
DifTerentiation  unentwickelter  Functionen. 

L  Besteht  zwischen  zwei  Variabelen  x  und  y  eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

1)  ,  f(x,y)  =  o 

bringen  kann,  so  sind  nicht  beide  Variabele  willkührlich ;  denn  durch 
Auflösung  der  Gleichung  nach  y  würde  man  ein  Resultat  von  der 
Form  '^ 

y=(p(x) 
erhalten,  wo  nun  y  von  x  abhängig  ist.     Lässt  sich  diese  Reduc- 
tion  ausfahren,  so  kann  auch 

nach  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden ;  dies  geht  jedoch  nicht 
mehr,  wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  y  eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  X  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgende  Weise. 

Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  für  alle  x 
and  die  zugehörigen  y  bestehen  soQ, 

2)  f(x  +  ^x,y  +  ^y)  =  Oi 

Die  DifiPerenz  der  Gleichungen  2)  und  1),  dividirt  durch  ^  x, 
liefert  weiter 

f(x  +  Jx,y  +  ^y)  —f{x,y)  ^  ^^ 
dx 

Auf  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
men, die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 
f{x-]rJx,y-\rJy)'-f(x,y-\-Jy)  ,  fix,y  +  ^y)'-f(x,y)   dy  ^  ^ 

Ax  Jy  ^x 

and  hier  gelten  fast  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 
beim  Grenzübergange 

3)  /;(a;,y)+/;(a!.y)g  =  0. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Parapraphen  jer  =  0  setzt  und  die  entstehende 
Gleichung  durch  da?  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  für  die  ünter- 
Buchongen  des  §.  9  vollkommen  gleichgültig,  ob  man  x^y^  »  etc.  als 
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willkührlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet    Aus  Nro.  3) 


toJgt 
4) 

nun 

dy  _ 

dx  ~ 

y) 
y) 

oder, 

wie 

man 

häufig 

kürzer  schreibt, 

5). 

dx 

8/ 
dx 
df 
dy 

m     • 

Die  hiermit  für-r^  =  w'(x)  gewonnene   Formel  enthält    zwar 
dx 

noch  y^  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen  Werth 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speciellen  Zahlwerth  be- 
kommt; dann  wird  nämlich  die  Gleichung /(a? ,  y)  =  0  zu  einer  nu- 
merischen Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  i/,  und  jede  solche 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 

Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

/(flj,  y)  =  y^x^  —  2y^x^  +  3y  —  6a;  =  0, 
die  in  Beziehung  auf  y  nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 

Upyl=.Sißx'-ip*x-ß 

ox 
Upyl^6y*^,-8y»x^+3 

und  mithin  ist 

il  —  „.f(^\  ^  «_  3y»a;«  —  4y^a?  —  6 
dx  —  "PW—         5^4^.8  _  Sy^x^  +  S  * 

Für  a;  =  1  z«  B.  geht   die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

y5—  2y*  +  3y  —  6  =  0, 
deren  einzige  reelle  Wurzel  y  "=  2  ist;   dem  Werthe  o;  =  1  ent- 
spricht also  9>  (1)  =  2  und 

, 3  .  2>  —  4  .  2*  — .  6  _  _     26 

^^^^—        5  .  2*  —  8  .  2«  +  3  ~  19    ' 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
X  die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  (p(x)  und  9' (a;).  aufsuchen  können^ 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 
4y«  —  3y  -f-  sinx  =  0. 
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Hier  ist 

mithm 

äff    C08X  ^ 

dx    ~  3(1  —  4y«)* 
Der  vorliegende  Fall   gestattet  eine  Probe.     Die  Wurzel  der 
obigen   Gleichung  ist  nämlicb  y  =z  sin  IXy  wie    man  mittelst   der 
goniometriscben  Formel: 

4:8in^Ä  —  SsinA  +  sinSÄ  =  0 
leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

cosx d(sinlx) 

3(1  —  4tain^lx)  ~       dx 
sein,  mid  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 

cosSÄ  =  C08Ä  (1  —  isin^Ä) 
foT  A  =  l  X  anwendet  und    andererseits  sin  Ix    auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 

IL  Bei  Functionen  von  drei  und  mehr  Yariabelen  gestaltet  sich  die 
Sache  ganz  ähnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Yariabelen  x, 
y,  e  die  Bedingungsgleichung 

6)  F(x  ,y,  0)  =  0     oder  kürzer  F  =  0, 

80  würde  durch  Reduction  auf  0  ein  Resultat  von  der  Form 

7)  e  =  ilj(x,y) 

zum  Vorschein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

d0  d0 

partiellen  Differentialquotienten  -^  und  -^   direct    zu    entwickeln. 

Ohne  jene  Eeduction  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 
maassen  verfahren.  Nach  Nro.  9)  des  vorigen  Paragraphen  ist  für 
tt=0 

0  =  Fi  .  dx  +  Fl .  dy  +  Fi  .  da 
oder 

.        8F ,      ,    dF.      ,    dF. 

Tol  ferner  0  toh  x  nnd  y  abkängt,  so  hat  man  auch  nach  Nro.  7) 

in  §.9 

,  dg    ,       ,     dg  . 

dg=^dx  +  :^di,, 

mithin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Oleichung  substituirt  und 
mit  dx  dividirt  wird. 
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Da  X  und  y  von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  auch  dp 

dy 
nicht  von  dx  a,h,  folglich  ist  -j-  ein  Quotient,    dessen   Zähler  und 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 
sind,  und  der  ebendesshalb  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann;  in 
der  That  würde  es  frei  stehen,  dy  =  qdx  zm  setzen,  wo  q  irgend 
eine  willkührliche  Grösse  bezeichnet.  Unter  diesen  Umständen  ist 
die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jeder 
Parenthese  für  sich  =  0  ist;  dies  giebt 

dF  dF 

^^  dx  ~         dF  '  dy  ^         dF' 

d/s  dz 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  viel  kürzer  durch  fol- 

gende   Ueberlegung.     Wenn  ■^—  gesucht  wird,  so  gilt  y  als  Constante 

öx 

und   daher  kann  für  diesen  Zweck  die  Gleichung  J^  =  0  so  ange- 
sehen werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Variabele  x  und 
die  abhängige  Yariabele  Z\  es  ist  folglich 
dF^       ,    dF^ 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formeln  in  Nro.  8).  Die  zweite 

Formel  findet  sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  dass  bei  der  £nt- 

d» 
Wickelung  von  -^  keine  Bücksicht  auf  x  zu  nehmen  ist. 
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§.11. 
Grundbegriffe  und  Bezeichnungen. 

Da  im  AUgemeinoD  der  Differentialquotient  einer  Function 

wiederum  eine  Function  von  x  ist,  so  kann  die  Operation  des  Diffe- 
renzirens  auch  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entsteht  der  Dififerentialquotient  des  Differentialquotienten,  der  sogen, 
zweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
gelangt  nian-zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienten.  So 
erhält  man  z.  ß.  von  IxyxejiB  ersten  Differentialquotienten: 

.      10  =  ,i  =  i^ 


dx 
zweiten : 

d(xh 


Ix-l 


dx     -'-^     '-2Yx' 
als  dritten : 

llifZ!)  _  _  1^-1 L_ 

dx        -       '*    *-       4«V7"-'^'- 
Wie  man  sieht,   hat   eine  solche  successive  Entwickelung  der 
Differentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit, und  es  bedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  über  die  rich- 
tige Bezeichnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  defivirte  Func- 
tion von/(a;)  mitf'(x)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  fOr  die 
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weiteren  Differentialquotienten  oder  derivirten  Functionen  Yonf(x) 
die  Symbole  /"  (a;),  /"'  (x)  etc.  2u  benutzen ;  hiemach  ist 

überhaupt  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

«  ^^=9^ =/'■>(* 

wobei /(^>  (a;)  für/(ir)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  Beziehung  auf  y 
gebraucht;  man  setzt  dann 

ax  ax  ax 

mithin  ist 

das  symbolisch  ausgedrückte  Besultat  einer  n  maligen  Differentiation 
der  Gleichung  1). 

Nicht  selten  bezeichnet  man  einen  Differentialquotienten  durch 
ein  vorgesetztes  D  z.  B. 

D(x^)  =  3a?^  Dsinx  =  cosx-, 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y  müssen  dann  folgender- 
maassen  geschrieben  werden: 

Dy  ,  DDy  ,  DDDy  u.  s.  w. 
Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  D  weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholungsindices  eingeführt 
und  schreibt 

-Z>y,   D^y,   D^y  u.  s,  w., 
also  allgemein 

D^y  =  D'^fix). 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung ,  dass  hier  n  keinen  Po- 
tenzexponenten von  2>,  sondern  nur  die  n  malige  Anwpndung  der 
Operation  2)  (der  Differentiation)  bedeuten  soll. 

Die  zwar  umständlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  er- 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende 
Bubstituiri     So  ist  zuvörderst 


y" 


<S) 


dx 

doch  lässt  sich  dies  noch  abkürzen.    Unter  der  Voraussetzung  näm- 
lich, dass  X  die  unabhängige  Variabele  ist,  bedeutet  dx  einen  gegen 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Cap.  n.  §.  11.  Grundbegriffe  und  Bezeichnungen.  59 
die  Null  convergirenden ,  im  Uebrigen  aber  willkührlichen  Zuwaclifi 
des  a;,  öen  man  z.  B.  dadurch   bilden  kann,   dass  man  z/a;  =  — 

CO 

setzt  mid   a>  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchlaufen  lässt 

Ebendesswegen  ist  dx  nicht  von  x  abhängig,  sondern  constant  in 

Beziehung  auf  x,  wie  es  sich  sonst  auch  ändern  möge.     Dagegen  ist 

dy  kein  willkührlicher  Zuwachs    des  y,    sondern    von  x  abhängig 

dy 
[dy=f'(x)  .  dx]j   mithin  besitzt  der  Bruch  —  einen   variabelen 

Zähler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  constanten  Nenner  und  folglich 
ist  nun 


*'/ 


y"  = 


ddy 


dx  .  dx 

Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkürzung  den  Wiederholungsindex, 
im  Nenner  ist  dx  .  dx  das  Quadrat  von  dx,  wofür  man  (dxy  oder 
kürzer  dx^  zu  schreiben  pflegt;  demnach  hat  man 

^  dx^ 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 


<s) 


,,,  ^      .^^.  ^     dd'^y     ^  ^  ^  g  ^ 
^  dx  dx  .  dx'^        dx^    '    ' 

Für  den  wten  Differentialquotienten  von  y  =/(aj)  gelten  also 
folgende  Bezeichnungen 

dx»  ^  ^ 

wovon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  dem  Vorigen  gilt  der  nie  Differentialquotient  immer  als  das 
Besultat  von  n  nach  einander  ausgeführten  Differentiationen,  und  dem 
entsprechend  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 

als 

f(n'-l)(xJL^x)—f<''-^Ux) 

D*y:=±D(D^-^y)oderß»Kx)=I4m'^ ^"^^     .^     /- W. 

4U  X 

man  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f^*^(x)  mit  der 
ursprünglichen  Function  f(x)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera- 
tionen mit  f(x)  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  man  daraus 
sofort /(**)(ir)  herleiten  will,  ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
/'(«)  ./"(^)  »  •  •  -/^""^H^)  zu   berechnen.      Da/'(a;)  der  Grenz- 
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werih  des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  läset  sich  vermuthen, 
dass  f^^^ix)  der  Grenzwerth  des  nten  Differenzenquotienten  sein 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen. 

Bezeichnen  wir  ^x  kurz  mit  Ä,   so  ist  der  erste  Differenzen- 
quotient von  f(x) 

^f(x)_  f(x  +  h)^f(x)^ 

daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wir 
rechter  Hand  x  um  h  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Aus- 
drucke den  ungeänderten  Bruch  abziehen  und  den  Rest  durch  ^x 
=  h  dividiren ;  es  ist  also 

j  ^f{x)        fix  +  2h)  ^f{x  +  h)         fix  +  h)  -fix) 

^x h h 

Tx       ~  h 

oder  kürzer 

^V(g)  _  fix  Ar  2h)-  2 fix  +  ;»)  +  f(x) 

Durch'  die  nämlichen  Operationen  gelangt  man  zu  dem  dritten 
Di£Perenz6nqaotienten 

J'fix)  _fix  +  3h)-3fix+2h)-\-3fix-{-h)-fix) 
''^  ^x»     ~  ^~h»  ' 

und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht,  bemerkt  man  leicht,  dass 
der  rate  Differenzenqootient  anter  folgender  Form  enthalten  ist 

^'fix)      ' 


7) 


z/iC" 


_/(a?+n;i)  — C/(a?+n--U)  +  a,/(a;+tf  2;i) +/(x) 

—  J^  ' 

worin  Ci ,  C3 ,  Gz  etc.  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten.  Diese 
hängen  zwar  von  w,  nicht  aber  von  der  speciellen  Natur  der  Func- 
tion/(o;)  ab,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  ma,n  fix)  so 
wählt,  dass  der  nte  Differenzenquotient  Yon  fix)  unmittelbar,  d.  h. 
ohne  Anwendung  der  Formel  7)  entwickelt  werden  kann«  Die  pas- 
ßendst^  Wahl  dieser  Art  ist/(aj)  =  a*;  man  hat  dann 
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^a*  a*—  1 

.  z=z  a' 

a^  —  l         ,a»— 1 
d^a'  ^  °  h  "        h 

dx^  h 


mithin  aus  Formel?)  nachdem  man  jJx^  gegen  Ä",  und  beiderseits 
a*  gestrichen  hat, 

(a*  —  1)«  =  a«*  —  (i  a<«  -  D»  +  C^  a^»  -  2)* ±  1. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Coefficienten  Oi,  Cg,  C3  etc. 
mit  den  Binomialcoefficienten  (n)i,  (n)^^  {n)s  etc.  identisch  sind;  die 
allgemeine  Formel  7)  lautet  daher 

_  /(a;  +  nh)  —  (n)i  /(a?  +  n"^^^^)  +  (^)g  /(x+lir^  h) 

Um  nun  zu  entscheiden,  welchen  Grenzen  sich  die  in  5),  6)  und 
8)  verzeichneten  Ausdrücke  nähern,  falls  dx  =  h  gegen  die  Null 
convergirt,  setzen  wir  für  den  Augenblick 
f{x-{-h)-f{x) 


^  =tp(x) 


und  erhalten 


^VCa')  _  y(a!-|-  h)  -  ip(p)  _ 

-^^?-  -  1 =  9»  (*)  +  P. 

WO  Q  gleichzeitig  mit  h  die  Null  zur  Grenze  hat.     Aus  der  vorher^ 
gehenden  Gleichung  ergiebt  sich 

f'(^  +  h)-/'(x) 


<p'(^)=  ^ 


mithin  ist  nun 


Jx^     ~  h  '^  ^  ~     Jx      ^ 

und  durch  Uebergang  zxa  Grenze 


^a?2  dx 

Setzen  wir  femer 

f(x  +  2h)  -  2f(x  +  h)  +f(x) 
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so  haben  wir 

_f'(x  +  2h)-2f'(x  +  h)+f'(x) 

—  ;,2  -T-  f 

durch  Uebergang  zur  Grenze  wird  hieraus,  wenn  man  von  der  Glei- 
chung 9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  doss  man  /'  für  /  schreibt, 

Jx^  dx  «^     V  ^ 

Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsse  ist  leicht  zu  übersehen 
und  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

11)  Lim^^^=f<-''\x\ 

womit  die  aufgestellte  Yermuthung  ihre  Bestätigung  findet. 

Auch  in  diesen  successiven  Differentiationen  kann,  wenigstens 
bis  zu  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Denken 
wir  uns  z.  B.f(x)  als  die  über  der  Abscisse  a?*  stehende  Fläche  einer 
ebenen  Curve,  so  ist  f'(x)  die  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate, 
und  /"(flj)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungswinkels. Hiernach  lässt  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispiel 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  für 
.eine  Parabel,  deren  Parameter  =  1  ist. 


§.  12. 
Höhere  Differentialquotienten  der  einfachsten  Functionen. 

L     Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  gelten* 
den  Differontiationsregel  findet  man  sehr  leicht 

D  (xf")  =  fi  xf-\ 
D^ic")  =  ft  (ft  —  l)xf'-\ 
DHxf')  =  ii  (j^  ^  1)  (^  -  2)  o;^-», 
und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  - 
1)         D«(«^  =  (tO*-l)  Ot-2)...Öi-[n-l])«M-". 
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Auf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation  der  allgemeineren 
Potenz  (a  -f-  &a;)^  ausgefOhrt  werden;  das  Resnltat  lautet 
2)  D«(a  +  6ir)A*=^(^^l)öi—2)...(ft— [n— l])6»(a+M''~" 
Ist  ft  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  fite  Differentialquo- 
tient  constant,  mithin  haben  alle  folgenden  Differentialqaotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  Null. 

"  Für  ft  =  —  1  und  für  ft  =  —  )  ergeben  sich  aus  Nr.  2)  die 
häufig  vorkommenden  spedelleren  Formeln 

Va  +  hx  2«(a+-l>a:)*  Va  +  hx 

n.  Bezeichnet  M  den  Modulus  des  Systems,  worin  logx  ge- 
nommen wird,  so  hat  man 

JD  logx  =  — , 

X 

mithin  durch  beiderseitige  {n —  1)  malige  Differentiation 
D«  Ugx  ='JfD*~^  — . 

X 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienien  lässt  sich 
aus  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  a  =  0  ,  5  =  1  und  n  —  1  für  w 
setzt;  man  erhält 

5)  I>-%.=Jf<-^>''-'^-;---<"-^>. 

Auf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 

£Q.  Sehr  ein&ch  gestaltet  sich  die  successive  Differentiation 
der  Exponentialgrösse ;  es  ist  nämlich 

Da*  =  a*  U  ,  J)^a*  =  a*  (ta)^  ,  B^  a'  =  a'  (Xa)»,... 
daher  allgemein 

7)  D»  a*  =  a'  (la)\ 

Für  a  =  e^f  woraus  la  =  ß  folgt,  hat  man 

8)  D-  c/**  =  /J-  ö''* 

lY.  In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar 
verständliche  Gleichungen 
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D  sinx  =  4"  <^sx  =  sin  (5  ä  +  «), 
JD'^sinx  =  —  sinx  =  sin  (§  ä  -|-  ^)i 
D^sinx  =  —  cosx  =  sin  (§  Jt  +  x), 
D^sinx  =  -\-  sinx  =  sin  (|  «  +  x\ 
u.  s.  w. 
die  allgemeine  Formel  lantet  demgemäss 

9)  D*  sinx  =  sin  f ~  tc  -^  xj* 

y.  Für  den  Cosinos  gilt  eine  sehr  ähnliche  Rechnung,  aus  der 
man  findet 

10)  D*  cosx  =  cos  (~  7C  -]-  xh 

Weit  verwickelter  gestalten  sich  die  höheren  Differentialquotieu- 
ten von  secx,  tanx,  cscx,  cotx,  arcsinx  und  arctanx;  bevor  wir 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 

§.  13. 

Die  höheren  Differentialquotienten  Eusammengesetzter 
Functionen. 

L  Sind  u  und  v  Functionen  der  .unabhängigen  Yariabelen  x, 
femer  a  und  h  constante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 

D(au  +  lv)  =  a  Du  +  h  Dv; 
hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  differenzirt  wird, 
J)^(au  -\-  hv)  =  ä  D^w  +  h  D^v, 
Iß{au  +  hv)  =  a  D^u  +  hD^v, 
und  allgemein 
1)  i)«(aw  +  dt;)  =  aD^w -f  l>D*v. 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck sehr    leicht 

zu  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

1  --  x^~  ^h  —  x^  l  +  x) 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen  erhält 
man  nämlich 

-^"  r^  =  ^  •  ^  •  •  •  ~  !(nr^  +  (T^^l  • 
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IL     Die  Regel  für  die  Differentiation  eines  Productes  aus  zwei 
veränderlichen  Factoren  liefert,  mehrmals  nach  einander  angewendet, 
folgende  Gleichungen 
D  (uv)  =z  u  .  Dv  4"  ^w  •  ^ 
B^(uv)  =  u  .  D^v  +  2Du  .  Dv  +  D^u  .  v 
B^uv)  =  u  .  BH  4-3  2)«.  B'-v  +  'dD^u  .  Bv  +  B^u  .  v. 
Hieraus  ersieht  man,  dass  der  nte  Differentialqnotient  folgende  ' 
Gestalt  besitzen  muss 

+-4,_iD»-iw  .  Dt;  +  AnB^'u  .  v, 

worin  J.0 ,  -4i ,  Ulla ,  ...  J.»  gewisse  noch  unbekannte  Zahlencoeffi- 
cienten  bedeuten,  die  nicht  von  der  Natur  der  Functionen  «  und  v, 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  h. 
Ton  n  abhängen.  Wählt  man  demnach  u  und  v  im  speciellen  Falle 
so,  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlichem  Wege  ausfährbar  sind,  so  erhält  man  eine  Bedingungs- 
gleichung  für  jene  Coefficienten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be* 
sdmmung  von  J^ ,  ^i ,  .  .  .  An*     Wir  setzen  nämlich 

tt  =  e/**,    V  =  c^  mithin  uv  =  c^^  +/*)*, 
voraus  far  ganze  positive  |>,  q  und  n  folgt 

DPu  =  ßPe^'^^    D?«;  =  e*,     D'^Cwt;)  =  (1  +  /5)»c<^  +  ^>*; 
indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 
den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Factor  e^^e^  =  e^^"^"'^*  weg- 
lassen, gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(1  +  ^)- 

=  ilo   +   Aiß   +  A^ß^  +   ••••   +   An-lß^-y+  Anß-. 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  CoefQcienten  ^o,  Ai,  A^ 
etc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  sind; 
demzufolge  gilt  für  die  n- malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va- 
riabelen  Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 

3)  B'^iuv)  =  (n)oU  .  B'^v  +  (n)i  Bu  .  D«-if; 

4-  (n)2  2>«ii.D«-2t;  -f 

Man  kann  dafür  auch  schreiben 

4)  D*{uv)=  (n)o  t*<^>t;C«)  4.  (n)i  w't;(»  -  D  +  (n)^  w"t;<«"«>  + , 

wobei  u^^^  für  u  zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
binomischen  Satzes  und  man  könnte  daher  syinbolisch  schreiben, 

B^iuv)  =  (u  +  e;)(«>, 
nur  muBs  man  sich  in  diesem  Falle  erinnern,  -  dass  nach  geschehener 
Sehl&mllcb.  Analyslt.  5 
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binomischer  Entwickelung  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzexponent 
durch  einen  gleichhohen  Wiederholungsexponenten  zu  ersetzen  ist 

Beispielweis  sei  u  =  Ix,  v  =  — -;  die  Formel  3)  giebt  dann 

nach  gehöriger  Reduction 

-nnf^A     (- i)«i .  2  ...n  r_       /l   ^1    ,        ,  1\] 

§.  U. 
Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln« 

I.  Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  v,  so  ist  identisch 

1)  cosx  .  V  =:  1, 

mithin   durch   w- malige  Differentiation,  wobei    die  Formel  4)  für 
u  =  cosx  in  Anspruch  genommen  wird, 

(n)ocosx  .  !;(♦•>  —  (n)2C0SX  .  t7<»  —  2)  ^  (n\cosx  .  «;<«-*) 

—  (n)isinx,v^^~  ^>  +  {n)zsinx.v^^'^  ^^ —  (n)f,sinx  .  t;(»  —  5>  -[-  ... 

=  0; 
hieraus  folgt,  indem  man  v^^^  als  Unbekannte  ansieht, 

2)  t;(«)  =  [(w)i  vC»  -  1)  -~  (n)3 «;(«  -  »)  -f  (w)6 1;(«  -  «)  —  •  ^.]  towa? 

+   Wat^C»-«)  __  (,j)4t;(»-4)  ^  (w)6t;<«-«) 

Da  man  t7<^>  =  sßca?  undV  =  sec,aj  .  tewÄ?  kennt,  so  dient  diese 
Gleichung,  wenn  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4  etc.  genommen  wird, 
zur  successiven  Berechnung  von  t;",  v'"  etc.  Doch  würde  es  nicht 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgesetz  von  v^*^ 
zu  entdecken. 

II.  Dasselbe_,Ver£Ejiren  passt  auf  die  Tangente.  Aus  v  =  tanx 
folgt  nämlich 

3)  cosx  ,  V  :=:  sinx 
und  nach  der  obigen  Methode 

4)  e;(n)=£M!LfL±-^  +[(^)^^(n-l)_(^)3e;(n--8)^. ^taUX 

COS  X 

Die  Cosecante  und  die  Cotangente  liefern  ähnliche  Formeln,  de- 
ren Entwickelung  dem  Leser  überlassen  bleiben  möge. 

IIL     Setzt  man 
Ö)  17=:  arcHnXf 
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80  wird 


Vi  —  0?»'  V(l  —x^y 

statt  der  letzten  Gleichung  kann  man  schreiben 

(i^x^)  ir^  ^x      '^      =0, 
Vi  —  «* 

oder 

(1  —  Ä«)  IT'  —  rr  rr  =  0. 
Durch  n- malige  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 
(n)o(l  —  «2)  i7(«  +  2)  _  (n)i  2flJ  17<»  +  i>  —  (n).,  2  .  1  17^»> 


—  (n)oa?  m«  +  «  ---  (n)i  .  1  ?/(»>       J        ^' 
oder,  wenn  ü^*  +  ^^  a}8  Unbekannte  angesehen  wird, 

/  ~  1  —  a;^ 

Von  U'  und  17"  ausgehend,  erhält  man  jetzt  U''\  U^  etc., 
indem  man  der  Reihe  nach  n  =  1,  2,  3  etc.  setzt. 

Uebrigens  kann  man  irgend  einen  höheren  Differentialquotienten 
von  rr=  aresin  x  auch  direct  vollständig  entwickeln,  nur  ist  dann 
die  Formel  weniger  einfach.     Man  hat  nämlich 

D  armnx  =    .  ==  •,  >  .  -7==; 

Vi  —  a?2       V  1  +  «    Vi  —  X 

Hier  lässt  sich,  wenn  beiderseits  n-mal  differenzirt  wird,  rechter 
Hand  zuerst  die  Formel  4)  in  §.  13  anwenden  und  nachher  jeder 
Differentialquotient  von  u  oder  v  nach  Formel  4)  in  §.12  entwickeln. 
Nach  einigen,  von  selbst  sich  darbietenden  Reductionen  gelangt  man 
zn  folgender  Formel 

7)  D«  +  ^  arcsinx 

_  1.3.5...  (2n—l)(         l(n)i  l—x  1.3(n)a        /^^"^^V 

2«(i^a.)«yi— a.2 1        2n— 1 1+a?"^  (2w— l)(2n— 3)\l+ir/ 

1.3.5(n)3  /^^"^V  .        ( 

(2n— l)(2w  — 3)(2n— 5)\l+a?/  ( 

IV.    Setzen  wir  ^ 

8)  F==  orctoTJäc, 

so  ist  \ 

r  =  Y-p-^  oder  (1  +  x^)r=l; 

durch  n-malige  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 

6* 
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(w)o(l  +  aj2)  Y(n  +  1)  ^  (^)^  2x  V(^^  +  (n)2  2  .  1  F<«  -  ^>  =  0, 
oder 

^    ^  1  +  X'^' 

Für  w  =  1 ,  2,3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  Dif- 
ferentialquotienten  F",  F'"  u.  s.  w. 

Auch   hier   kann   F^"^  =  D^ardanx  noch  auf  andere  Weise 
direct  entwickelt  werden.     Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

X  =  tan  F,      - — ; — -  =  cos^  V 

1   +  «2 
folgt,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquotient  in  der  Form 

10)  DV=cos'^V 
darstellen;  der  Differentialquotient  hiervon  ist 

2)2 F  =  2cos  F  .  Dcos F  =  —  2  cos  Vsin  V  .  DV 
oder,  wenn  statt  DV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 
D^V=  —  2cos^VsinV=  —  co8^Vsin2V. 
Eine  fernere  Differentiation  giebt 

D3F=  —  2(cos^Vcos2V  —  cosV sinV sin2V)  DV 
=  —  2co8^V  (cosVcos2V  •—  sinVsin2V) 
=  —  2cos^Vcos'SV) 
differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

i)*F=  +  2  •  S(cos^V8in3V  +  cos^VsinV cosSV)  DV 
=  +  2  .  3  cos*  F  (cos  VsinS  V  +  sin  Vcos  3  F) 
=  -f  2  .  3cos^V8in4:V, 

D5F=  -f-  2  .  3  .  ^(co8^Vcos4:V  —  cos^VsinVsin4:V)DV 
=  +  2.3.  4:Cos^V(cosVco$4:V  —  sin  Vsin  4^  V) 
=  +  2.3.  4Lco$^  Vcos  6  V. 
Den  weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieht 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  D^^V=  (—ly  1.2.3...(2Ä;—  1)  cos«*  Fsm2Ä  F, 

12)  2)2  *+i  F  =  (—  1)*  1 . 2  . 3 (2  Ä)cos2*  +^Vcos  (2  ÄJ  +  1)  V. 

Beide  Formeln  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenziehen,  und 

man  vermeidet  damit  die  Unbequemlichkeit,  bei  der  Angabe  von 
2>"  F  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  n  unterscheiden 
zu  müssen.     Setzt  man  nämlich 

W=  arctan  -^— , 

X 
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80  ist  F  =  J  3r  —  TF,  mithin 

sin2JeV=^sin(kx  —  2kW)  =  (—  1)*  +  isin2ÄJ  TT, 

and  die  Formeln  11)  nnd  12)  werden  jetzt 

D^^V=  —1.2...  (2Ä— l)sm«*TFstn2Ä;W; 

2)2*  +  i7=  +1.2 (2k)  8in^^  +  ^W sin(2k  +  1)W, 

d.  L  überhaupt 

D« F  =  (—  1)» - 1 1  .  2  .  3  .  .  .  (w  —  1) sin" TFsinnTF. 

Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  F  und  W  wieder  ein,  indem 

man  berücksichtigt,  dass 

.    ^'  ^  1 

Sf n  TF  =  COS  F  =  ^, 

Vi  +x^ 
ist,  so  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

^o^T^n      ^  (—!)•- 1 1  .  2  ...  (n  —  1)     .    /         ^        1\ 

13)  D^arctanx=' ^ ^  stnin ardan  —  )• 

V(l  -f-  a?2)«  V  «y 

Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  DifFerentialquo- 
tienten  zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werden  wir  im  zweiten  Bande  mittheilen. 


§.  15. 

Successive  Differentiation  der  Functionen  mehrerer 
Variabelen. 

Die  wiederholte  Diflferentiation  einer  Function  mehrerer  unabhän- 
giger Variabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere  Yariabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
Variabelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
(§.  9)  in  zwei  Theile. 

L    Wird  eine  Function 
1)  e=f{x,y) 

zaent  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  und  der  entstandene  Differential- 
qnotient  partiell  nach  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differen- 
tialqaotient 

de  df(x,  y) 

dy  dy 
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welchen  man  kürzer  mit . 

dydx  dydx 

oder  auch  mit 

DyD^g  =  J)yl>^f(x,y) 

bezeichnet;  durch  die  Stellung  von  dy  und  dx  oder  von  Dy  und  D, 
giebt  man  gleichzeitig  die  Beihenfolge  der  Differentationen  zu  er- 
kennen, wobei  immer  von  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  ent- 
sprechend bedeutet 

J^y  =  ^-^  °'*«'  ^'^^*  =  -D.  A/(*.3/), 
dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  y,  und  das 
erhaltene  Resultat  partiell  nach  x  differenzirt  worden  ist,^ 

Bei  der  Ausrechnung  beliebig  gewählter  Specialfälle  bemerkt 
man,  dass  ByDx^  ==  J^xl^y  ^  ist;  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob 
diese  Gleichung  allgemein  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  gilt. 
Hierüber  lässt  sich  auf  folgende  Weise  entscheiden,  wobei  zur  Ab- 
kürzung sein  möge 


^^^^^'^>  =  9(.,.).       '•^=H^,y), 


2) 


dx      ~~  ^^""'  dy 


■=  9''(a;,y),        ^Tjf^=  t'ix.y). 


.  dydx        ^  "•  '""  dxdy 

Wir  betrachten  zuerst  den  Ausdruck 

f(x  +  Jx,y)  —  f(x,y) 

als  Function  von  y  allein  und  bilden  die  Differenz  desselben,  indem 
wir  y  +  Jy  an  die  Stelle  von  y  treten  lassen  und  den  geänderten 
Ausdruck  um  den  ungeänderten  Ausdruck  vermindern.      Auf  die  so 
entstehende  Differenz 
fix  +  Jx,y  +  ^y)  -f{x,y^Jy)  -  lf(x  +  ^ x,yy  - f(x,y)] 

ist  nun  die  Formel  2)  in  §.  8  anwendbar,   welcher  wir  für  diesen 
Zweck  die  folgende  Gestalt  geben 

F(if  +  dy)  —  Pdf)  =  dy  .  F'iy  +  Kdy),  0<x<lj 

wir  erhalten  hier,  wo  F(y)  =/(«  +  dx,y)  -^  f(x,y)  mithin 

i^C)  =  M^±^  _  ^J^  =  nx  +  dx,y)  -  n^,y) 
ZU  setzen  ist, 

f(x  +  ^^,2/  +  ^y)  —f{x,y  +  ^y)  —fix  +  Jx,y)  +  f{x,y) 
=  Jy\il){x  +  Jx,y  +  ^Jy)  —  '4>{pc,y  +  TiJy)]. 
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Der  auf  der"  rechten  Seite  in  Klammem  stehende  Ausdruck  ist  ganz 
ebenso  gebildet  wie  die  Di£ferenz  ^(aJ  +  jdx^h)  —  flf(xfi)  wenn 
man  sich  h  als  cpnstant  und  zwar  =  y  4~  ^^y  denkt.  Durch  An- 
wendung des  schon  vorhin  benutzten  Satzes  oder 

i}{x  +  Jx,h)  —  *(jr,6)  =  z/a?.^'(a?  +  XJx,h\  0<A<1, 
folgt  nun  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden 
gx    /(a?  +  ^x,y  +  ^y)  —  f(x,y  +  ^^y)  —  f(x  +  ^g,y)  +/(g,30 

Betrachtet  man  zweitens  den  Ausdruck 

f(x,y  +  dy)-'f{x,y) 

als  Function  von  o;  und  bildet  die  Differenz  desselben  in  Beziehung 
auf  x^  so  entsteht 

f[x  +  Jx,y  +  ^y)  -  fix  +  ^aj.y)  --  [/(a;,y  +  ^v)  -  /(aJ.y)]; 
hier  lässt  sich  der  Satz 

F{x  +  Jx)  —  F(x)  =  ^x,F(x  +  ii^x),  0<f*<l, 
anwenden  wenn  man  F(aj)  = /(x^y  +  -«^^y)  — fi^^y)  mithin 
n.)  =  ätfclLi^)  _  5:^)  =  ,(„  +  ^,,  _  ,(^,) 

setzt;  dies  giebt 

/(«  +  ^a?,y  +  Jy)  ^f{x  +  ^a?,y)  -  f{x,y  +  ^y)  +  /(a:.y) 
=  Jx[fp{x  +  /i^rc,y  +  ^ly)  —  9(ir  +  ^^«,y)3. 

Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  ebenso  gebildet  wie  die  Differenz 
^ißiV  +  ^y)  —  ^((^ly)  wenn  man  sich  a  constant  =  «  +  ^^x 
gesetzt  denkt;  wegen 

(p(a,y  4-  z/y)  —  (p(a,y)  =  ^y.q>'(a,y  +  vdy\  0<v<l, 
folgt  nun 

4)   /(a;  +  dx,ydy)  --  /(a?  +  ^a;,y)  —  /(a;,y  +  z/y)  +  /(fl;,y) 

-^aj/^y 
=  9'(a?  +  {i'^x.y  +  i;^:/y). 
Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  sind  identisch ,  mithin 
ist  auch 

t/;'(a;  +  kJx,y  +  xz/y)  =  q>*  {x  +  fi-^a?,y  +  vJy). 
Lässt  man  die  bisher  willkührlichen  Zunahmen  ^x  und  dy  gegen 
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die  Null  conyergiren,  so  erliält  man 

d.  h.  yermöge  der  Bedeutungen  von  i\f'{x^y)  und  q>*  (x^y) 
dV(x,y)_d^My) 


5) 


dxdy 


dydx 


Damit  ist  der  fragliche  Satz  bewiesen  jedoch  nur  unter  bestimmten 
Voraussetzungen.     Die  mehrfach  benutzte  Formel 

F(u  +  h)  —  F(u)  =  hr(u  +  »h\  0<'9'<1 

gilt  nämlich  nur  dann,  wenn  F(u)  überhaupt  einen  Differential- 
quotienten F^(u)  besitzt  und  wenn  F(u)  und  F'(u)  endlich  und 
stetig  bleiben,  während  u  bis  auf  u  -]-  h  anwächst.  Im  vorliegenden 
Falle  folgt  hieraus,  dass  x  und  y  keine  solchen  Werthe  erhalten 
dürfen,  für  welche  die  eine  oder  andere  der  Functionen 

^r..A  g/(^>y)  8/(^>y)  8y(^>y) 

^^^'^^'      dx    '      dy    '     dxdy  ' 

die  Existenz  der  drei  letzten  vorausgesetzt,  unendlich  oder  disconti- 
nuirlich  wird. 


Fig.  13. 


Man  kann  diesem  Theoreme 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab- 
gewinnen, wenn  man  sich  £i  als 
das  Volumen  denkt,  welches 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seiten 
OL=x  und  0M=  y  (Fig.  1 3), 
seitwärts  von  den  vier  auf  OX, 
LN,  NM,  MO  errichteten 
Verticalebenen ,  und  öberhal  b 
durch  irgend  eine  Fläche  be- 
grenzt wird;  es  ist  dann  in 
der.That  0  eine  Function  von 
x  und  y,  und  man  hat  nach 
§.  1: 


1^  =  Fläche  LNWÜ 
dx 


d^z  d(LNWü) 


dydx 


^y 


=  NW, 
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andererseits 

|i    =n&eheMNWV 

dx  dy  dx 

was  mit  dem  Vorigen  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differentiationen  in  Beziehung  auf  irgend 
wieviele  Variabele  auszuführeij,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeiführen, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

II.     Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst _ 
bei  zwei  Variabelen 

6)  d0  =  :^  dx  +  ^--  dy 

öx  öy 

und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

a.,  = ^^—  dx  Ar  ^^—  dy 

8  (|1  ay)  8  (|1  dy) 

^         -  dx  dy 

dies  ist  soviel  als 

H ——  dx  dy  +  —-■  dv^ 

^  dxdy        ^  ^  dy^^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  5) 

7)  d^£f  =:—-dx^+2   ^     ^     dx  dy  +  ^-^  dy\ 

dx^  dx  dy  dy^ 

Durch  Wiederholung. desselben  Verfahrens  findet  sich 

8)  ä*.  =  ^,dx»+S^^^^dx^dy 

d^z  d^e 

+  3  7r-4r-  dxdy^  +  — -  dy^ 
^      dx  dy^       ^   ^  8y3  "^ 

and  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlencoeffi- 
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cienten  durch  dieselhe  successive  Addition  wie  in  §.13,  II.  entstehen, 
80  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

Kürzer  schreiht  man  dafür  in  symbolischer  Form 

10)  ^«,=  (_Lela.+  i^dj,)"&-.. 

Bei  drei  Variabelen,  wenn  z.  B.  u  eine  Function  von  x,  y  und  z 
bedeutet,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Variabelen  gestaltet. 


Höhere  DifTerentialquotienten  unentwickelter  Functionen. 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.10    wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  /(a;,  y)  =  0  oder/=0 

durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

wobei  X  die  unabhängige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte 
Function  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  /i  {x ,  y)  oder  noch  kürzer  mit 
/i;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  /i 

dx        dx^  "^  dy  '  dx^  "^  dx  dy     dx 

8/i  ^    dy  df     ""KdxJ        8«/     dy_^ 

'dy        dydx'^dy'      dy      '^  dy^'  dx' 
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Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhängt,  dass  also  auch 

dy 

y  nur  ip  enthält,  mithin  eine  Function  von  x  allein  [nach  der  frü- 
heren Bezeichnung  (p' (x)]  JOLnd  constant  in  Beziehung  auf  p  ist;  man 
hat  daher 


(S) 


=  0 


dp 

und  wenn  man  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einführt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

..      »!/    .    2.^!^     ^    .    ?!/     {^\\^     ^  =  0 
^     dx^'^      dx  dy  '  dx  "^.  dy^  '  \dx/  "^  dy     dx^ 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn/j  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet: 

M  Ö/2     ,    8/2      ^y  _  n 

^^  87  +  Wd^  =  ^- 

Bei  .wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten findet  sich : 

8/2  :^  »V  i    n     83/        dy  8V      (?«y 

8a?        8a;3  "T"      8a;2  8y     dfa?  "^      8ä;  8^^    dx^ 


_83^/^Y  8V    _^    ^ 

"*"  dx  dy^  \dxJ    "^      8w«  *  dx     dx^ 


dy^  \dxj  dy' 

,    8/     ^    .      8V       ^ 
"*"  83/  *  e?a?3  "^  8aj  83^  *  dx^ 
8/2  ^8«/  83/        dy 

8y        8^3  8^"^      8ic8y2     da? 

■^  8y3  Vda?/  "^  8y2    drc« 
Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

'     8»»  ■•"     8a!»  8y  'da;  "^     Öa;  8y»  Vda;/  "^  83/'  Vda;/ 
.    o    8'/       ^   ,    gSV     d£    d«j, 
"^     8a!  8y     da!«  "'"     8y«     da!     da;« 

^  8y     da:» 
Man  übersiebt  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Yerfahrens ,  was 
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freilich  immer  l&ngere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Differen- 
tialgleichungen der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen;  aus  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  Differentialquotienten  der  Function 
y  von  X  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

.8/ 

7)  ^  —  _     ^^ 

^  dx—  d£' 

dp 

wie  schon  bekannt  ist;  femer  aus  Nro.  4); 

.  ^  _  _  8a;g  "^      dx  dp     dx   "^  dy^  \dx) 

^  dx^  ~  8/ 

dy 

dy 
und  hier  kann  man  den  vorhergefundenen  Werth  von  -r^  einsetzen; 

die  Gleichung  6)   führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -=-^  u.  b.  f. 

Auch  bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stellen, weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Falle  die  nöthige  specielle 
Rechnung  auszuführen. 


§.  17. 
Vertausohung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Bezeichnet  0?  die  unabhängige  Variabele,  in  Beziehung  aufweiche 
ein-  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differentialrechnung  dx  ein  dem  x  willkürlich  ertheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  gegen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  es  ist 
mithin  dx  unabhängig  von  x;  anders  verhält  es  sich  mit  dem. Diffe- 
rentiale dy  der  abhängigen  Variabele  y,  denn  für  y  =  fipc)  ist 
dy  z=:f'(x)  .  dXf  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  ar,  weil  es 
aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  Be- 
merkung folgt  bei  zweiter  Differentiation,  indem  dx  &iB  constanter 
Factor  gilt,  d^y  =  df{x)  .  dx  z=:f\x)dx.dx  =f'(x)dx^  über- 
einstimmend mit  den  Früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren 
Differentiationen  e^o;^,  dx^  etc.  als  Gonstanten  anzusehen  sein.  Es  kann 
uun  im  Verlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem 
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X  den  Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und 
ihn  auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
zuführende Yariabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tersuchung einer  Gurve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Ordinaten  y 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Yariabele  anzusehen,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Differentialquotienten 

dy        d^y       d^y 

dx'      dx^'      dx^' 
zu  setzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Yariabele,  son- 
dern als  Function  einer  anderweiten  unabhängigen  Yeränderlichen  t 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Function 
von  t  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
zusammengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 
§.6.: 

dy  dy      dx 

U  ~  Jx  "dT 
and  man  erhält  hieraus 


1) 

dt,  _ 

dx  ~~  ' 

dy 
dt 

ax 

dt 

Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Yaria- 
bele t  differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
t  abhängen,  findet  man  links 

<Ä) 

<S) 

dx 

dt  ~ 

d^V 
das» 

dx 
dt 

dt      ~ 

"      dx 

und  rechter  Hand  nach  der  Regel  für  die  Differentiation  der  Quo- 
tienten 

dx     d^y        dy     d^x 

dt  '  dt^        "dÜ"  '  dF. 
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Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung ,  so  ergiebt  sicli 
durch  Keduction  auf  -j-^ 

dx     d^y        dy     d^x 
.  d^_  IT  "dW  IT'dW 

^  dx^  ~  rdxy 

Durch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 

fdxY  ä»p  dx     d^x    d^y  dy  (ä*x\^       dx     dy    3H 

\dt)    dt»  dt  '  d<»  ■  dt^  "'"       dt  \dt^J         dt  '   dt  'dt» 


(sr 


Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klar; 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Gomplication  der  Aus- 
drücke von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =  y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y  als  unabhängige  Variabele  gelten  oder  die  Gleichung  y=/(a;) 
umgekehrt  werden  soll  \_x  =  J^(y)],  so  ist 

4)         ■  iJ^  =  ^_ 

^  dx  dx 

dy 
d^x 

dx^  fdxy 

\dy) 

d^y  \dyy         dy     dy^ 

~  /dxy 

\dy) 


5) 


^>  d.3 


U.  B.  W. 

Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  an- 
abhängige  Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speciellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
dies  später  sehen  wird. 
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§.  18. 

Zusammenhang  irwisolien  einer  Function  und  ihren  succes- 
siven  Differentialquotienten. 

Sowie  in  §.  8  Gleichungen  zwischen  einer  Function  und  ihrem 
ersten  Differentialquotienten  ahgeleitet  wurden,  so  lassen  sich  auch  all- 
gemeinere Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func- 
tion noch  beliebig  viele  ihrer  Differentialquotienten  vorkommen.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Analog  der  Gleichung 
!)•  m  =/(a)  +  (6  -  a)/'(a  4.  d [6  .-  a]).    0  <  d  <  1, 
ist  auch  unter  den  gehörigen  Bedingungen 

/'(c)  =f(a)  +  (c  -a)r(a  +  a  [c  -  a]),    0  <  a  <  1; 
nimmt  man  C  =  a  +  ^Q>  —  öt),  Bubstituirt  nachher  den  Werth  von 
f'{c)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  bezeichnet  d"  e  kurz  mit  d'i 
so  erhalt  man  die  neue  Formel 

2)  m  =/(«)  +  (&-  «)/'(«)  +  »(b-  ayfia  +  *,  [6  -  a]). 

Im  letzten  Summanden  kommen  zwei  positive  ächte  Brüche  % 
und  -d'i  vor,  deren  Werthe  man  nicht  näher  kennt ;  um  diesen  Uebel- 
stand  zu  vermeiden,  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 

/(o)  4-  (6  -  «)/'(») 
auf  anderem  Wege  zu  bestimmen.     Zu  diesem  Zwecke  sei 

3)  ,p{x)=f{x)-\-Q>-x)f\xy, 
es  ist  dann  einerseits 

i)  9 (a)  =  /(«)  +  (ft  -  a)f\a) ,      y  (&)  =  /(6) , 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  3) 

5)  q>\x)  =  (6  -  x)f\x). 
Hier  lässt  sich  die  bekannte  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

9>(l.)  =  ,)(«)  +  p^^Z^p-i  'P'(''  +  Ö[6  -  «]) 

anwenden,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  q>(p)  und  (p(a) 
und  nach  Nro.  5) 

(p'(a  +  ö[b  -  a])  =  (1  -  e)(p  —  a)f\a  +  ö|>  -  a]) 
Bubstituirt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 

6)  f(b)=f(a)  +  (b-a)f'{a)+j^^0^,r(a^e\h-aJ), 
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welche  genauer  als  die  frühere  (2)  ist,  insofern  sie  nur  den  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch  0  enthält.    Etwas  einfacher  wird  die  Formel  6) 
für  J9  =  2,  nämlich 
7)    f(p)  =/(a)  +  (&-  a)/'(a)  +  i(5-a)V"(<»  +  ö  [&-«]). 

Uehrigens  gelten  diese  Resultate  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  q)(x)  und  q>'(x),  mithin  a,uchf(x),f\x)  und  /"(a?)  stetig  und 
endlich  bleiben  von  x  =  a  his  x  =  K 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Formel 

7)  anwenden;  man  hat  nämlich 

f"(c)  =f"(a)  +  (c-  a)f"'(a  +  s[c  -  aj), 
mithin  wenn 

c  =  a  +  d(p  --  a),        de  =  01 
genommen  und  substituirt  wird, 

8)  /(6)  =  /(«)  +  (b  -  «)/'(»)  +  i  (6  -  «)»/"(«) 

+  i0(6-a)»/"'(a  +  Ö,p.-«]). 

Auch  hier  kommen  zwei  unbekannte  Bräche  ß  und  0,  vor,  und 
daher  verbesBem  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.     Es  sei 

9)  H,  (x)  =  fix)  +  (6  -  x)f'(x)  +  l(b-  xyf'ix) , 
so  haben  wir  einerseits 

10)  *(a)=/(a)  +  (6-a)/'W  +  J(l.-a)V"(a),   4>(b)=m, 
andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  9) 

t'ix)  =  l(b-x)^f"'(x), 
f'ia  +  dp.  -  a])  =  J(l  —  »)i(b  —  a)»f"'(a  -f  *(>  —  o]). 

Substituiren  wir  diese  Werthe  in  die  Formel 

11)  i,(b)  =  *(o)  +  ^(^^S»)P-i  *'(«  .+  *?»-«]). 
so  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung 

12)  m  =f(a)  +  (p-a)f'(a)  +  l(b- a^fia) 

+  2paI»)P-3-^"'^«+^t>-a]). 

die  sich  für  |>  ■=  3  noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 

13)  fQ>)  =f(a)  +  (D  -  a)f{a)  +  i  (5  -  a)V"(a) 

+  i(5-«a)3/'>+>p,-a]). 

Dabei  müssen  il>{x)  und  '^'{x)^  mithin  auch  /(fl?),  /'(a?),  f"{x) 
und  /'"(a?)  endlich  und  stetig  bleiben  von  a?  =  a  tis  o?  =  5. 

Um  die  bisherige  Schlussweise  ganz  allgemdn  auszuführen, 
setzen  wir 
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•■•■+..'l:.T- ./'•"'""■ 

worin  f{x)  eine  gegebene  Function ,  i>  (x)  dagegen  die  unbekannte 
Summe  der  rechts   stehenden  Summanden    bezeichnet      Einerseits 


ist 


t(b)=/(b), 

andererseits  durch  Differentiation  von  Nro.  14),  wobei  sich  alle  ne- 
gativen Ausdrücke  heben, 

und  wenn  man  diese  Werthe  in   die  Gleichung  11)  einsetzt,   so  ge- 
langt mau  zu  der  Formel 

1«)  m  =  /(»)  +  ^/'(»)  +  ^i=^  /"w  +  •  ■  • 

-•+..'^:X-.)^-""> 

Zur  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuitat  der  Functionen  ^(x)  und  *'(a?);  dazu 
ist  hier,  wo  tix)  und  ^'(x)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
bestimmt  werden,  erforderlich,  dass  f(x),f\x),  f\x),  .  .  ./^">(i») 
endlich  und  stetig  bleiben  von  x  =  a  bis  a;  =  5. 

Für  h  —  a  =  h  nimmt  die  Formel  16)  folgende  Gestalt  an. 

17)  /(a  +  h)  =f{a)  +  -f /'(a)  +  y^/'C«)  +  '  '  •  * 

jk«i  — 1 

+  1  .  2  .  .  .  (n  -  1)  .  !»•'     "•    ^       ' 


Schlömilch,  Analyeis.  I. 
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und  dabei  m^eaf(x) ,  f{x),f\x),  .  .  .  /^•»>  (x)  endlich  und  conti- 
nuirlich  bleiben  von  a?  =  a  bis  a;  =  a  +  ^« 

Als  Specialisirungen  der  Zahl  jp  empfehlen  sich  die  Werthe  p  =  n 
und  jp  =  1 ;  im  ersten  Falle  erhält  'man 

18)  /(«  +  Ä)  =  f(ä)  +  -^/'(a)  +  ^f»  +  ■'•• 

dagegen  im  zweiten  Falle 

19)  /(«,+  Ä)  =/(a)  +  -|-/:(«)  +  Y^/"(a)  +  •  '  •  • 

.  .  .  J ^ f(n  -  i)(a)  4-  ^- ^ iL/oOfa  +  ^/A 

Hier  bedeutet  O"  immer  einen  positiven  ächten  Bruch,  dessen 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  letz- 
ten Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Beispie- 
len zu  Formel  17)  sehr  leicht,  dass  d'  gleichzeitig  von  a,  h,  n  und 
p  abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  p  im  Allgemeinen  verschie- 
dene Werthe  erhält. 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  von  Formel  18)  gewährt  die 
Specialisirung 

f(x)  =  logx, 
wobei  M  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  möge; 
es  ist  dann 

und  zwar  gilt  diese  Formel  für  alle  positiven  a  und  h.  Setzt  man 
für  d'  das  eine  Mal  die  Null,  das  sjidere  Mal  die  Einhert,  so  wird 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  gross, 
im  zweiten  zu  klein,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen,  zwischen 
denen  log(a  +  h)  enthalten  ist. 

Auch  für  Functionen  mehrerer  Variabelen  können  ähnliche  Glei* 
chungen  wie  Nro.  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter- 
lassen wir  dies,  da  wir  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 
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Cap.  III. 
^  Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  19. 
Der  Lauf  ebener  Curven. 

I,  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krummen 
Linie  wird  sich  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
ist  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächstfolgende  Ordinate 
grösser  als  die  vorhergehende  sein,  beim  Herabsteigen  dagegen  ent- 
spricht der  grösseren  Abscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betrachten 
wir  daher 

a;  und  y  =/(a;), 

ftb  Cbordinaten  zweier  benachbarten  Punkte,  so  steigt  die  Curve, 
wenn  bei  hinreichend  kleinen  ^x  die  Differenz 

positiv  ist  und  es  bleibt,  falls  ^x  noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
die  Null  convergirt;  dagegen  fallt  die  Curve- bei  negativ  bleibenden 
^y.  Zufolge  der  Voraussetzung  eines  positiven  ^x  kann  man  auch 
sagen,  dass  die  Curve  steigt  oder  fUUt,  je  nachdem  der  Differenzen- 
qnotient 

z/a?  Ax 

das  positive  oder  negative  Vorzeichen  behielt  Wie  in  §.  8  nachge- 
wiesen wurde,  hat  aber  der  Differenzenquotient  bei  hinreichend  klei- 

6* 
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nen  /ix  dasselbe  Vorzeichen   wie  der  Differentialquotient;    es   gilt 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,   deren  Gleichung  y  ^=z  f{x)  ist,   steigt 
so  lange  als/'(a;)  positiv  bleibt,  sie  fällt  dagegen  so 
lange/' (a?)  das  negative  Zeichen  behält. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
sich  an  die  Gleichung  * 

/  =/'(a?)  =ian% 
erinnert.    Bei  positiven  /'  (x)  ist  nämlich  r  positiv  und  die  Tangente 
TJ^  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  ar-Achse  den  spitzen 
Y\„^  14.  und    zwar    positiven 

Winkel  X  T^,  wobei 
die  Drehung  von  der 
Rechten    zur  Linken 
als    die  Drehung  im 
positiven    Sinne    be- 
trachtet    wird ;     un- 
ter diesen  Umständen 
steigt  die  Curve.  Dem 
negativen /' (äj)  entspricht  ein  megativer  Winkel  r  =  ZlXTi  Z7,  wel- 
cher durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist;  die  Curve 
fällt  dann. 

Wenn  die  derivirte  Function  /'  (x)  ihr  Vorzeichen  auf  die  Weise 
ändert,  dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  in's 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  hindurch 
in's  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  f  {x)  =  0  wird, 
entweder  der  Uebergang  von  Steigen  zu  Fallen  oder  von  Fallen  zu 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culminations- 
p unkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  obere, 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  r=0, 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse ,  wie  in  Fig.  14  an 
dem  oberen  Culminationspunkte  (7. 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipsengleichung      \ 

h  1/ l-^-'^^-N 

y  =  —V  2ax  —  x^  K V 

a  / 

benutzen;  der  Differentialquotient 

,        h  a  —  X 


«     V2ax-^x^ 
hat  iwc  X  <i  a  das  positive,  f ür  a:  >  a  das  negative  Vorzeichen  und 
geht  an  der  Stelle  o;  =  a   aus  dem  Positiven  in's  Negative  über« 
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Die  Curve  besitzt  daher  an  der  Stelle  je  =  a,y  =  6  einen  oberen 
Culmlnationspunkt,  wie  auch  geometrisch  bekannt  ist. 

II.  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefunden,  dass 
eine  Curve  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  steigt  oder  föllt,  so 
bleibt  noch  die  zweite  Frage,  wie  jenes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
schieht Eine^  Curve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  die  erha- 
bene oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehren  (s.  Fig. 
15  und  16).  Dasselbe  gilt  auch,  wenn  die  Curve  fällt,  und  es  bedarf 
daher  eines  Unterscheidungszeichens  für  diese  verschiedenen  Lagen. 
Ißt  nun  der  Bogen  PP-i  convex  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

so  heisst  dies -nichts  An- 
^^S'  ^^*  deres,  als  dass  er  zwi- 

schen seiner  Sehne  und 
der  ic- Achse  liegt ;  dage- 
gen ist  der  Bogen  PPa 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehrt  die  Sehne  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durch- 
geht. Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt  Q  ein  und  be- 
zeichnen mitPi  deigeni- 
gen  Curvenpunkt,  wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scisse  wie  Q  besitzt,  so 
haben  wir  bei  convexer 
Krümmung 

MiQ>MyPi, 

bei  concaver 'Krümmung 

MiQ<Mi  Pu 
und  es  ist  also  die  Curve 
convex  oder  concav  gegen  die  Abscissenachse,  je  nachdem  MiQ  —  JfiPi 
das  positive  oder  negative  Vorzeichen  hat.  Für  OM  =  x,  MMi 
=  M1M2  =  ^x  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  M\  Q  das  arithme- 
tisclie  Mittel  zwischen  MP  und  M^  P^  darstellt,  findet  sich 
M^Q-^M,Pi 

~2  ' 


0 


^ 

Pi 

ft 

^f 

M 

J 

li     ^ 

U 

Fig.  16. 


_f[x-\-2^x)+f(x) 


-f(x+Jxy. 


/(x+2Jx)- 


dieser  Ausdruck  hat  immer  dasselbe  Yorzeicben  wie 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


86  Cap.  III.    §.  19.    Der  Lauf  ebener  Curven. 

fix  +  2^3?)  -^  2/(rc  +  ^ar)  +  /(a?)  ^  ^^/(rc) 

und  letzterer  ist  wieder  einerlei  mit  ^ 

wo  q  eine  gleichzeitig  mit  jdx  gegen  die  Null  convergirende  Grosse 
bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dass  bei  hinreichend  kleinen  z/a?  der 
zweite  Differenzenquotient  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Diffe- 
rentialquotient besitzt,  dass  mithin  die  Curve  convex  oder  concav 
ist,  je  nachdem  /"  (o?)  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat.  Diese 
Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Carve 
unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  mithin/(ic),  f{x  .-f-  ^x\f{x  -|-  2  /4x) 
negativ  sind;  man  findet,  dass  umgekehrt  ein  negatives /" (er)  die 
convexe,  ein  positives  /"  (rc)  die  concave  Krümmung  anzeigt.  Mit 
dem  Vorigen  zusammen  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  Curve  convex 
oder  concav  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt  ist,  je  nachdem  f{x) 
und  /"  (a?)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Zu  demselben  Resultate    führt    auch   eine  «andere  Bemerkung. 
Bei  einer  convex  steigenden  Curve  wachsen  nämlich  die  Tangenten- 
winkel, bei  einer  Concav  steigenden  nehmen  sie  ab,  wie  man  unmit- 
telbar aus  Fig.  17  und  18  ersieht,  worin   P  T  und  Pi  Tx    die  Tan- 
Fig.  17*  '  Fig.  18. 


genten  an  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  sind.  Die  gleiche 
Bemerkung  gilt  auch  für  fallende  Curven,  und  daher  deutet  jederzeit 
em  wachsendes  t  auf  convexe,  ein  abnehmendes  r  auf  conca,ve  Krüm- 
mung. Die  Zunahme  oder  Abnahme  von  r  erkennt  man  an  dem 
Vorzeichen  des  Differentialquotienten 

dt  darctany' 1 

dx  ~        Jx        ~  1  +  ^'2  ^   ' 
dieses  Vorzeichen  hängt  lediglich  von  y'^  ab,  und  damit  gelangt  man 
wieder  zu  dem   vorigen  Satze.     Um  letzteren  etwas  einfacher  und 
fttr  Anwendungen  bequemer  aussprechen  zu  können,  denken  wir  um 
die  Abscissenachse  so  weit  abwärts  parallel  zu  sich  selbst  versehe- 
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ben,  dass  alle  in  Frage  kommenden  Ordinaten  positiv  ausfallen;  mit 
anderen  Worten,  wir  vergrössern  alle  innerhalb  des  betrachteten 
Intervalles  liegenden  Ordinaten  um  eine  constante  Strecke,  welche 
mehr  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  y'  und  y"  hat  diese 
Operation  keine^TIinSusB ;  der  vorige  Satz  aber  lautet  dann: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =f{x)  ist,  kehrt 
die  convexe  oder  die  concave  Seite  nach  unten,  je 
nachdem /"(rc)  positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert  /"  (x)  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  den 
Werth  /"  (x)  =  0,  so  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
statt;  ein  derartiger  Punkt  heisst  ein  Inflexionspunkt  oder  Wen- 
depunkt. 

IIL  Nach  diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chung gegebenen  Curve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.  Man 
ermittelt  zunächst  die  Intervalle,  innerhalb  deren  y  sein  Vorzeichen 
behält,  sowie  die  Stellen  wo  y  =  0  wird;  man  erhält  dadurch  die 
Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  dera:-Achse.  Nach- 
her entscheidet  man,  wie  weit  y'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
wo  y'  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  Null  wechselt; 
dies  giebt  die  Culminationspunkte.  Endlich  untersucht  man, 
innerhalb  welcher  Intervalle  y''  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ,  und  an  welchen  Stellen  y''  sein  Vorzeichen  mittelst 
Durchganges  durch  Null  wechselt,  d.  h.  wo  Inflexionspunkte  vor- 
kommen. Diese  sogenannten  ausgezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
um  die  Gestalt  der  Curve  kennen  zu  lernen. 

Als  Beispiel  diene  eine  Curve  von  folgender  Entstehungs weise.  In 
einem  über  dem  Durchmesser  ÄB  =  2a,  Fig.  19  (a.  f.  S.),  construirten 
Kreise  sind  parallel  zu  AB  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qi  Q2 
irgend  eine  darstellen  möge;  sie  schneidet  den  zu  AB  senkrechten 
Durchmesser  in  einem  Punkte jV.  Man  legt  ferner ilfi  ^i  ||  CD  ||  M^Q^ 
wid  zieht  die  Gerade  AN;  letztere  trifft  Mi  Qi  in  Pi ,  M2  Qi  in  JP^, 
und  nun  sollen  Pi,P2J*unkte  der  neuen  Curve  sein.  Bezeichnet  man 
ÄMi  oder  AM2  mit  x,  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  ^,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  krummen  Linie 

a?  V  2  arc  —  x^ 


a 


ond  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus- 
gesetzt, dass  zu  jedem  negativen  x  ein  imaginäres  y  gehört,  dass 
femer  für  x  =  0  auch  ^  =  0  wird,  dass  jedem  zwischen  0  und  2  a 
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liegenden  a;  ein  positiTeg  y  entspricht,  dass  for  a?  =  2a  wieder  y=0, 
und  für  j»  .>  2  a  jedes  y  imagin&r  ist.  Die  Curve  geht  demnach  von 
A  aus  aber  die  :v-Achse  hinauf  und  steigt  am  Ende  in  B  wieder  zu 

Fig.  19. 


/'^ 

">^ 

ft 

• 

/ 

/ 
/ 

./r.'_ 

qA 

(y 

N 

\     i 

\ 
\ 
\ 

\ 

'1/ 

\ 

A    M,     ir 


F     Ha     B 


■'       \ 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Wurzelzeichen  negativ ,  po  erh&lt  mim 
gleich  grosse  und  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  besteht  die 
Curve  aus  zwei  congruenten,  über  und  unter  der  Abscissenachse  lie- 
genden Zweigen,  die  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein  soge- 
nanntes Blatt  bilden. 

Man  erhält  weiter  als  ersten  Differentialquotienten 

,         ic(3a  — 2a;) 
^'  ^= — \  , 

aV2aaj— »« 

wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  genommen  werden  kann,  weil  man 
nur  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zu  untersuchen  braucht 
Für  o;  =  0  wird  y'  =  0;  so  lange  x<i\a  bleibt,  ist  y*  positiv,  für 
a;  =r  |a  wird  y'  =  0,  bei  grösseren  a?  wird  y*  negativ  und  zuletzt, 
d.  h.  für  0?  =  2  a,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die  Gurve 
in  A  die  Abscissenachse  zur  Tangente;  von  A  aus  steigt  sie  bis  zu 


dem  oberen  Colminationspunkte  Gt,  dessen  Coordinaten  AT-. 


FG  = 


8VT 


a  sind,  und  fällt  dann  bis  B,  wo  sie  die  Abscissen- 


!«'] 


achse  rechtwinklig  schneidet. 

Was  femer  den  zweiten  Differentialquotienten 

„  _  a?(3a»—6fla;4-2a?^) 2g[(a;~fa)^~  |( 

^    "~      aV(2aaj--a?«)«      ""      aV(2aa;— a;«)« 
anbetrifft,  so  übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  positiv  bleibt  von 
ä(=0bi8  zudem  kleineren  der  beiden Werthe,  welche (o?  —  |a)'=|a' 
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machen,  d.  h.  bis  zu  a?  = 5 a=^^a  —  a cos  30^,  Beimüeber- 

schreiten  dieses  Werthes  geht  y"  aus  dem  Positiven  in's  Negative 
über  und  bleibt  negativ  bis  o?  =  2  a.     Es  würde  zwar  spater  fiir 

X  = a  wieder  ein  Zeichen  Wechsel  eintreten:  dieser  kommt 

2  ' 

aber  nicht  in  Frage,  weil  r a  >>  2  a  ist  und  die  zugehörigen 

Vi  y\  y*'*  imaginär  sind.  Die  Curve  ist  demnach  convex  gegen  die 
Abscissenachse  von  A  bis  zu  dem  Inflezionspunkte  7,  dessen  Coordi* 
naten  AH  =  |a  —  a cos 30^  und  HI  leicht  construirt  werden  kön- 
nen; darüber  hinaus  ^leibt  die  Linie  concav. 


§.20. 

Bogendifferential,  Tangenten,  Asymptoten  und  Normalen 
ebener  Curven. 

I.     Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung         *-     ' 

1)  tenr  =  y'  =  || 

bildet  die  Grundlage  für  alle  Formeln  und  Constructionen ,  welche 
mit  dem  Probleme  des  Tangentenziehens  in  irgend  einem  Zusammen- 
hange stehen.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  aus  Nr.  1)  die  folgenden 
Gleichungen  entspringen: 

n\  l  .  dX 

2)  eost  =  -    >  ^         ,  8tnr  = 


denen  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

o\  dx  ,  *         dy 

3)  cosx  =  -7===,    stnt  =  , .         ^  • 

Vdx^  4-  dy^  "       Vdx^  +  dy« 

Hier  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
Dämlich  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
zwischen  den  Funkten  x^  y  und  x  -|-  dx^  V  -^  dy  liegende  Curven- 
Btück  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
dx^  dy  und  dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  ge- 
bildete Dreieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.     Dass  diese 
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Vorstellung  richtig  ist,  beweist  die  daraus  folgende  Gleichung  tan  t 

=  -^ ,  welche  mit  Ni\  1)  übereinstimmt.    Dann  darf  man  aber  wei- 
ax 

ter  schliessen,  dass  für  das  Bogendifferential  ds  die  Gleichung 

4)  ds'i  =  dx^  +  dy^ 

gelten  muss.     Dies  kann   auch  direct  auf  folgende  Weise   gezeigt 

X,  MF  =  y,  MM,  =PQ  =  Jx,  P^Q 
=  ^y,  Z.  PTX  =  r,  der  von 
einem  festen  Punkte  G  an  gerech- 
nete Bogen  GP  ==  S,  mithin 

Are  PPi  =  ^8, 
endlich  S  der  Punkt,  in  welchem 
die  Tangente  TP  die  Ordinate 
Jtfi  Pi  schneidet;  wählt  man  ^x 
so  klein,  dass  der  Bogen  PPi 
keinen-  Inflexionspunkt  enthält, 
also  entweder  nur  convex  oder 
nur  concav  ist,  so  hat  man  folgende  Ungleichungen 

ArcPPi  >  PPu  d.  h.  Js  >  V  Jx^  +  Jy\ 

ArcPPi  <;  PB  +  BPu  d.h.^8<^^x  secv  +  ^y  —  j^x  tarn. 
Durch  beiderseitige  Division  mit  ^x  ergiebt  sich 

beim  üebergange  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  ^a?,  ^y, 
^8  erhält  man  auf  der  linken  Seite  als  Grenz werth 


K'  +  (S" = ^ 


1  +y 


'2 


und  auf  der  rechten  Seite 

tan  V  =  sect 


sect  +  3^ 
dx 


Vi  +  tanU  =  V  1  +  y'«. 


Beide  Seiten  convergiren  also  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze, 
daraus  folgt 

d8 


dx 


=  /rT7^=V>  +  @)', 


was  mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.     Auch  ist  nun 
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Asymptoten  und  Normalen  ebener  Gurren.  9j 

1  dx 

SMIT  =  ,  ■  =  -r— • 

Vi  +y'«       <»» 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  der  expliciten  Gestalt 
y  =/(aj),  sondern  iinplicite  unter  der  Form 

J'(«,y)  =  0 
gegeben  ist,  so  hat  man 

8£ 

, Äy 8£_ 

^  ~  dx~       dF 

3y 

ZU  setzen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist. 

IL  Um  durch  den  Punkt  P  eine  Tangente  an  die  Curre  zu 
legen,  kann  man  entweder  den  Berührungswinkel  r  aus  der  Formel  1) 
bestimmen  und  sein  Gomplement  MPT  (Fig.  20)  an  die  Ordinate 
MP  antragen,  oder  eine  der  Geraden  MT,PT  berechnen  und,  wenn 
möglich,  construiren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  Subtan- 
gente,  die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 

6)  ,Sbt,.^ycotr  =  ^  =  l„ 

Bezeichnen  £  und  ij  die  Cöordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Tangente,  so  gilt  die  Gleichung 

iy  —  y  ==^  (I  —  fl?)  tant, 
von  deren  Richtigkeit   man  sich  durch  wirkliche  Construction  der 
Differenzen   |  —  a?  und  n  —  y  leicht  überzeugt;    demnach  lautet 
die  Gleichung  der  Tangente: 

8)  '  ri  — y  ==/({  —  »). 

Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  der  Curve  in  der  unent« 
wickelten  Form  • 

F(x,y)  =  0 

gegeben  ist,  erhält  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrische 
Gestalt 
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III.     An  die  Gleichung  8)  oder 

v  =  y'i  +  y  —  xy' 

knüpft  sich^och  folgende  Bemerkung.  Wenn  die'Curve  in's  Unend- 
liche geht ,  80  kann  es  geschehen ,  dass  bei  unendlich  wachsenden  x 
die  Ausdrücke 

y'  und  y  —  xy' 
sich  bestimmten  Grenzen  nähern;  es  giebt  dann  eine  feste  Grenzlage 
der  Tangenten,  der  sie  sich  mehr  und  mehr  nähern,  je  weiter  der 
Punkt  xy  fortrüqkt,   d.  h.  eine  sogenannte  Asymptote  der  Curve. 
Setzen  wir 

Limy'  =  IAmf'(x)  ==  Ä, 

Lim(p  —  xy')  =  Lim[/(x)  —  xf(x)]  =  B, 
so  haben  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 
10)  fi  =  Äi  +  B. 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Asymptote  parallel  zur  ^-Achso  liegt, 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  A  =  co  und  ^  =  oo;  man 
hat  aber  dann  die  vorige  Betrachtung  nicht  nöthig,  wen  sich  eine 
derartige  Asymptote  von  selbst  dadurch  bemerklich  macht,  dass 
einem  endlichen  x  ein  unendliches  y  entspricht. 


(x  =  a>) 


Fig.  21. 


11) 
12) 


IV.  Errichtet  man  im  Punkte 
P  auf  der  Tangente  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Abscissenachse 
in  ü  schneidet,  so  erhält  man  die 
sogenannte  Normale  der  Curve; 
Mü  heisst  die  Subnormale 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkung, 
dass 

^  MP  rr  =  Z  MTP  =  r 
ist,  findet  man  leicht 
Subnorm.  =  ytant  =  yy', 


M    MjU 


2rorm.  —  "^  —  yVl  + 


/2, 


C08T 


femer  ist,, wenn  |  und  r^  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Normale 


ij  —  y  =  (a?  —  S)  cöU, 
mithin  die  Gleichung  der  Normale: 


13) 


ij  —  y  =  —  y(S  —  »). 
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Der  unentwickelten  Form  der  Curvengleichung    entspricht  als 
Gleichung  der  Normale 


14) 


(I-*) 


dF 

dy 


Anwendungen  dieser  allgemeinen  Vorschriften  giebt  der  nächste 
Pai*agraph. 


§.21. 
Beispiele  von  Tangenten-  und  Kormalen  construotionen. 

L     Die  Kegelschnitte.      Nimmt  man    die  Hauptachse  eines 
Kegelschnittes  zur  o;- Achse  und  einen  ihrer  Endpunkte  zum  Coordi- 
natenanfang,  so  ist  bekanntlich 
1)  y'  =  2px  +  qx^ 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,   worin  p  den  Halbpani- 
meier  (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  bedeutet.     Man  findet  hieraus 

» 

y 

mithin  als  Gleichung  der  Tangente 


2) 


/'=i>  +  ä«.  y 


3) 


n  —  v  = 


V 


«  -  X). 


Für  1  =  0  ergiebt  sich  hieraus  ein  specielles  iy,  das  i/o  heissen 
möge,  und  zwar  bedeutet  es  geometrisch  die  Strecke  0  T,  welche  die 
Tangente  von  der  Ordinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafür 


no  =  y- 


p  +  qx 


X  = 


—  px  —  qx^ 


oder,  vermöge  des  Werthes  von  y\ 


4) 


n^  = 


px 


Dies    giebt   folgende   Tangentenconstruction    (Fig.    22).      Man 
j'ig.  22.  nehme  0  C=p,  falle  von  dem  festen 

Punkte  C  auf  den  Radiusvector  OF 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ordina- 
tenachse in  T  schneidet,  und  ziehe 
die  Gerade  TP. 

Man  hat  ferner  durch  Substitu- 
tion des  Werthes  von  y 


y 


l^-. 
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TOD  Taugenten- 


_      P  +  gm      _ 
VZpx  +  ga;» 


f+« 


f 


2f +  ä 


—  xy'  =  Vo  = 


px 


V2px  +  qx^ 


V 


2|.  +  , 

X 


bei  unendlich  wachsenden  x  wird  hieraus 
Limy'  =  ^  =  Yq, 

Diese  Ausdrücke  sind  reell  und  von  endlichem  Werthe,-wenn 
g  >  0,  d.  h.  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  letztere  besitzt 
daher  zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  aus 


Lim(^  —  xy')  —  -^ 


5) 


,  =  V-,-i  +  ^ 


hervorgehen,  wenn  man  yq   das  eine  Mal  mit    dem  positiven,  das 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt. 

Was  endlich  die  Normale  betrifft,  so  bemerke  man,  dass  die 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Ausdruck  yy',  d.  h,  die  Subnormale, 
enthält  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkommt: 


ß) 


yy  =  V  ~  P- 

X 


Man  kann  daher  die  Normale  unabhängig  von  der  Tangente 
durch  folgende  Construction  erhalten:  Auf  dem  Radiusvector  OP 
errichtet  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenachse  in  Q 
begegnet,  und  nimmt  QU  =  p]  dann  ist  P U  die  Normale. 

IL     Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 


Fig.  23. 


Punkt  eines  Kreises  be- 
schreibt, wenn  letzterer, 
ohne  zu  gleiten,  auf  einer 
Geraden  foi-troUt,  wobei 
sich  die  Peripherie  des 
Kreises  auf  jener  Gera- 
den abwickelt.    Nehmen 
wir  die  gegebene  Gerade 
ÄBf  die  sogenannte  Ba- 
sis, zur  o;- Achse,  den  An- 
fangspunkt der  Bewegung  zum  Coordinatenanfang  und  setzen  (Fig. 
23)  AM  =  X,  MF  =  y,  LP  =  Lü  =  a,  ^  FLU  =  <o,  Bo  gel- 
ten folgende  Gleichungen 


TÄ  M 
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x  =  AU—  MU  =  Are  UP  --  JPV, 
tl.  i. 

7)  x=^a(ö  —  asinw; 

y=  UV=LU--  XF, 

d.  i.  •      - 

8)  y  =  a  —  a  cos  03. 

Durch  Elimination  von  fo  aas  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
Gleichang  zwischen  x  und  y  gelangen,  da  aber  dieselbe  etwas  com- 
plicirt  ausfallt,  so  thut  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
zubehalten und  darin  den  Wälzungswinkel  m  als  unabhängige  Varia- 
bcle  zu  betrachten.     Dann  ist 

dx  =  a(l  —  co8(o)  dcDf  dy  =  asin(o  d&t 

mitliin 

9)  -:r'  =  z =cotl(o 

dx  1   —  C08<O  ^ 

oder,  zufolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  Differentialquotienten, 

tan t  =  cotlcD  =  tan  (90<>  —  j o>). 

Da  während  der  ersten  halben  Umwälzung  co  <^  180^  mithin 
90^  —  I  o  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  r  jedenfalls  <  90®  ist,  so 
Bchliesst  man  aus  der  vorigen  Gleichung 

r  =  90®  —  ifij  oder  90®  —  r  =  lfi>, 

d.  h.  Z.  MP  T  =  dem  Periyheriewinkel  üWP*y  es  ist  folglich  WPT 
die  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P  ü  die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  G  der  Cycloide 
zun  Goordinatenanfang  "und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenachse.  Für 
GN  =  Xi,  NP  =  yi  ist  dann 

xi  =  CD  —  DN  =  2a  --  y  =  a(l  -\-  coso) 

yi  =  AD  —  AM  =  na  —  «.==  a{n  t-  ©  +  smo) 


1») 


t  =  S  =  '"*"  =  Kr 


COS  CD 


+   COS(Q^ 

oder  wegen  cöS.o  = 1, 

11)  ^  =  '1/2 g  —  a?i  _  V2axi  —  x^'^  ^ 

dxi         Y         Xi      •       '  Xi 

Dieses  Besultat  stimmt  mit  dem  vorigen  überein.  Die  linke 
Seite  bedeutet  nämlich  geometrisch  den  Winkel  Ti,  den  die  Tangente 
PT  mit  der  neuen  Abscissenachse  einschliesst,  es  ist  daher 
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tariTi  =  ^  oder  tanMFT=^ 


woraus  wieder  folgt,  dass  FW\\  GQ  ^e  Tangente  sein  muss. 

III.  Die  Kettenlinie.  Aus  statischen  Gründen  bildet  ein  voll- 
kommen biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  und  nur  der 
Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen,  eine  krumme  Linie  von 
folgender  Gleichung 


lü) 


=  |(eU.-^), 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  k  unter  dem 


Fig.  24. 


Scheitel-  der  Curyo  liegt,  und  die 
Ordinatenachse  vertical  durch  den 
Scheitel  geht  (Fig.  24).  Aus  Nr.  12) 
folgt 


und  OS  ist  vermöge  der  Werthe  von 
y  und  y' 


ianx  = 


Bt  vermöge  der  Wei 

oder  zufolge  der  geometrischen  Be- 
deutung von  y' 


Um  hiernach  die  Tangente  am  Punkte  P  zu  constroiren,  be- 
schreibt man  aus  dem  Scheitel  C  mit  MF  als  Halbmesser  einen 
Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  in  j^  schneidet,  zieht  die  Gerade 
Clfy  die  mit  0  C  einen  Winkel  =  r  bildet,  und  legt  FT  senkrecht 
tu  CN\  die  Normale  P  IT  ist  paraUel  au  CN. 

§.  22. 
XTÜmmungskreis«  Exümmimgamittelpunkt  und  Svölute. 

L  An  zwei  Punkte  P  und  Pi  einer  Curve  CPPi  (Fig.  25) 
denken  wir  uns  die  Tangenten  TF  und  TiPi  gelegt»  die  sick  ia  V 
ichnmden ,  und  die  zng^Grigen  Normalen  construirt,  deren  Burcb- 
schuiit  Q  heissen  möge;  in  dem  Sehnenvierecke  PQPi  U  ist  dann 
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.  Fig.  25, 


97 


der  Winkel  Pß-Pi  giöl>t 
also  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwinkels r  an  und  kann 
daher  mit  /dt  bezeichnet 
werden.  Ziehen  wir  femer 
dieSecantePiPSund  setzen 

Z.P8M=(S, 
so  haben  wir  im  Dreiecke 
PPiQ 


ZTQP,=Jt, 

ZPiPQ  =  90o^ZPiPU=90^^z8PT  =900  —  (ö  — t), 

ZPPiö  =  900  — z:PPi?7=900  — z:SfPi!ri  =  900  — (ri  — 0), 


vennöge  der  Proportionalität  der  Seiten  und  der  Sinns  der  Gegen- 
winkel können  wir  hieraus  die  Strecken  PQ  r=z  r  und  PiQ  =-  r\~ 
berechnen  und  finden 


oder 


vrT(i7 


^05 


cös(r  -}-  -^^  —  ^) 


und  dem  entsprechend 


n  = 


v^^m 


sin  dt 


cos  (ö  —  t). 


Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  Pi  immer  näher  an  P  räcken,  mit- 
hin -Ja;,  z^r  und  6  —  r  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren,  so 
verändert  der' Durchschnitt  Q  seine  Lage,  geht  aber  nicht  in's  Un- 
endliche hinaus;  vielmehr  nähern  sich  r  und  fi  der  gemeinschaft- 
lichen Grenze 

Schlömilch,  Analytif.  I.  7 
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Lim  r  r=:  JJm  ri  = 


''■  ■  m 


dx 

welclie  wir  q  nennen  wollen.     Aus  tant  =  y'  folgt  femer,   weil  t 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel  bedeutet, 

/    öfr               1            fZi/'                1  „ 

t  =  ardany\  -—•  = r:  •  -r^  =  ■: — ; n  V  t 

^^  daher  ist  zusammengenommen 

«  ."^      ,^w^. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  ResultAt,  dass  der 
Durchschnitt  zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letzteren 
nicht  in's  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Grenz- 
punkte fortrückt,  ist  übrigens  geometrisch  leicht  zu  erklären. A Je 
weniger  nämlich  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  Pi  beträgt,  Nim 
so  kleiner  ist  auch  die  Differenz  der  Längen  von  P  Q  und  Pi  ^,  mit- 
/^  hin  lässt  sich  näherungsweis  P  ^  =  Pi  §  als  Halbmesser  eines  Krei- 
ses ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P  und  Pi  als  die  zugehöri- 
gen Tangenten  P  T  und  Pj  Ti  mit  der  Curve  gemein  hat.)  Eben 
desswegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Curve  an  als 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkührlich  auf  der  Normale  PQ 
gewählt  wäre  und  der  nur  die  eine  Tangente  P  T  mit  der  Curve  ge- 

y-        mein  hätt<e,  oder  kurz  ausgedrückt,  jener  Kreis  hat  nahezu  dieselbe 
'  Krümmung  wie  die  Curve  von  P  bis  Pi.   ^Diese  Schlüsse  erhalten 

'-'  |ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  Pi5 
'der  Grenzpunkt  des  Normalendurchschnittes  heisst  dann  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt, die  Strecke  ^,  als  Badius  eines  Kreises  ge- 
dacht, der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  Q  aus  jenem 
Punkte  beschriebene  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  schliesst  sich 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P  sie  berührende  Kreis 
und  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P. 

Diese  Vorstellungsweise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  1). 
Setzt  man  nämlich  ArcGP=^s,  so  ist  Are  F Fi  =^s,  ferner  nähe- 
rungsweis, indem  man^s  wie  einen  mit  dem  Halbmesser  PQ  =  Pi  Q 
=  r  beschriebenen  und  zum  Centriwinkel  FQFi  =  dx  gehörigen 
Kreisbogen  berechnet, 

Js  =  r  .  dt  oder  r  =  --- 
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folglich  genau  beim  üebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  ^B 
und  Jx 

2)  o  =  ^. 

^  ^         dz 

Durch  Einführung  der  Werthe 

ds  =1/1  +  y'^  .  dx,      dt  =  zr^—r,  y"  dx 

geht  die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über. 

Nimmt  mau  das  vorkommende  Wurzelzeichen  im  absoluten 
Sinne,  so  hat  p  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  y";  d.  h.  geome- 
trisch, der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander 
entgegengesetzte  Lagen  haben,  je  nachdem  die  Curve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kebrt;  im  ersten  Falle  ist  er  posi- 
tiv, im  zweiten  negativ. 

Für  die  Construction  des  Krümmungshalbmessers  ist  in  man- 
chen Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass 

'^  '  =  W      - 

gesetzt  werden  kann,  wo  u  die  Normale  im  Punkte  P  bezeichnet. 
Aus  der  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y  =  V2px  +  qx^ 
erhält  mau  z.  B.  durch  zweimalige  Differentiation 

nnd  daher  ist  der  Erümmnngslialbmesser 

was  sich  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt,  wenn  man  z.  B.  — 

als  Tangente  eines  Winkels  betrachtet    Die  eleganteste  Construction 
da-  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen. 
Für  die  Cycloide  ist  nach  §.21 

dx  =  2asin'|G)do,  y'  ==  cö^ö, 

mithin 

"*' =  -  27^;^ '^"'' 

woraus  durch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 


1 


4  a  8in^  \  o 
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Dies  ^iebt  den  Krümmungshalbmesser 

p  =  —  4asinlG}  =  —  2  PU 
oder  gleich  dem  Doppelten  der  Normale ;  der  Krümmungsmittelpunkt 
wird  demnach  erhalten,  wenn  man  die  Normale  PZJum  ihre  eigene 
Grösse  verlängert. 

Für  die  Kettenlinie  ist  nach  §.  21 

/  £.  -_£\  p2 

3^'  =  1  ^e  *  —  c      ^J,u  =  ysect  =  -^ 

femer 

mithin  nach  Nr.  3) 

Die  Kettenlinie  hat  also  mit  dem  Kreise  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der^  Normale  ist;  die  Lagen 
sind  aber  einander  entgegengesetzt. 

IL  Um  die  Goordinaten  ^  und  t}  des  Krümmungsmittclpunkteti 
zu  bestimmen,  braucht  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  der  ge- 
suchte Punkt  auf  der  Normale  um  q  vom  Punkte  P  entfenit  liegt; 
daher  ist  aus  einfachen  geometrischen  Gründen 

X  —  i=  Qsint^    ri  —  y  =  QcosT 
oder  vermöge  der  Werthe  von  q\  sint  und  cosr 

Für  die  Parabel,  deren  Gleichung 

y  =  Y2px 
ist,  findet  man  hiernach 

i=Sx  +p,      ri  =  —  y  — . 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  entwickelter  Form  ge- 
geben ist,  so  müssen  y'  und  y''  nach  den  Lehren  des  §.16  berechnet 
werden. 

IIL  Die  Formeln  4)  enthalten  in  letzter  Instanz  nur  die  drei 
Variabelen  |,  tj  und  a?,  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichun- 
gen von  der  Form  y  r=:/(ic),  sowohl  y  als  y'  und  y"  durch  x  aus- 
drücken kann.  Denkt  man  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  x  elimi- 
nirt,  so  bleibt  nur  eine  Gleichung  zwischen  |  und  17  übrig,  d.  h.  die 
Gleichung  derjenigen  Cmve,  welche  von   den  stetig  aufeinanderfol- 
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en  Erümmungsinittelpankten  gebildet  wird.  Dieser  geometri> 
sehe  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  heisst  die  Evolute  der  gege- 
benen Corve,  und  zwar  kommt  diese  Benennung  daher,  dass  man  sich 
die  ursprügliche  Ourve  durch  Abwickelung  eines  um  die  Evolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann. 

Als  Gleichung  der  Parabelevolnte  findet  man  mittelst  der 
angegebenen  Elimination 

also  eine  Curve  dritten  Grades  (die  sogenannte  semicubische  Parabel). 
Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung  unter  der  Form 

©•  +  (!)•=• 

dargestellt  wird,  erhält  man  als  Gifeichung  der  Evolute 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

a2  — ^2  a2  — 52 

ai  =  — - — •  hl  =  — 7^ —  • 
a  0 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichung 
daraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Evolute 

a^  +  b^  ^        a«  +  >» 

Ol  = ,  61  == r 

a  0 

Für  die  Cycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die 
Evolute  eine  mit  ihr  congruente  Cycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 
Lage  besitzt. 

§.  23. 
Formeln  für  Folarcoordinaten. 

Bei  dem  Gebrauche  von  Polarcoordinaten  wird  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  und  der  Abscissenachse  als  un- 
abhängige Yariabele  betrachtet  und  jener  Yector  als  abhängige 
Variabele;  für  Z.  XOF  =  ö  und  OP  =  r  (Fig.  2&  a.  f.  S.)  ist  dem- 
nach die  entwickelte  Gleichung  der  Gurve  von  der  Form 
l)  r  =/(«), 
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woraus  sich  die  Differentialquotienten 

dm 


|j  =  r'=/(0), 


r"=/"(0)u.  B.w. 


Fig.  26. 


leicht  ableiten  lassen.  Es 
fragt  sich  nun,  welche  neue 
Formeln  an  die  Stelle  der  frü- 
heren treten,  wenn  man  statt 
der  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  Polarcoordinaten  einführt. 
Der  Uebergang  von  dem 
einen  zum  anderen  Coordina- 
tensysteme  geschieht  bekannt- 
lich mittelst  der  Formeln 


2)  X  =  rcosdy  y  =  rsin  ff; 

eine  Aenderung  des  0  hat  nun  gleichzeitige  Aenderuugen  von  r,  x 
und  y  zur  Folge,  mithin  ist 

dx         dr         ..  .    ^ 

dö        du 


dü~dO^^^     +  rcosd, 


dy 


und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  -y-  ^^tanr^ 

dx 


tant  = 


-777  5***  0  -\-rcosd 
dö 

-Tä  cosO  —  rsinO 
da 

Hieraus  ergiebt  sich 

dr  1  +  ton  t  tand 

dO  tont  —  tanO 

oder,  wenn  t  -^dz=z<p  gesetzt  wird, 


dr^ 
dO 


tanO  +  r 


dr^ 
du 


—  r  tan  ( 


tan  (r  —  ü) 


3) 


1    dr        r' 
r   dd        r 


Diese  Formel ,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geometri- 
sche Betrachtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangentenzie- 
hens, denn  es  ist  (p  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  PT  und  dem' 
Eadiusvector  OP.  ^ 


r 
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Nennen  wir  if  den  Winkel  OPU,  welchen  die  Normale  mit  dem 
Radiusvector.einschliesst,  so  ist  ^  =  90^  +  9^1  folglich 

r' 

4)  tanilf  := • 

Eine  im  Coordinatenanfange  auf  dem  Vector  errichtete  Senk- 
rechte wird  von  der  Tangente  in  einem  Punkte  F,  von  der  Normale 
in  einem  Punkte  W  geschnitten;  die  Strecke  OV  heisst  dann  die 
Polarsubtangente,  OTF  die  Polarsubnormale.  Man  findet  OV 
=  rtanq>  oder 

•5)  Polarsubtg,  =  -y, 

6)  Polarstibn.  =  r'; 

die  letzte  Gleichung  lässt  die  geometrische  Bedeutung    7on  r'  er- 
kemien. 

Die  Formel  für  das  BogendifFerential 
ds^  =  dx^  4-  dy^ 
verwandelirsich  nach  Substitution  der  Werthe  von  dx  und  dy  in  die 
folgende 

7)  d8'^  =  dr^  ^  {rddY 
oder  

8)  ds  =  dd  yr^'  +  (l^y  =  ddVr^  +  r'^. 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  aus- 
zudrücken, halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

worin  ds  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  efr  zu  berech- 
nen ist.     Die  Formel  3)  liefert 

r' 
r  —  0  =  arccot  — , 
r 

daher  ist 

rdr'  —  r'  dr 

r2  rdr'  —  r'dr 


dt  —  de=  — 


r»  +  r'a  r?  +  r'2 
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oder 


d[r== 


r«  +  2r'2  —  rr'' 


dd, 


und  nun  ergiebt  sieb  vermöge  der  Wertbe  von  ds  und  dt 


9) 


Für  den  Fall,  dass  die  Gleicbung  der  Curve  unentwickelt  in 
Polarcoordinaten  gegeben  ist,  bat  man  r'  und  r"  nacb  §.  16  zu  be- 
recbnen. 


§.24. 


Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln. 


I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zum  Pol,  die  H^auptacbse  zur  Abscissanacbse  und 
rechnet  den  Winkel  6  vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekanntlich 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 


1) 


1  -|-  s  cosO 


Fig.  27. 


''/T 


und  in  Beziehung  auf 
Fig.  27, 

FF=r,  Z.AFF=d\ 
dabei  bedeutet  p  den 
Halbparameter  gleich  der 
Brennpunktsordinate  FG 
und  s  die  numerische 
Exentricität,  d.  lu  das 
Verhältniss  von  r  zum 
Abstände  Pj^/"  des  Punk- 
tes F  von  der  Directrix 
DE.  Aus  Nro.  1)  erhalt 
man  für  den  Winkel 
FPY=^iif   zwischen 


Vector  und  Normale  die  Formel 


tcmif  =^ 


s  sin  0 


1  +  scosd  ' 
and  für  dessen  Snpplement  FP  Z7,  welches  %  heissen  möge, 
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.                  esind 
tan  X  =  - — ■ 75 , 

1  4-  Bcosd  S8ind 

mv  =    ,  ,     8tnr  =    ,  • 

Yl  +  2scose  +  6^  Vi  +  2bcosO  +  B^ 

Hieraus  kann  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und  der  Hauptacl^se 
abgeleitet  werden ;  es  ist  nämlich  Z.  F  UP  =  d  —  % , 

sinFüP  =  sind  C08%  —  cosd sinx 
und  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  x  nnd  sin  X 

stnFüP  =  ,y  . 

Vi  4-  2£COSO  +  s^ 

In  dem  Dreiecke  FP  U  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP  =  r 

und  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F  U  und  P  U  =  U  leicht 

zu  berechnen  sind.     Man  hat  zunächst 

^  _  r  sin  X 

FU  = =—  z=z  er 

sinFUP 

mitbin 

—  ='  =  PN^      ^""^PN'^ 

dies  giebt  eine  neue  Normalenconstruction  entweder  mit  Hülfe  der  Di- 
rectrix  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Vector  die 
Strecke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
Tmi  dem  Mittelpunkte  C  verbindet  und  nachher  die  Normale 
PU\\TG  legt.     Für  die  Normale  u  erhält  man 


u  = 


r  sin  0  ^r- — : — r 77—; 

■  =  rV  l  +  26  cosO  -\-  6^ 


sinFüP 
mitbin 

ucosx  =  r(l  +  sco86f)  =  jp; 

bierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Satz ,  dass  die  Projection  der  Nor- 
male auf  den  Vector  eltne  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
Halbparameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Vector  die 
Strecke PS=FÖ  und  errichtet  in  S  auf  PS  eine  Senkrechte,  so  be- 
stimmt letztere  auf  der  Achse  den  Punkt  Z7,  durch  welchen  die  Nor- 
male geht.     Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  ferner  die  geo- 

u 

metrische  Bedeutung  von  — ,  und  hierdurch  wird   die  in  §.  22  fär 

den  Krümmungshalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

Q  =z  —  usec^Xf 
deren  Construction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  ü  auf  der  Nor« 
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male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vector  in  B  schneidet,  und 
nachher  durch  R  eine  zu  PB  senkrechte  Gerade  legt,  welche  der 
Normalen  im  Erümmungsmittelpunkte  Q  begegnet. 

IL  Die  Lemniscate.  Auf  einer  Geraden  sind  zwei  fest« 
Punkte  F  und  G  im  Abstände  FG  =  2c  gegeben,  und  es  wird  der 
geometrische  Ort  des  beweglichen  Punktes  P  für  den  Fall  gesucht, 
dass  das  Rechteck  FP  .  GrP  von  constantem  Inhalte  und  zwar  gleich 
dem  Quadrate  über  IFG  =  c  ist.  Auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  a:-Achse  die  Gerade  FG  (Fig.  28)  und 
dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  F  G  ist,  lautet  die  Gleichung 
der  Curve 

V(c^xy  +  y^  .  V(c  +  «)3  +  y*  =  e^ 
und  nach  gehöriger  Reduction 

Durch  Einführung  von  PolarcoordinatenXF=  rcosd,  y^=r  sin  ö) 
wird  die  Gleichung  einfacher 

r*  =  2c^r^co82d 
oder,  wenn  c  VT  =  a  gesetzt  wird, 

r  =  aV  cos2  0. 
Hieraus  ergiebt  sich  augenblicklich 

tanif  =  tan2d\ 
der  spitze  Winkel  zwischen  Vector  und   Normale  beträgt  also  das 
Doppelte  von  d,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  ist. 
Fig.  2a  .  Fig.  29. 


in.  Die  Kreisevolvente.  Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  glei- 
ten so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  immer 
berührt ,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge- 
nannte Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  A  jener  Punkt 
und  zugleich  Berührungspunkt,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  sei 
QP,  der  Wälzungswinkel  AOQ  =  o>,  Z.  AOP  r=  6,  AO  =  a 
(Fig.  29),  es  ist  dann 
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QF  =  arcQÄ  =  ao, 
mithin  in  dem  Dreiecke  OP  Q 


r  =  aV  1  +G)^,    tan  (p  —  O)  =  m. 

Durch  Elimination  von  c»  würde  maQ  aus  diesen  Gleichungeft 
eine  Gleichung  zwischen  r  und  0  ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
mer, die  obigen  Gleichungen  ungeftndert  beizubehalten  und  fii  als  un- 
abhängige Variabele  zu  betrachten.     Man  hat  jetzt 

-  aa  dcD         dm  —  dO 

dr  -=.  — p=B==,    =r  diQ 

y  1  -f-o«     cos^  (g)  —  ö) 

and  aus  der  zweiten  Gleichung 

dO  =  sin^&'-e)dGi  ='-^^dc}, 

1  4"  ^ 

mithin  durch  Division 

,  _  df^  _  aVl  +<»^ 
^   ~  dÜ  ~  G) 

man  wie  früher  Z.  OPV  =  ^,  Zl  OPQ  =  2»   so  er- 


giebt  sich 

to»^  =  —  1-  = L     tanx  =  —  =cot(ca--(f), 

r  .  o  '^         CO  ^  ^* 

es  ist  folglich  X  =  90»  —  ^/  P  0  §  oder  P  Q  die  Normale ,  wie  zu 
erwarten  war. 

Man  hat  femer 

and  durch  Division  mit  d  0 

„  _  _  aVl  +  ai\ 

^    ~  ^^        * 

nach  Formel  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 

Q  =  a(o  =  PQ, 

mithin  ist  Q  der  Krümmungsmittelpunkt,  wie  sich  nach  d^r  Ent- 
stehoügsweise  der  Gurve  erwarten  Uess, 
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§.25. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt  gekrümmten 
•  Linien. 

I.  Eine  Curve  doppelter  Krümmung  hat  bekanntlich  zwei  Glei- 
chungen, weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  werden 
kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa  in  der  Ge- 
stalt 

1)  /(a?,y,£r)  =  0.        F{x,y,z)=:^0, 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal  e,  einmal  y  eliminiren  und  erhält  dann 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  y=(p{x),  z  =  il){x), 

womit  die  Projectionen  der  Curve  auf  die  xy-  und  auf  die  ojir- Ebene 
bestimmt  sind.  Es  mögen  nun  zwei  Curvenpunkte  P  und  Fi  betrach- 
tet werden,  deren  Coordinaten  x ,  y ,  z  und  x  -|-  ^^i  V  +  ^y  >  ^  +  ^ ^ 
heissen  sollen.     Die  Länge  der  Sehne  PPi  ist 

PPi  =  V  ^x^  +  Jy^  +  Jz^ 
und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  FP^  mit  den  Coordinatenachsen 
einschliesst,  durch  (J^^,  <Jy,  6^,  bezeichnen,  so  haben  wir 

dx  1 


COSOj, 


^C08  6y 


V  ^X^'    4-    ^3/2   _J.    ^^2 


V' + (^;+ öf/' 


^y jdx 


VJx'^  +  Jy^  +  Jz^ 


v^^m^m' 


eo8<s,  = 


V^x^  +  ^y»  +  ^Ä«        Vi  4.  /'^V-l-  (—X 


V'+(^;+(^) 


Bei  unendlich  abnehmenden  ^  x  rücken  die  Punkte  P  und  Px 
einander  immer  naher,  die  Secante  dreht  sich  tun  den  fest  bleibenden 
Punkt  P  und  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtung 
durch  drei  neue  Winkel  r«,  r,,  tg  bestimmt  wird;  aus  den  vorigen 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 
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/  1 

mtg  = 


i/-+(s)*+(fe)' 


3)\ 


dx 


V'+m+m' 


cosr.  = 


dj8 
dx 


v- +(©■+©* 


VT+v«  +  ^'^' 


Vi  +y'«  +  Sf'i 


Der  gemeinschaftliche,  Nenner  der  drei  Brüche  hat  einen  geo- 
metrischen Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  PPi  mit  ^« 
und  die  gleichnamige  Sehne  mit  ^6j  so  findet  die  Gleichung  statt 

Jx~  ^ö'  Jx  ~^J6   y        "^  VW    "^  \^x)  ' 
bei  verschwindenden  ^j;  convergirt  —-z-  gegen  die  Grenze  1  und  aus 
der  vorigen  Gleichung  wird 

Ä=V'  +  (S)'+(fe)* 

oder  , 

5)  ds«  =  ela;«  +  dy^  +  d[;r«. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  für  die 
Richtungswinkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 

dx  dy  de 

6)  co8x,  =  -^,       eo8t,=-j^,      ^^'  =  lü' 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xye  aufzustellen, 
nennen  wir  fi,  i?,  f  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Tangente,  r  seinen  Abstand  vom  Punkte  xyz  und  haben 

^^x  =  rcostg,    fi  —  y  =:  rcost^^    %--£=:  rcosz^ 

^twn  Inf  =  mn  =  Lzi 

C08  tx  008  ty  C08  r, 

oder  vermöge  der  drei  angegebenen  Cosinuswerthe 

7)  I  — ^  ^  n  —  y  _  Lzi, 

dx  dy  dz 

dB  dB  dB 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  auf  die  Ebenen  xy  und  jcz  pro- 
jicirt,  80  gelten  für  die  Projectionen  die  Gleichungen 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  den 
gleichnamigen  Projectionen  der  Curve,  was  geometrisch  unmittelbar 
einleuchtet. 

^n.  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Berüh- 
rungspunkt der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Sind  f ,  i^ ,  g  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Normalebene,  so  muss  die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form     ' 

Aii-x)  +  B(fi-y)  +  Git-z)  =  0 
sein,  weil  die  fragliche  Ebene  den  Pankt  xyz  enthalten  muss.     Da 
ferner  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soll,   so  müs- 
sen ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  t-^,  ty,  Xg  sein, 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  folgt 
A:Bi  G  ^=  cosxgg  :  costy  ',  cosXg. 
Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

cosX:,{j^7-x)  +  cosXy{Yi—y)  +  cosr^(5  — £r)  =  0 
d.h. 

oder  auch 

Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  Differentialquotienten 

—  und  -r—  kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhalten, 
dx  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  kennt 
man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  I^iuie 
angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen 
angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  man  die  Gleichun- 
gen 1)  zur  Entwickelung  von  -^  und  -r—  benutzen.     Die  Differen- 

CLX  (XX 

tiation  derselben  giebt  unter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  eine 
unabhängige  Variabele  x  und  ?wei  abhängige  Variabelen  y,  e  vorhan- 
den sind, 
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de 


111 


8/  ,8/  Ay_  dl 
dx  '^  dy  dx  ^  de 
dF  dF  dy  dF 
dx  '^  dy  '  dx  '^  de 


dx 


0, 


de 


Uiid  hieraus  findet  sich  durch  Elimination 

dp  ,      dx      dz         dx      dz 


dx 


=  + 


11) 


de 
dx 


dF 
dy 

df 

de 

df 
dy 

dF 

de 

df 

dx 

dF 
8y 

dF 

dx 

df 

dy 

dp  'dz         dp  '  dz 
Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  einer  Kugelfläche  mit  einem 


Fig.  30. 


Gylinder,  dessen  kreisförmiger 
Querschnitt  den  Kugelhalbmes- 
ser  zum  Durchmesser  haben, 
und  dessen  Mantel  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen  wir  2  a  den  Kugel- 
halbmesser und  legen  die  x- 
Achse  in  die  erzeugende  Ge- 
rade, welche  durch  das  Kugel- 
centrum geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Curve  folgende 
Gleichungen 


f(x,  p,  si)  =  x^  -\-  p*  +  z^"  4a«  =  0, 
Fix,  p,  z)  =  p^  --  2az  +  z^  =  0. 
Baraus  erhalten  wir 


df 

dx 

=  2x, 

8/_< 
dy-' 

iy. 

8/ 

de    " 

-.2e, 

dF 
dx 

=  0. 

dy-' 

iy. 

dF 

de  ~~ 

2(e  - 

-  a) 

und  mittelst  der  Formeln  in  Nro. 

11) 

dy  _ 
dx 

x{z  —  a) 
'       ay      ' 

de 
dx 

=  — 

X 

a  ' 

demosch  sind  die  Gleichungen  dei 

'  Tangente 

n-y  = 

x(e  — 
ay 

^(1-.). 

e- 

-  jer  = 

X 

a 

(1- 

X) 
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Die  Gleichong  der  Normalebene  ist 

und  bei  gehöriger  Reduction 

a    y    .    z  —  a  .        ^ 

-1  +  -^  12-5  =  0; 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalebene  immer  durch  den  Coor- 
dinatenanfang  (den  Kugelmittelpunkt)  geht,  was  bei  einer  sphärischen 
Curve  zu  erwarten  war. 


§.26. 
Die  Krümmung  räumlicher  Curven. 

I.  So  wie  wir  in  §.  22  den  Grenz punkt  aufsuchten,  in  wel- 
chen der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  einer  Plan- 
curve  überging,'  wenn  die  J^ormalen  in  einander  fielen,  so  können  wir 
auch  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in 
welche  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  No^malebenen  beim 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
trachten wir  zwei  Punkte  P  und  Pj,  deren  Coordinaten  x^y^z  und 
X  +  •^^»  y  +  ^yt  ^  +  -^^  heissen  mögen,  und  legen  durch  jeden 
eine  Normalebene;  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  sind 

s^^  •       1)  {l-x)äx  +  {n-y)äy  +  {i-z)dz  =  0, 

'vre/^tvx  H»^  (I  _  ^^)  dx,  +  iri^y,)dy,  +  i^-^zOdz,  =  0.         . 

-f    i  ^  '  «^-^  Ijj  Beziehung  auf  a? ,  y\  z  betrachtet,  ist  die  erste  Gleichung  un- 

ter der  allgemeinen  Form  i(x ,  y  ^  z)  =  0  enthalten ,  die  zweite  un- 
ter der  entsprechenden  Form  f(aJi,  ^i,  ^^i)  =  0  oder  i(x  -\-  ^x^ 
y  +  z/y ,  z  +  /iz)  =  0 ;  es  gilt  aber  immer  die  Gleichung 

f (a?  +  z/rr,  y  +  /iy,  z  +  ^z)  =  i(x,  y,  z)  -f  ^f(a?,  y,  z), 
worin  ^f(a?,  y,  z)  die  totale  Differenz  der  Function  f  bedeutet,  fer- 
ner ist  f(a;,  y,  £r)  =  0,  mithin  lässt  sich  die  Gleichung  der  zweiten 
Normalebene  durch 

2)  ^[(|-«)da!  +  iv-y)dy  +  it-^yde]  =  0" 

darstellen.  Um  noch  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene  mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt  zl, 
und  erhalten  durch  Ausfuhrung  der  angedeuteten  totalen  Differentiation 

(i-^x)d^x  +  (n-'y)d^y  +  (i-z)d^z 


i 


dx^  —  dy^  --  dz'^  '  ~^ 
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Cap.  IIL  §.  26.  Die  Krümmting  räumlicher  Curven.  113 
oder  kürzer 

3)  (l^x)d^X  +  (fi^p)d^y+  (t-is)d^e  =  d8^. 

Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  £  —  jgr,  das  andere 
Mal  fj  —  p  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte;  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  so  nehmen 
wir  die  Gleichung  3)  statt  Nro.  2),  ^obei  der  beabsichtigte  Ueber- 
gADg  zur  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  jJ  ausge- 
sprochen ist.     Indem  wir  die  Abkürzungen 

4)  X=dydU  —  d/sd^p,  Y—  dzd^x  —  dxd^z, 

Z  =  dxd^y  —  dyd^x 
einfuhren,  erhalten  wir  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

-,  Z   ,u        .    ,    ds^dy 

5-^  =  -^  (^~^)  +  "x    ' 

and  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
von  zwei  benachbarten  Normalebenen.  Die  Winkel ,  welche  die  ge- 
nannte Grenzlinie  mit  den  Coordinatenachsen  einschliesst,  mögen  ^,, 
0*, ,  ^g  heissen ;  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  dann 
gv  COS%'x  cos^y  cos^t 1 

X    ~    Y   ~    z    ~  Vx2  +  r^  +  z^' 

Auf  die  hiermit  bestimn^e  Grenzlinie  fallen  wir  vom  Punkte  T 
eine  Senkrechte  P  Q ;  den  Fusspunkt  Q  nennen  wir  den  zu  P  gehö- 
rigen Erümmungsmittelpunkt,  die  Länge  FQ  ==  q  den  Krüm- 
mungshalbmesser. Sind  nun  p^ ,  py,  q,  die  Winkel,  welche  (>  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet,  so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

7)  ^  —  X=  Q  COSQs,     12  —  3^  =  ^cospy,     i -- 0  ==  QcasQg,      l    ^ 
femer  ist,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
rechten  Winkel  einschliessen,  ^ 

cos  d'x  cos  Qg   +    cos  d-y  cos  Qy   -f   COS  d'g  COS'Qg  =  0 , 

oder  auch  durch  Substitution  der  sechs  Cosinuswerthe  aus  6)  und  7) 

8)  Xa-x)  +  r(ij-y)  +  Za-e)  =  0. 

Zur  Bestimmung  von  |,  ?},  £  führt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Krümmungsmittelpunkt  sowohl  in  der  Grenzlinie  5)  als  auch  in 
der  Senkrechten  P  Q  liegt,  dass  also  | ,  ^ ,  S  ^^^^  Gleichungen  5),  7) 
und  8)  genügen  müssen ;  hieraus  findet  man 

SchlOmilch,  Analysia.  8 
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,  Zdx  —  Xde     ,  , 

9)  \       V-9=  x^+T-^  +  Z^  ^'' 

_     Xdy—_Ydx_      ^ 
FOr  dio  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  erhält  man 
und  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

10)  Q  = X2  +  r»  +  z^ ^®'" 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,   entwickeln  wir  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 
X2  {dy^  +  de'^)  4-  r2  {de^  +  e?a;2)  +  Z^  (dx^  +  dy^) 
—  2{XYdxdy  +  ZZe^^e^fia;  +  rZrfyei^) 
und  ersetzen  die  Coefficienten  von  X^,  Y^^  Z^  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe 

die  vorige  Quadratsumme  geht  dann  über  in 

(X2  +  r«  +  Z2)  c?82  —  (X(?ic  +  re?3/  +  zdzy^ , 

und  hier  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  X,  Y^  Z.     Damit  verwandelt  sich   die  Formel 

10)  in  die  folgende 

11)  p  =  .,> 

Vx2  +  r«  +  z» 

Femer  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung 

5:2    +    r«    +   Z2  =  [((?2a;)2    4.    (d22/)2   +   ((^2^)2  «.   (^2^)2]  öfs«, 

und  kann  daher  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 

^£2 

^  ~  V(<i2aj)2  +  {d'^yy  +  ((«2^)2  —  (^^25)2' 
diese  ist  wieder  einerlei  mit 


12)      9  = 


/[«i,[fij4ifr 


wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  findea 
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wird.     Endlich  kann   mao  die  Formeln  9)  durch  die  folgenden  er- 
setzen 


Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung,  dass  man  zu  diesen  For- 
mein  auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krüm- 

mongshalbmesser  als  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  —t-  angese- 
hen* wird,  wenn  ^v  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 
Punkten  P  und  Fi  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Betrachtung  kurz 
durchführen,  weil  sie  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  auf 
S.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist.  Die  Tangente  im  Punkte  P 
bildet  mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  tx,  ty,  tg,  deren 
Cosinus  an  die  Grleichung 

14)  (cost^y  +  {cosXyY  -f  {cost.y  =  1 

gebunden  sind;  die  Tangente  im  nächsten  Punkte  Pi  schliesst  mit 
deu  Achsen  drei  neue  Winkel  ein,  deren  Cosinus  von  den  vorigen 
Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

cos  tx  -\-  ^  cos  tx ,  cos  ty  -\-  ^  cos  ty ,  cos  tg  -\-  jdcos  tt 
bezeichnet   werden    können;    für    dieselben    gilt    die   entsprechende 
Gleichung 

15)  (cos  tx  +  ^  cos  txY  +  (cos  ty  ■\-Jcos  tyY  4-  {cos  tg-\-^COS  tg)^  =  1. 
Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  ^t,  welcher  be- 
stimmt wird  durch  die  Formel 

cos^t  =  cos  tx  (cos  tx  +  ^cos  tx)  -\-  COS  ty  (cos  ty  -\-  dcos  ty) 

-\-  cos  tg  (cos  tg-\-  J  cos  tg). 
Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1  —  CÖS^t)  =  (^COStxY   +   (d  cos  tyY  +   (JcOSt:^y^ 

woraus  folgt  ^ ^ 

2sinlJt  =1  Y(dcostxY  +  (dcosty)^  +  (dcostg)^. 
Ferner  ist,  wenn  der  Bogen  PPi  mit  ds  bezeichnet  wird, 
^^s        sin\dz  jds 

dt  \dt       %sin\dt 

und  nach  dem  Vorigen 

ds  sin\dt     1 __^ 

^  ~    2^^        \f(^costx^       Mcostyy       /Jcostgy 

8* 
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Gehen  wir  nun  zur  Grenze  für  verschwindende  ^snud  ^x  über, 
BO  erhalten  wir  linker  Hand 

-,     Js         äs 
Lim  -T-  =  -—  =  ^ , 
^z         dt         ^ 

rechter  Hand  convergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  und  da- 
mit gelangen  wir  zu  der  Formel 

1 

o  =  — 

V  [-^^)  +  [-dT)  +  [-ir) 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  costx^  costy,  costg  (Nro.  6 
in  §.  25)  mit  Formel  12)  identisch  wird.    . 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittel- 
punktes sowie  des  Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allgemein, 
welche  auch  die  unabhängige  Yariabele  sein  möge;  sie  vereiniacnen 
sich  aber,  wenn  man  eine  der  Grössen  x,  y,  z,  s  als  unabhängige 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  Horizontal- 
und  Verticalprojection  bestimmt,  so  ist  x  die  unabhängige  Variabele, 
dx  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  und  eben 
desshalb  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  rc,  folglich  d^x  =  0 ;  un- 
ter Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 

i|.  =  y  =  y'(x),  ^  =  y"  =   <P"(^)  U.   8.  W. 

erhält  man  jetzt  aus  den  Formeln  11)  und  9) 


17)  ^-Y    ■        0+/^  +  ^'^) 

^  y     Q,'js"-y"jl>)2   +y": 

^  —  X  =  —  Q 


18) 


3 
(1    +   y'2    4.    ^/2)2' 

-  {y'z"  -  y"z')z' 


"^    ^-^     (1  +  2/'^  +  ^'^y 

t^.-n^  ^'*  +  jy' ^"  -  y"  ^'W 


(       '        "      .  ^         (1  +  2/'^  +  e"")' 

Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  Werthe 
von  y,  y' ,  y'\  z,  z\  z"  und  q  nur  die  vier  Variabelen  a;,  |,  iy,  g; 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x  zwei  Gleichungen  zwischen 
f ,  T^.  5  bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geometri- 
schen Ort  der  Krümmungs  mittel  punkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  s 
als  unabhängige  Variabele ,  mithin  a? ,  ^ ,  ^e^  als  Functionen  von  s  an- 
sieht ;  es  ist  dann  d'^  s  -=:  0  und 
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19)  (>  = 


v©)'+a'+(sf 


.    ..  d'^x  d^v  d^g 

20)1-. =  9^5^,   v-y  =  9^jf-    j-.  =  ,^^. 

n.  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formeln  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkung  daran  zu  knüpfen.  Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine 
Ebene  senkrecht  zur  Grenzlinie  6),  so  eshält  man  die  Ebene  des 
Krummungskreisef,  die  sogenannte  Krümmungsebene;  ihre  Glei- 
chung ißt  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 
Xit-z)  +  T(ri-y)  +  Z(t-e)  =  0. 

Biese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Punkt  zu  Punkt,  und  man 
kann  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Bjrüm- 
mungsebenen  bestimmen.  Da  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der- 
selbe ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln ,  so  brauchen  wir  nur  den  Winkel  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einschliessen.  Die 
Richtungswinkel  'ö'-j,  -O-y,  0*^^  der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung  . 

(coS'9',)2  4-  (cosd'yy  4-  (cosd^y  =  1; 
die   zweite  Grenzlinie   hat  andere   Richtungswinkel,    deren  Cosinus 
durch  cos  d-g  -f-  ^cos  d^x »  cos  -Ö-y  4-  -4  ^^^  "^y »  ^^^  ^z-\-  ^  cos  O",  darge- 
stellt werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 

{cos  ^;r  +  ^  cos  ^^y  +  {cos  ^j,  +  ^  COS  ^y )*  +  {cOS  O«^  +  ^CÖS  '^O^  =  1  5 

endlich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel  z/co, 
dessen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird: 

COsJ€fS=  C0S%'x{C0S%'x   4-   ^COS^x)   +   COS  d'y  {cOS  d"^   -f   ^COS^^) 

-{-   C0S^t{C0S%'g   -\-   ^COSd^g), 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
beiden  vorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 

2(1  — cos^a3).=  {Jcos&x)^  +  {Jcosd'yy  +  (Jcosd'.y, 
2sinlJ(o  =  V  {^cosd-^y  +  {^cosd'y)\+  {zJcosd',)^. 
Ferner  ist 

ds  8in\^(D  jds 

sinJjJca  1 


V(^)'+(^)'+(^)'' 
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beim  üebergange  zur  Grenze  für  rersch windende  ds  und  d  cd  wird 

.      jds  d  8 

Lim  —j —    =  -; —  und   diese  Grösse  nennt  man  den  Halbmesser 
^o  do 

der  zweiten    Krümmung   oder   den    Torsionshalbmesser;    er 

jjegt  senkrecht  zum  Krümmungshalbmesser  und  bestimmt  sich  darch 

dieTormel 

21)  Q,= 


Differenzirt  man  cosd'a.,  cos%'y^  cosd",,  indem  man  ihre  Werthc 
aus  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

22)  U^YdZ—ZdY,  V=ZdX—XdZ,  W=XdY'^YdX, 

.   2^2  =  X2  +  r2  +  z» 

einfuhrt,  so  findet  man  leicht 

,      ^        VZ^WY  ^      ^        WX—UZ  ^      ^        UY—VX 
dcosy'g.  = — ,  dcos^y  = — ,  dco8^t  = — , 

_  (ui  +  F«  +  w^)  (x^  +  r«  +  z^)  -  (ux  +VY+  wzy 

zufolge  der  Werthe  von  U,  F,  W  ist  aber  UX+-VY+  TFZ=0, 
mithin 

772  _L   F^  -4-    TF2 

(dcos»:,y  +  (dcos^^y  -f  (dcosd;)^  ^  u    -r  r    -r   rv 

23)  pi  = 


R^ds 


y  u-^  +  v^  +  w^ 

Um  ?7,  F,  TF  weiter  zu  entwickeln,  berechnen  wir  zuerst 
dX  =  dyd^z  —  dzd^y,  dY  =  dgd^x,  —  dxd^e, 
dZ=  dxd^y  —  dyd^x, 
und  leiten  hieraus    TJy  F,  W  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  -zur  Ab- 
kürzung setzen 
24)     S=^  (d'^xd^y  —  d^yd^x)dz  +  {d^zd^x  —  d^xd^z)dy 

+  (d^yd^z  —  d^zd^y)dxi 
wir  erhalten 

U=  Sdx,     V=Sdy,     W=Sdz, 
VU^  +  T'  +  TF2  =  sYdx^  +  dy'^  +  dz^  =  Sds, 
mithin  nach  Nro.  23) 
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Wenn  für  alle  Punkte  einer  Curve  die  Gleichang  S  =  0  be- 
steht, 80  ist  (»]  =  00  ,  d.  h.  je  zwei  auf  einander  folgende  Erümmunge- 
ebenen  fallen  zusammen.  Die  Gleichung  S  ==  0  spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  aus ,  unter  welcher  eine  im  Räume  liegende 
Curve  eben  ist. 


§.  27. 

Tangentialebenen  und  Normalen  an  Flächeji. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  entweder  in  der  unentwickel- 
ten Form 

1)  F(x,y,z)  =  0 
oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  ii=f{x,y) 

gegeben  sein,   jedenfalls   enthält    sie   zwei   unabhängige   Yariabele, 


Fig.  31. 


welche  in  Fig.  31  durch 
die  Coordinaten  OM=x 
und  MN=  y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte 
Coordinate  NF=z  von 
X  und  y  abhängt.  Einer 
partiellen  Aenderung  des 
X  um  MMi  ^NNi=:^x 
entspricht  eine  partielle 
Aenderung  desjer,  welche 
durch  d  Zx  bezeichnet 
werden  möge ;  ebenso 
fuhrt  die  partielle  Aen- 
derung des  2/,  nämlich 
^^2  =  ^y»  zu  einer 
zweiten  partiellen  Aende- 
rung des  z,  die  /!lzy  heis- 
sen  möge.  Durch  die  drei 
Punkte  P,  Pi ,  P2 ,  deren  Coordinaten  sind 

a?,  y,  0\    X  -\-  ^x,  y,  z  +  ^z^\    Ä5,  y  +  ^2^»  ^  +  ^^yi 
legen  wir  eine  Ebene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren 
3)  fi  =  At  +  Bri  +  0; 

die  Coefficienten  Äy  By  C  müssen  dann . folgende  Bedingungen  er- 
füllen 


Digitized  by  CjOOQ IC 


120      Cap.  III.    §.  27.   Tangentialebenen  and  Normalen 

4)  z  —  AX'\'Bp'\-C, 

g  -\-  ^e^=:  A{x+  ^x)  ^  By  ^  C, 
0  +  ^e^  =  Äx  -}-  B(ff  +  dy)  +  a 

Hieraus  erhält  man  leicht 

4  =  4^,     ^  =  ^.     G  =  .-^x-^p, 
/Ix  dy  /ix  Jy 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P  P^  P^ 

Bei  verschwindenden  jdx  und  /ly  fallen  die  Punkte  P,  Pi,  P« 
in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf 
einen  Punkt  zusammen,  die  Schnittebene  wird  zur  Berührungsebene, 

die  partiellen  Diflferenzenquotienten  ^  und  .  ^  gehen  in  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  -^ —  und  -^  über,  und  daher  ergiebt 
sich 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Bass  wirklieb  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
y  Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Recht  die  Be- 
ruhrungsebene  heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Durch 
zwei  Punkte  der  Fläche,  derwi  Coordinaten  x,  y,  e  und  x  -{'  /tx^ 
y  -\-  /ly^  z  4"  ^ß  sein  mögen,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

''-^  =  ^(«--)'    f--  =  ^«— )• 

Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und  lassen  z/aj,  ^/y,  /i  e  gegen 
die  Null  convergiren,  so  wird  die  Secante  zur  Tangente,  und  die 
Gleichungen  der  letzteren  sind 

^-^  =  4l«-^)'    ^-^  =  -^(^— )•     • 

Der  üebergang.  von  einem  Flächenpunkte  zum  anderen  ge- 
schieht nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  ^x  als 
/ly  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  totale  Aenderung  des 

jdy        .     ,  dii 

z  berechnet;   es  ist  daher  -7-,  mithip  auch  -~-  eine  ganz  beliebige 

Grösse  2  ^uid  zwar,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tau- 
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gcnte  des  Winkele  zwischen  der  o;- Achse  und  der  Horizontalprojeo- 
tion  der  Tangente.     Andererseits  hat  man 

dg   ^      ,    dtf  ^         de         dg    ,     de 

de  =^  ^--  dx  +  rs—  dy,     T-  =  o h  -5—  ff» 

dx  öy      dx         dx         dy 

folglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xye  gelegten 

Tangente 

Lässt  man  den  Winkel  zwischen  der  x- Achse  und  der  Horizon- 
talprojection  der  Tangente  von  0^  his  360'^  gehen,  mithin  g  alle 
Werthe  yon  —  oo  his  -f-  oo  darchlanfen,  so  erhält  mau  rings  um  den 
Punkt  xye  herum  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
metrischen Ortes  jener  Tangenten  ergieht  sich  durch  Elimination  von 
g  aus  den  heiden  Torigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  5). 

Die  Winkel,  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialehene  errich- 
tete Senkrechte  mit  den  Goordinatonachsen  einschliesst  (die  sogenann- 
ten Stellungswinkel  der  Ehene),  mögen  v^y  v,,  Vg  heissen;  nach  hekann- 
tan  Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafür  aus  Nr.  5) 

de 


I    -                                             dx 
I        cos  Vg  = 


V(fe)'+(|/+. 


^ 


^)  \       cosv^  =  —  -^  f 


cosv^  =  — 

<dy 
1 

COSVg  =   + 


+ 


V(lf)'+  ©' 


+ 


Eine  im  Berührungspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
errichtete  Senki-echte  wird  die  Normale  der  Fläche  genannt;  ihre 
Richtungswinkel  sind  identisch  mit  v^,  i^y,  Vg  und  daher  durch  die 
Formeln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
xye  gehen  muss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Regeln 
leicht  aufzustellen;  man  findet 
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wobei  man  sich  dio  Normale  auf  die  Ebenen  xe  und  yz  projicirt  zu 
denken  hat. 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  ^vorkommenden  partiellen 
Differentialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aiis  Nro.  2)  oder 
aus  Nro.  1)  nach  den, Formeln 

dz  _  dx  dz  dy 


dx  dF_  dy  ~  dF 

dz  dz 

Im   letzteren   Falle   nimmt  die  (xleichung  der  Berührungsebene  fol- 
gende symmetrische -Gestalt  an 
Q.  dF   .^        .    .     dF  ^  .    .     dF  .,        .        ^ 

')       «7  (^-^)  +  -a^  ^^""^^  +  "8^  ^^"'^  •= ''' 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 


+  (!?)■• 

dF 

dy 

N  • 

COSVg  = 

ZF 

de 
N 

80  erhält  man  aus  Nro.  6) 

■  dF_ 

dx 
10)  COSVx  =  — TT-»       COSVy  = 

und  als  Gleichungen  der  Normale: 

^  dF  dF  dF 

dx  dy  dz 

Passende  Beispiele  für  alle  diese  Formeln  bieten  die  Flächen 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichun- 
gen von  der  Form  z  =  Ax^  -f-  By^  sind,  wird  man  sich  der  For- 
meln 5),  6)  und  7)  bedienen;  bei  den  centralen  Flächen,  deren  Glei- 
chungen in  dem  Schema  Äx^  -\-  By^  +  Gz'^  -\-  B  =  0  enthalten 
sind,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  11)  bequemer,  weil  man 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  EUipsoid  z.  B., 
dessen  Gleichung 

a?2  i/2  z^ 

ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 
oder 
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woraus  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  die  Berührungsebene  von  den 

Coordinatenachsen  abschneidet,  der  Reihe  nach  — ,  — und — sind. 

X       y    .        z 


.     .  •  §.  28. 

Die  S^rümmung  der  Flächen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es   das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  uuter- 
snchen,  welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausfuhren.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xye  mögen  sein 
1)      I  —  a;  +  i>(5  — ;er)  =  0  und  1?  —  y  +  q,{t'-z)  =  0, 
wobei  wii*  zur  Abkürzung 
„.  dz  dz 

gesetzt  haben ;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  «H-/S,,  +  ye=l; 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
chung 3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  und  ij  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt  ' 

und  diese  Gleichung  kann  für  jedes  ^  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  =  «i?  -f  ßcL, 

5)  ax  -\'  ßy  -\-  yz  =  \ 

stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Normal- 
schnitt nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  x,  y^  z  für  |,  17,  £  setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  z  '=^  f{x^  y)  einmal  z^  das  andere  Mal  y 
eliminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man,  x  als  unab- 
hängige Variabele  angesehen,  nach  Fornael  17)  in  §.  26. 
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Q'^  ""  (dx^  +  dy'  +  dz^y  ' 

ferner  durch  Differentiation   der  Gleichungen   der  Fläche  und   der 
Ebene: 

,  de    .      ,     djs    .  ,      . 

"dx     ^  ^  Jy  ^  ~^       "*"  ^^' 
'  adx  +  ßdy  +  ydz  =  Ol 

und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d^/g  =  rdx^  +  2s  dxdy  +  tdy^  -\-  qä^y^ 
ßd^y  +  yd^z  =  0, 
wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 

^  "^  —  dx^^'   ^~dxdy'   *  ~d^' 

Aus    den   obigen   Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination: 

dy  «  +  l>y        dz  pß  —  qa 

dx  ß  -\-  Qy'    d^       ß  -\-  qy 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

80  findet  sich  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
d^y  _  My  d^z  _      Mß 

dx^~        ß  -{-  qy'     dx'^  ~  ß  -\-  qY^ 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen : 
a^i  +  dy"^  +  dz^  ^(ß  -{-  qyY  -^  ja  ^^  pyY  -^  {pß-  g«)^ 

dx'^  (ß  +  qyy 

wobei  sich   der   Zähler   mit   Rücksicht  auf  y  =  pa  ■\-  qß  in    die 
Form  bringen  lässt: 

«» (1 + 3')  +  i^ni  +  p*)  +  a  («J»  + /s«)  y  +  (p' +  3')  y*  -  2  « /3i>  2 

=  (««  +  /J»  +  y«)  (!+!>*  +  ä*)  —  «V  —  ß^i^  —  2  a/J jpä  -l-  ya 
=  (a«  +  ^'  +  y')(l+l''  +  ä*)j 
demnach  ist  also 

dx^  +  dy-'  +  de^  _  (k»  +  /?'  +  7^)N^ 
^'  lü^        ^  —         03  +  yg)» 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 
,10)  2V»  =  1  +  p«  +  a». 
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Man  hat  nun- weiter 

dx^         ~  iß-^y^y  ^    ß  +  ra 

und  zufolge  der  oben  bestimmten  zweiten  Differentialquotienten  von 
y  und  x:   ^ 

^">\  aaj*  /  \oa;v  \ax'/  {jp  -f-  yq) 

Mittelst  dieses  Werthes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Substi- 
tation  erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes: 
1  Miß  +  yqy 


11) 

oder 

12) 


Q         N^(a^  +  ß^  +  r^) 

oder  auch  durch  Elimination  von  /5  +  yg  aus  9)  und  11): 

J__ Mdx^ 

^    ~  N{dx^  +  dy^  +  dz^) 

da 
Bezeichnet  mata -r^  kurz  mit  2^',  setzt  für  dz   seinen   Werth 
dx 

pdx  -j-  qdy  =  (p  +  qy')dx^  und  für  M  den  ursprünglichen  Aus- 
druck r  -|-  2  s 2/'  +  iy'^t  80  hat  man  noch 
131  J_  —  r  +  2sy'  +  </-^ 

^  9  ~JV[1  +y»  +  (i>  +  gyO-^]' 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
sind  die  partiellen  Differentialquotienten  |>,  g,  r,  s,  i  von  der,  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig,  unabhängig  dagegen  von 
a,  /),  y,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebene,  nur  y*  enthält  a,  ß^  y;  denn  es  ist 

und  es  hängt  demnach  y* ,  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 

a 

sclmittes,  von  dem  Verhältnisse  —  ab.      Aendert  man   dieses  fort- 

a 

während,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
male, zugleich  erhaUen  y'  und  —  andere  Werthe  und   man  kann 

demnach  die  Krümmung  als  Function  von  y'  ansehen.  Nach  dem 
Theoreme  in  §.  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Differential- 
quotient d[ — j'^y'   positiv  bleibt,    und   sie   nimmt  ab,   so  lange 


Digitized  by  CjOOQ IC 


126         Cap.  III.    §.  28.    Die  Krümmung  der  Flächen. 

er  negativ  ist;   ein  Weclisel  der  Krümmung  findet  also  in  dem 
Falle  statt,  wo 


(t) 


d 
Q 


dt/ 
wird;  durch  Ausführung  diesör  Differentiation  erhält  man  als  Bedin- 
gung dafür 
14)  Q(s  +  iy')  =  Nb,'-\-(p  +  qy')q]. 

Elimiuirt  man  Q  aus   dieser  und  der  Krümmungsgleichung,  so 
folgt 

r  -h  2  sy^  +  ty'^  ^l+y''  +  (p  +  qy^ 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y' : 

Die  Auflösung   dieser  Gleichung  gieht  nun  diejenigen   Wertbe 

von  y\   mithin   auch  die  Werthe   des  Verhältnisses  — ,  für  welche 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
mung stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  Differen- 
tialquotienten j),  g,  r,  s,  t  in  dem  Punkte  xyz  endliche  bestimmte 
Werthe  haben,  dass  also  xyz  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.  Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Exi- 
stenz von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  man 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xyz  zum  Ajifangspunkte  der  Coordinaten  und  die 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  xy  nimmt.  Es  ist  in 
diesem  Falle  x  ==z  y  =  z  =^  0  ^  ferner  constant  5  =  0;  die  Glei- 
chung der  Tangentialebene  wird  p^  -{-  qri  =:  0  \xi\A  diese  kann  für 
alle  VI  und  t,  nur  bestehen,  wenn  jp  =  g  =  0  ist.  Die  Gleichung  1 5) 
verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende : 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  yie\io;r  y^^xtan  O) 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Cooi  - 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

I         dy 
y   =  -~-  =  tana). 
dx 
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mitbin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

r  —  t 
tan^o  -I tano  —  1  =  0, 

8 

deren  Wurzeln  tantOi  und  tanc^^  heissen  mögen;  für  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

t  —  r 

tan  «1  -f-  *öfn  Oj  = r- ,    tan  Oj  tan  oia  =  —  1 , 

s 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  (g)|  —  (O^)  =  0  ist. 

Daraus  folgt  Oj  —  o^  =  ii^»  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 

Hauptnormalschnitte  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
cbuDg  aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
mungshalbmesser selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13}  und  14)  nicht  (»,  sondern  y'  eliminirt,  wobei  zur 
Abkürzung 

N  . 

gesetzt  werden  möge.     Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 

X(r-\-2sy'+ty'^)  =  l+y'i  +  (p  +  qy'r 
X(s+ty>)   =_p2  +  (l+g»)/, 

und  wenn  man  ^'  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  ente  einsetzt, 
so  erhält  man  zunächst: 
A[r(l  +  a«-A0«'+2s(l  +  g«  — A«)(As— i>3)4-<(^s-i)3)»] 
=  (l+P')(l+a'-W  +  2pi(l+g.^-Xt){k8-pq) 

oder  durch  Redttction  auf  Null: 
(1  •+  gs _ it) [(1  +p^-lr) (1  +  g» -  U) -(pq- Xsn  =  0. 

Hier  kann  nun  der  erste  Factor  nicht  =■.  0  sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substituirte  Werth  von  y\  nämlich 
,  _     ^s  —  pq 

i  +  a^  —  ^t 

unendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 

werden  würde ,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  ^r  Fall  ist.     Es 

muss  daher  der  zweite  Factor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 

bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  A : 

(r<--s2)  A2_[r(l  +  22)_  2pas  +  t(l  +p^)]  k  +  1  +p5  +  g2  =  0, 

und  vermöge  des  Werthes  von  A  und  der  Bedeutung  von  N: 

16)    (rt  —  s^)Q^'-[il+q^)r''2pas  +  (l+p^)t]NQ  +  N*  =  0. 
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Nennen  wir  Qi  und  Q2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  im 
Punkte  xyz  die  Beziehungen  statt: 

17)         ,,  +  ,,  =  (L±«!)!::^|l^l±iL±^^. 

TZ  ~~~  ö 

18)  QiQ2  = 


Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowohl 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen,  so 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  oJi  und  O2  ^^  Werthe 
(öx  =  0  und  (»2  =  |3r  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

tan  (Dl  -|-  tan(02  = ^  Sä<^  p  J  ^/ . 

f> t     ' 

wird  jetzt  00  = und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  s  =  0  sein 

s 

muBS,  weil  im  Allgemeinen  r  and  t  endliche  Werthe  besitzen.     Die 

Formel  13)  wird 

1    ^r-\-ty'' 

oder  wenn  y'  =  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Ebene 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  ^  die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
Schnittes  (pi)  bezeichnet: 

—  =  rcos'^v  +  tsin^v. 
Q 


Für  die 

Hauptschnitte  ist  v  = 

:  0  und  V  = 

:  \n^  also 

1 

■■  r, 

i='- 

mithin  durch  Substitution  in 

die  vorhergehende  Gleichung 

19) 

1 
Q 

cos^v 

,     sin^  V 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  dia 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gelegten 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
Hauptschnitte ,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor- 
malschnittes, welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  v 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall,  in  welchem  man 
den  x^  yy  e  solche  Werthe  ertheilt,  dass 
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20)         •     I±^=£i  =  i4ü        .ft^<^UM//.21.4r/. 

T  8  t 

wird;  es  ist  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung 

woraus  man  leicht  findet: 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

welche  die  gleichen  Wurzeln 

besitzt.     Aus  Nro.  19}  erkennt   man  weiter/  dass  jeder  Normal- 

schnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmung  —  ==  —   besitzt; 

der  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Ereispunkt  der  Fläche.  Durch 
Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
Gleichung  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  x,  y^  z. 

Besitzen  die  Krümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitte 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 

anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie  man 
aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliche  Nor- 
malschnitte des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
Raumes  zu  und  die  Berührangsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  ^i  und  q^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin)  der 
eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen ;  die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei-' 
det  dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Eine  derartige  Fläche  ent- 
steht z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen   yon  Flächen,    welche  die 
Namen  der  concav-concaven  und  der  convex-concaven  Flächen  führen, 

SehlOmilcli,  Analysis.  9 
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giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  üebergang  von  der  einen 
zur  anderen  Gattung  bildet;  es  sind  dies  die  Flächen,  an  denen  der 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  d.  h. 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  die 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlini- 
gen Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  den  ge- 
nannten Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  einer  Ebene  nicht 
nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werden. 

Nennen  wir die  Krümmung  einer  Fläche,  so  ist  für  diese 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als  analytisches  Kennzeichen 
dafür  ergiebt  sich  aus  Nr.  IS)  rt  —  s^  =  0,  oder: 


dx^  '  dy^        \dx  dy)  ~ 


dy^        \dx  dy/ 
Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen   sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sich  geo- 
metrisch von  den  vorigen  Flächenarten.    Weitere  Auseinandersetzun- 
gen hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


§.29. 
Einhüllende  Curven. 

In  der  Gleichung  einer  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausser 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  gewöhnlich  noch 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  die 
Dimensionen,  Gestalt  oder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solche 
Constante  sei  h  und*     , 

1)  .  Fix,y,h)  =  0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Curve.  Giebt  man  dem  h  verschie- 
dene Werthe  5 ,  2  Ä ,  3  Ä ,  4  ä  «tc. ,  so  erhält  man  eine  Reihenfolge 
von  Curven  derselben  Art,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  Ge- 
stalten oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  Hierbei  kann  es 
geschehen,  dass  jede  solche  Curve  die  nächste  schneidet,  und  in  die- 
sem Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Otie  der 
Durchschnittspunkte.  Nennen  wirÄ;  irgend  einen  individuellen  Wer th 
des  hy  und  k  -\-  S  den  nächsten  Werth  von  Ä,  so  gelten  für  den 
,  Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  bei- 
den Gleichungen  "-^-— 


Digitized  by  CjOOQ IC 


oder  auch 
2) 


Gap.  HL    §.  29.   Einhüllende  Curven. 
Fix,9,k)  =  Q    und    F(x,  p,  k-^8)  =  0 
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F(x,  j,,  Ä)  =  0  unä  F(x,,,I^  +  8)^-F(x,p,i)  _^. 

die  Oleichcng  des  gesachteii  geometrischen  Ortes  findet  sich  nun 
durch  Elimination  von  Je  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  würde 
von  der  Form  /(a?,  y,  S)  =  0  sein.  Lassen  wir  8  gegen  die  Null 
convergiren,  so  folgen  die  anfangs  genannten  Curven  stetig  aufein- 
ander .und  die  Grenzgleichung  f(x  ^  p)  ==  0  bestimmt  den  geome- 
trischen Ort  ihrer  gleichfalls  continuirlich  aufeinander  folgenden 
Darchschnittspunkte.  Dieser  geometrische  Ort  heisst  die  einhül- 
lende Curve  jener  Schaar  von  Linien;  ihre  Gleichung  ergiebt  sich 
dnrch  Elimination  von  h  aus  den  beiden  Gleichungen 


3) 


F(x,  y,k)  =  0  und 
Fig.  32. 


dF(x,y,  k) 


dk 


=  0. 


I.  Bas  erste  Beispiel  hierzu 
mag  etwas  ausführlicher  betrachtet 
werden.  In  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABC  (Figur  32),  dessen 
Schenkel  AG=BC  =  c  sein  mögen, 
zieht  man  die  Geraden  Jlf.A''  so,  dass 
immer  ÖM  =  J9^  ist;  man  sucht 
die  Einhüllende  aller  dieser  Geraden. 
Nehmen  wir  Ä  G  als  Abscissen-,  B  C 
^s  Ordinatenachse  und  setzen 

CM=BN  =  k, 
so  sind  die  Gleichungen  zweier  sol- 
chen Geraden  ,  "^  -  « <^  * 


=  1, 


-(Ä+d) 

oder  auch,   wenn  man  die  Bräche  wegschafft,   die  zweite  Gleichung 
von  der  ersten  abzieht  und  mit  8  dividirt, 

(c  —  k)  x-^-ky  =  k(c  —  k), 
l^k-'C  —  x  +  y  +  8  =  0.   ^-v 

Der  zweiten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  k  entnehmen 
ttnd  in  die  erste  ßubstituiren;  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  lau- 
tet dann 

^2  -\-  y'i  ^  2xy  —  2cx  --  2cy  +  c^  —  3«  ==  0, 

9* 


fv 
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und  bestimmt  eine  Parabel,  auf  welcher  die  Durchschnitte  aller  Ge« 
raden  liegen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  Jlf  und  JY^  jedesmal  um 
d  fortrücken.  Für  stetig  nach  einander  folgende  Gerade  hat  man 
daher  alfi  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 

a;2  _|_  2/2  —  2a;y  —  2cir  —  2cy  -h  c«  =  0 
oder 

Dasselbe  findet  man  unmittelbar,  wenn  man  "k  aus  den  Glei- 
chungen 

y  ■     j         ^    X      y  -^ 


Y 


0^ 


X 

■-  + 


1     und     -^  +  ^^_^^^ 


=  0 


eliminirt*).     Beiläufig  werde  noch  bemerkt,  dass  der  Scheitel  dieser 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  CD  liegt,  -dass  sie  von  A  C 

undBC  berührt  wird,  und  dass  ihr  Halbparameter  = -j^yr-  ist. 

II.    In  Tig.  33  sei  F  ein  leuchtender  Punkt,  CD  die  Trennungs- 
Fiff.  33.  1^^^®  zweier  durchsichtigen 

Media    von     verschiedener 
Brechbarkeit,  J^M  ein  lach t- 
strahl,  welcher  bei  M  jene 
Trennungslinie    trifft     und 
nach  dem  bekannten  Gesetze 
sinNxMP  _ 
sin  N MF  ~  ^ 
gebrochen  wird;  man  sucht 
die  einhüllende  Curve  aller 
gebrochenen  Strahlen. 
Nimmt  man  G  zum  Goor- 
dinatenanfang ,    den    unge- 
brochenen  Strahl  CX    zur 
a?- Achse,  CD  zur  t/- Achse 
und  setzt  2^0  =  c,  CM=Jc, 
1  —  m^  =  »^  so  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Strah- 
les Jlf  P 


D 

/ 

'■/ 

5 

M 

/ 

.    ^/< 

^ 

/ 

• 

C 

X 

"<:      / 

**<^ 

B 

•)    Man  ersieht  hieraus  sehr  klar  die  Bedeutung  des  Differentiales. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M  in  gleichen  Ab- 

ständen,  so  ist  <f  ein  aliquoter  Theil  von  c,  etwa  <f  =  — ;  anderei^seits 

mu89  (f,  insofern  es  einen  Zuwachs  von  "k  darstellt,  mit  Jk  bezeichnet 
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y  =     -  .     X  +  Je 

Vc^  +  n^h^ 
oder 

4)  w^Fa;»  —  (c2  +  n^*«)  (3^  —  Jfc)2  =  0: 
Partiell  in  Beziehung  auf  Je  differenzirt  giebt  dies 

5)  m^Jcx^  +  (c2  +  n«Ä;2)  (y  —  Jc^)  —  n«Ä  (y  — Ä;)2=  0; 
multiplicirt  man  dies   mit  k  und  subtrahirt  von  dem  Producte  die 
Gleichung  4),  so  lässt  sich  der  Best  mit  y  —  k  dividiren  und  bleibt 

c^y  +  n»Ä3  =  0    oder     k  = — 


w2 


multiplicirt  man  dagegen  Nr.  5)  mit  y — k  und  addirt  Nr.  4),  so 
kommt 

m^x^y  —  n^(if  —  ky  =  0     oder    y  — Ä  =  |/5i!^. 

Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  k  addirt,  erhält  man 
als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 

.8/ 


«2   '^  V      ^3 


oder 

Für  »»  >  1  charakterisirt  diese  Gleichung  die  Evolute  einer 
Ellipse,  fiiKw  <C  1  eine  Hyperbelevolute;  die  gebrochenen  Strahlen 
stehen  also  im  ersten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 
einer  Hyperbel  senkrecht.    In  jedem  Falle  ist  F  ein  Brennpunkt  des 

Kegelschnitts   und  seine  Haupthalbachse  =  mc  oder  =  — ,  wenn  f( 

den  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 

III.  Man  sucht  die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  deren  Mit- 
telpunkte auf  einer  gegebenen  Ellipse  liegen  und  deren  Peripherien 
durch  den  Mittelpunkt  derselben  Ellipse  gehen.  Nimmt  man  die 
Achsen  der  Ellipse  GÄ  =  a,  CB  z=h  (Fig.  34  a.f.S.)  zu  Coordi- 
natenachsen  und  bezeichnet  die  Goordinaten  eines  Ellipsenpunktes 
mit  p  und  g,  sowie  mit  r  den  Radius  eines  Kreises,  welcher  pg^  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  G  geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
Bedingungen  gemäss,  folgende  Gleichungen: 


c 

werden,   und  es  ist  daher  Jk  =  —  Bei  unendlich  wacheenden  n,  d.  h, 

bei  stetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  3f,  convergirt  Jk  gegen  den 
asymptotischen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dk  an  die  Stelle 
von  Jk. 
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(x-py  +  (y-fl)»  =  r»; 
j,«  4-  g«  =  r»- 
ans  den  beiden  letzten  folgt 
8)  x^  +  y^  —  2px  —  2qy  =  0. 


Fig.  34. 


4.  X  ^ 

'^   b^    dp 


0, 


Der  veränderliche 
Parameter  ißt  hier p,  und 
für  q  wäre  sein  Werth 
aus  Nro.  7)  zu  substi- 
tuireu,  doch  bleibt  die 
Rechnung  symmetrischer, 
wenn  man  die  zwei  Glei- 
chungen 7)  und  8)  mit  p 
und  q  beibehält.  Durch 
partielle  Differentiation 
derselben  erhält  man 


und  nach  Elimination  von  -^r — 

dp 

py 

a2 


9) 


qx 
b3 


=  0. 


Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  finden  sich  p  und  g,  und  wenn 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  so  ergiebt  sich 

10)  (x^  +  y«)3  =  (2  a)2  x^  +  (2  h^  y^ 

als  Gleichung  der  gesuchten  Gurve;  letztere  ist  die  Fusspunktlinie 
einer  aus  den  Halbachsen  2  a  und  2&  construirteu  Ellipse. 

rV.  Die  Modification  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  im 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Weise 
dargestellt  werden.     Die  Gleichung  der  veränderlichen  Curve  sei 

11)  F{x,  y,x,  A)  =  0 

und  enthalte  zwei  veränderliche  Parameter  x  und  A,  welche  aber 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  durch  die  Bedingungs- 
gleichung 

12)  9(x,A)  =  0 

verbunden  sein  mögen.  Das  Nächstliegende  wäre  nun,  erst  X  aus 
11)  und  12)  zu  eliminiren  und  dann  partiell  in  Beziehung  auf  x  zu 
differenziren ;    man   kann  aber  auch  den  umgekehrten  Weg  gehen, 
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wenn  mnn  die  Aenderung  beachtet,  welche  A  in  Folge  der  Aenderang 
von  X  erleidet.     Aus  Nro.  11)  folgt  nämlich  > 

andererseits  ist  nach  Nro.  12) 

d(p 

dX  ax 


dx  jdq) 

8A 
und  wenn  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  substitnirt ,  so  erhält 

man 

dF         dF 

13)  J:l.^J1^. 

d(p  dg) 

dx         dl 

Barch  Elimination  von  x  und  A  aus  den  drei  Gleichungen  11), 
12)  nnd  13)  gelangt  iijan  wieder  zur  Gleichung  der  einhüllenden 
Curve.  -^ 


§.  30. 
Einhüllende  Flächen. 

I.  Die  im  Eingange  von  §.  29  angestellten  Betrachtungen  sind 
fast  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar,  wo  die  einhüllende  Fläche 
einer  Schaar  von  Flächen  gesucht  wird ,  welche  dadurch  entstehen, 
dasB  man  in  der  Flächengleichung 

F(x,  y,  f^,x)  =  0 
der  Constanten  x   stetig  aufeinander  folgende  verschiedene  Werthe 
beilegt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergicbt  sich  nämlich, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

1)  F(^^y,,,^)  =  o     und     ?Z^^l-fl^)_0 

0  X 

die  Grösse  x  eliminirt. 

Lässt  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Eugelfläche  auf  der 
j?- Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dem 
Abstände  des  Gentrums  vom  Coordinatenanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichung  der  Kugelüäche 

«»  +  y' +  (-?-*)»  =  (2*)»; 
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partiell  in  Beziehung  auf  7C  differen:^  giebt  dies 

und  durch  Elimination  von  x  findet  sich 

x^  +  y^  =      ^        -' 


als  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche.  Für  g*  <C  1  ist  letztere  ein 
Rotationßkegel ,  dessen  Achse  mit  der  ^- Achse  zusammenfallt,  und 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  aresin  q  einschliesst. 

Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  Bedingung 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen,  wie 
in  Nro.  IV.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichungen 

2)  F(x,  y,  z^  X,  A)  =  0     und     ^(x,  A)  =  0 

folgt  nämlich  durch  Differentiation 

'  dx     _    8A 

"^^  'dV  —  'JV'* 

dx  dl 

und  nachher  sind  x  und  A  aus  allen  drei  Gleichungen  zu  eliminiren. 
Endlich  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  gegebene  Flächen- 
gleichung drei  veränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwei  Be- 
dingungen gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen  vor- 
liegen 

^x  1  JP(a?,2/,^,  X,  A,  ^)  =  0, 

I    9(x,  A, /ia)  =  0,         t^(x,  A, /ia)  =  0. 

In  diesem  Falle  sind  A  und  ft  implicite  Functionen  von  x  und 
daher  führt  die  Aenderung  von  x  zu  den  Differentialgleichungen 

dx    '^   dk   '  dx    '^   d^i.  '  dx   ~    ' 

dq>    .     d(p      dX 

8x  """  8A  '  dx 

8»    ^  dk 
dx   '^  dl   '  dx 

5      kr   -  I^iö  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  -:r —  und  ;r — :  setzt 

;         jT^  dx  dx 

.  CC*^    man  deren  Werthe  in  die  erste  Differentialgleichung  ein^^o  geht 
diese  über  in 


f  =0. 

dx 

+   8^ 

.f  =0. 
dx 
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^8x\8A   8^        8ft    8A/'^8A\8fi    8x        8x    8^/ 

"*"  8111  \dx    8A        8A    8xy 
und  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche   ergiebt  sich  nun  durch 
Elimination  von  x,  A,  fi  aus  den  vier  Gleichungen  4)  und  5). 

II.  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  immer  nur  ein 
Parameter  (x)  als  willkührlich  betrachtet,  denn  in  den  Fällen,  wo 
mehre  Parameter  vorkamen,  waren  auch  soviel  Bedingungsgleichun- 
gen vorhanden ,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
von  X  gelten  mussten.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache  ^  wenn  die 
Gleichung  der  Fläche  zwei  von  einander  unabhängige  Parameter 
enthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

und  es  werde  zunächst  x  allein  um  d  geändert;  die  neue  Gleichung 

F{x,y,  ät,  x  +  d  ,  A)  =  0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann  , 

j^        /   Fjx,  y,  ;er,  x  +  <5,A).-  F(x,y,  z,  x,  X)  ^^^  S^  p  }  1>  0 

charakterisirt  dann  eine  zweite  Fläche  derselben  Art,  nur  von  anderer 
Lage  und  von  anderen  Dimensionen.     Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
dass  A  allein  um  a  geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 
8)  JP(a?,  y,  ;ef,  X,  A+  ^)  —  F(x,  y,  z,  x,  A)  _^ 

Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
Gleichungen  6),  7),  8)  correspondiren ,  in  einem  Punkte  xyz^  und 
wenn  man  aus  jenen  Gleichungen  die  beiden  Grössen  x  und  A  elimi- 
nirt,  so  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
Durchschnittspunkte,  vorausgesetzt,  dass  sich  x  jedesmal  um  ^x 
=  Ä,  und  A  immer  um  ^A  =  a  ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergirenden  Ä  irnd  a  folgen  die  erwähnten^  Durchschnitts- 
punkte stetig  aufeinander  und  erzeugen  die  einhüllende  Fläche.  Die 
Gleichung  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen 

l  ^(i»,  y,  ^,  X,  ^)  =  0, 

^)|   ^F(x,y,z,  X,  A)_^  .8F(ag,y,  £r,x,  A)  _  ^ 

(  di  ~~^'  8Ä  — " 

die  bmden  veränderlichen  Parameter  X  und  A  eliminirt. 
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Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Paraboloides  gehen.  Nen- 
nen wir  a,  h  die  Halbpnrameter  des  Paraboloides,  und  x,  A,  ft  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  haben 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

wobei  noch  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

'*  =  T^  +  T^        P«  =  x«  +  A«  +  ^V 

Setzt  man  die  Werthe  von  Q^^  und  fi  in  die  erste  Gleichung  ein, 
so  wird  letztere 

a?2  +  2/2  4.  ^2_  2xx  -  2Ay  —  (^  +  ^^0  =  0-, 

durch  partielle  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x  und  A  ergiebt 
sich 

iC  +  ~^  =  0,  y  +  j0  =  0, 

und  durch  Elimination  von  x  und  X 

(x2  +  y2  4-  ;er2)Är  -h  ax^  +  hy^  ==  0. 

Die  einhüllende  Fläche  ist -hier  dieselbe  wie  die  FussjauJit- 
fläche  eines  elliptischen  Paraboloides  mit  doppelten  Parametern*). 
Für  das  hyperbolische  Paraboloid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  die  Gleichung  3er 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  ft  enthält,  welche  an  eine 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.  Man  hat  jetzt  zwei  Gleichungen 

10)  JP(a?,y,  ^,  X,  A,  ft)  =  0,  9(x,A,fi)  =  0 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  fi  eliminiren,  um  nur 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  Dage- 
gen wird  die  Rechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  bis 
zuletzt  aufspart  und  berücksichtigt,  dass  f(  eine  implicite  Function 
von  X  und  A  ist.  Durch  partielle  Aenderung  von  x  erhält  man 
nämlich 

8x    "^   diu    dx   ~    '  dx    '^   d(i    dx   ~ 

du  , 

mithin,   wenn  man  den  Werth  von  -—-  aus  der  zweiten  Gleichung 

C  X 


*)  Siehe  des  Verfassers  Analytische  Geometrie  des  Baumes,  3.  Aufl. 
S.   266. 
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in  die  erste  einsetzt, 

dF  8y         dF  dtp  _ 

Die  partielle  Aenderong  von  X  fuhrt  zu  der  analogen  Gleichung 
dF  8y         dF  d(p  _ 
8A    8f*         8fA    8A   """• 
beide  Differentialgleichungen  können  in  der  Form 

dF  dF  dF 

11)  8x  8A     _    8fi 

89  8<p  89 

"Sx"        "sT        Tii 

zusammengefasst  werden,  und  man  findet  nun  die  Gleichung  der 
einhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  x,  A,  fi  aus  Nro.  10) 
und  11). 

Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoides  gehen. 
Sind  a,  5,  c  die  Halbachsen  des  EUipsoides,  x,  A,  fi  die  Coordinaten 
ames  Kugelcentrums,  so  hat  man  als  Gleichung  der  beweglichen 
Eugelfiäche 

^*  +  y^  +  ^*  —  2x«  —  2Ay  —  2fixr  =  0, 
wobei  X,  A,  fi  der  Bedingung 

a'         d«  c* 

genügen  müssen.     Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

X  A  fi 

und  durch  Elimination  von  x,  A,  fi  ergiebt  sich 

(xi  +  y2  4.  jgQy  =  4(a2a>2  -f  52^2  ^  c^jg'sy 
Die  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunktfläche  für  ein 
aus  den  doppelten  Achsen  construirtes  Ellipsoid.     Für  die  übrigen 
centralen  Flächen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze. 
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Die    vieldeutigen    Symbole. 

§.  31. 
Die  Formen  §  und  oo  —  od. 

I.     Wenn  die  Functionen  (p(x)  und  tlf(x)  für  einen  epeciellen 
Werth  von  x,  etwa  für  OJ  =  a,  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt 

C[)(x) 

der  Quotient     ,)  (    in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  8  an,  die 
xl}(x)  ^ 

bekanntlich  vieldeutig  ist.     Um  den  wahren  Werth   dieses  Bruches 

zu  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten      ,  :    als  die  Grenze,  wel- 

*(a) 

eher  sich  -^ — ; — ^  bei  verschwindenden  d  nähert.    Wegen  der  Vor- 
^(a  +  0)  ^  ^ 

aussetzung  ^(a)  =  0  und  ^(a)  =  0  ist  nun 

y(a  +  g)  —  y(a) 
y(a  +  i) y(a  +  S)  —  y(a) ä 

ö 

und  hieraus  folgt  durch  üebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  d 

(p(a)   _  q)'(a) 

^  Pia)    ~  t^a) 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  x  =  a,  für  welchen  (p(x)  und 

tlf(x)  sich  annulliren,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen 

q>(x)  ^'(x) 

Quotienten     ,  ;  ^    und       .)  .    einander  gleich.     Kann  man  also 
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den  Werth  des  zweiten  Quotienteit  ermitteln,  so  hat  man  auch  den 
des  ersten.     Einige  Beispiele  werden  dies  zeigen. 
Der  Quotient 

nimmt  für  a?  =  a  die  Form  §  an ;  hier  ist 


rl 


und  da  dieser  Bruch  für  a?  =  a  den  bestimmten  Werth  |a  «  erhält, 
so  ist  auch 

*(a)         »" 
Für  X  =  l^t  wird  der  Bruch 

q>(x)    C08X 

i\>{x)  \%  —  X 

nnbestimmt  =  §,  dagegen  erhält 

q>'(x)  sinx 

in  demselben  Falle  den  bestimmten  Werth  1,  der  nun  auch  dem 
ersten  Bruche  zukommt. 

Nicht  selten  trifft  es  sich,  dass  der  neue  Quotient     .,;  .    für 

w{x) 

X  ==  a  gleichfalls  verschwindet ;  dann  muss  man  auf  ihn  wieder  das- 
selbe Verfahren  anwenden.     Nehmen  wir  z.  B. 

q)(x)    X  —  sinx 

tlflx)    ~        «3       ' 

80  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

y^(^)  1  —cosx      q>''{x)  __  sinx       q>*'\x) cosx 

farfl?r=  0  verschwinden  ^i  (x) ,  g?'  (x) ,  fp''(x)  sowie  ^(ic) ,  ^'(ic),  ^"(o;), 
und  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
ursprünglichen  Bruches  =  J- 

IL  Wenn  die  Functionen  F{x)  und  f(x)  fnrx  =  a  gleich- 
zeitig unendlich  werden/  so  erhält  die  Differenz  F(x)  — f(x)  die 
unbestimmte  Form  oo  —  oo;  ihr  wahrer  Werth  findet  sich  dann  auf 
folgende  Weise.     Man  setze 
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SO  ist  identisch 

für  X  =  a  verschwinden  Fi(x)  und  /i(ic),  mithin  geht  der  letzte 
Bruch  in  J  über  und  kann  nach  der  vorigen  Regel  untersucht  werden« 
So  ist  z.  B. 

1  1  e^— 1— a; 

a?        e*  —  1  ~    a;  (e*  —  1)  ' 
wobei  die  linke  Seite  fiir  o?  =  0  die  Form  oo  —  oo  annimmt,  und  die 
rechte  Seite  =  §  wird.     Setzen  wir 

(p(x)  =  c'— 1  —  a?,     ^(a?)  =  aj(c*— 1) 

so  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

q)'(x)  _  e'—l  q>"{x)  _      1 

^'(a?)  ""  a;e*  +  e*  —  1  '  ^"(a?)  ~  a;  +  2 ' 

und  hier  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  =  \  • 


§.  32. 
Die  Formen  -g,  O.oo,  0«,  oo«  und  1®. 

I.     Wenn  die  Functionen  f{x)  und  F{x)  für  a;  =  a  gleichzei- 

f(x) 
tig  unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch  "        - 

F{x) 

unter  die  unbestimmte  Form  ^^  deren  wahier  Werth  q  auf  folgende 

Weise  ermittelt  werden  kann.     Es  sei 

1 

fix)  ^    F{x)    ^  q>(x)^ 

F{x)  1  ^(a;) ' 

fix) 

der  neue  Quotient  erhält  fiir  x  =  a  die  Form  %  und   kann  daher 

nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  bebandelt  werden.  Dies  giebt 

F'jx) 

ip'jx)  _        [J'(<c)3«         F'jx)  v/m^ 

*'(«)  ~       f'i^)    ~  fix)  Lp(«)J 
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und  für  a;  :^  o,.wo  __^  {  den  Werth  a  annimmt, 
J'(a)  ^ 

'^   TW**  "^''*   ^>y' 

Die  Regel  zur  Bestimn\ang  des  wahren  Werthes  eines 
vieldeutigen  Braches  bleibt  also  bei  der  Form  ~  dieselbe 
wie  bei  der  Form  g- 

So  wird  z.  B.  der  Quotient 

f(x)  Ugx 

F(x)         cotx 
für  a?  =  0  unbestimmt  ==  §-;  sein  wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Werthe  von 

f\x)  X  ^^sinx    . 

8in'^  X 
welcher  in  jenem  Falle  =  —  M  .  1  .  0  =  0  ist. 

Nach  derselben  Kegel  findet  man  auch,  dass  der  Bruch 

f(x)  Isinx 

F(x)  ~     Ix 
für  a:  =r  0  denselben  Werth  erlangt  wie 

f'(x)  cotx  cosx 

Pix)        "1  sinx  * 

X  X 

und  zwar  ist  dieser  Werth  =  1. 

IL  Sind  zwei  Functionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  <p  {x) 
für  a?  =  a  verschwindet,-  während  die  andere /(a;)  für  aj  =  a  unend- 
lich wird  ,  so  nimmt  das  Product  q>{x)  .f(x)  für  x  =  a  die  unbe- 
stimmte Form  0  •  00  an ;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
zweierlei  Weise  finden«     Entweder  setzt  man 

fix)         ^^^ 
Qud  hat  dann 

für  (B  =  a  wird  der  Quotient  =  %  und  gestattet  die  in  §.  31  ange- 
gebaie  Behandlung.     Oder  man  setst 

tpix) 
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mithin  ^(x).f(x)  =  ^; 

der  Quotient  stellt  sicli  dann  unter  die  Form  ~  und  ist  nach  I.  zu 
beurtheilen.     Von  beiden  Methoden  wählt  man  im  concreten  Falle 
diejenige,  welche  die  wenigste  Rechnung  verursacht. 
So  wird  man  z.  B.  an  die  Stelle  des  Productes 

\         aj  2a  ' 

welches  für  05  =  a  in  0  •  oo  übergeht,  den  Quotienten 


q)(x)  _ 


(-7) 


2a 
treten  lassen,  weil  der  Differentialquotient  des  Logarithmus  eine  ein- 
fache algebraische  Function  ist;  man  erhält 


1 

.  ,  5ra; 
2a 

9>'(^)  _^ 

2a  — a;               2a 

^*'(^)  ~ 

7C             nx           n 
2a     ^     2a 

2a-- aj 

2 

und  für  x  =  a  den  wahren  Werth  — • 

Bei  dem  Producte 

tanx  .  logx  ,  für  X  =:  Oy 
ist  es  von  Vortheil,  die  Form 

f{x)  _   logx 
F(x)  cotx 

zu  wählen,  deren  wahrer  Werth  bereits  in  Nro.  I.  bestimmt  und  =  Ö 
gefunden  wurde;  demnach  verschwindet  jenes  Product  gleichzeitig 
mit  X. 

111.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  [/(a;)]^^*^  für  ac  =  a 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0^,  oo  0,  1  ^  annimmt,  so  beachte  man 
zunächst  die  identische  Gleichung 

und  untersuche  das  Product  lf(x)  .  <p(x);  ist  w  der  wahre  Werth 
desselben,  so  geht  die  gegebene  Function  in  e*^  über. 
So  erhält  z.  B.  der  Ausdruck 

(sinx)^^ 
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[ür  X  z=  0  die  Form  0^;  schreibt  man   aber    statt  desselben  die 
gkichgeltende  Exponentialgrösse 

(^IHnx)  ix    ^    ^ix  ^ 

so  hat  man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
Nrcl.  untersucht  und=  1  gefunden  wurde;  der  Werth  der  ursprüng- 
lichen Potenz  ist  also  =  c*  =  c. 
Für  0?  =  0  wird  femer 

{T=  - 

beachtet  m^n  aber  die  identische  Gleichung 


(i) 


^ —  Ix  .  tanx 

e 


und  erinnert  sich ,  dass  l  x  .  tan  a?  für  ar  =  0  verschwindet  (s.  IL), 
80  erhält  man  e^  =  1  als  wahren  Werth  der  in  Rede  stehenden 
Potenz. 

Für  X  =^  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

,     nx  * 

in  1  °° ;  andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 

2 

wobei  der  Exponent  für  a;  =  a  den  Werth  —  annimmt  (s.  IL);  dem- 

% 

nach  ergiebt  sich  a  ^  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  Ausdrucks. 


Sehlftmlleh,  Anftlyala.  10 
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Cap.  V. 
Maxima   und   Minima. 

§.  33. 
^axima  und  Minima  der  Functionen  einer  Variabelen« 

Wenn  eine  stetige  Function  f{x)  abwechselnd  steigt  und  fallt, 
so  giebt  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  üebergänge  von  Wachs- 
thum  zu  Abnahme  oder  umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthum 
statt  finden.  Bei  einem  üebergänge  der  ersten  Art,  welcher  etwa 
für  x=^a  eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functions werth  f{a) 
grösser  als  die  Nachbar werthe  f{a  —  Ä)  und  /(a  +  Ä)»  sobald  nur 
h  hinreichend  klein  genommen  wird;  dann  heisst  f{a)  ein  Maxi- 
mum der  Function /(o;).  Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  o?  =  a  ein 
Uebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  ist/(a)  kleiner  als  seine 
Nachbarwerthe  f{a  —  h)  und  /(a  +  Ä),  und  dann  heisst  /(a)  ein 
Minimum  von  f{x).  Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  von 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nicht 
immer  deh  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Function 
darstellen. 

Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  und  Minima  ein- 
treten, das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  8,  I.), 
demzufolge  die  Function  f{x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  ihre 
Derivirte  f\x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  f'ipc) 
continuirlich ,  so  kann  der  Uebergang  von  positiven  zu  negativen 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werth en  der  Derivirten  f\x)  nur 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen;  die  Werthe  von  x,  wel- 
che/(a?)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  War- 
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zeln  der  Gleichong  f\x)  =  0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass 
die  Tangente  an  jedem  Culminationspunkte  einer  Ourve  parallel  zur 
Abscissenaclise  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung /'(a?)  =  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x  Maxima  oder 
Minima  der  Function  liefern.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
die  in  §.  18  bewiesene  Gleichung 

fl  0 

woraus  bei  verschwindenden  Ä  folgt 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung /'(ic)  =  0, 
mithin  /  (a)  =  0  und 

ebenso,  wenn  man  —  ä  an  die  Stelle  von  Ä  treten  laset, 

Ist  nun  /"(a)  positiv,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  Ä  die 
beiden  Quotienten 

/(a4-^)-/(a)  f(a-h)'-f{a) 

positiv  sein  und  es  bleiben,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt,  weil 
ausserdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwerth  jeuer  Quotienten  nicht 
positiv  werden  könnte;  hieraus  folgt 

/(a-Ä)>/(a)</(a  +  Ä), 
mithin  ist/(a)  ein  Minimum.    Wenn  dagegen /"(a)  einen  negativen 
Werth  hat,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die  unter  Nro.  1) 
Angegebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben;  daraus  folgt 

/(a~Ä)</(a)>/(a  +  Ä) 
i  h.  f(a)  ist  ein  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
dass/(a)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem /"(a)  positiv 
oder  negativ  ausfällt.  Geometrisch  heisst  dies:  ein  unterer  Gulmi- 
DatioDspunkt  kann  nur  auf  einem  convexen  Bogen,  ein  oberer  nur  auf 
anem  concaven  Bogen  vorkommen. 

Das  angegebene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
'"(a)  selber  =  O.ist  (wie  z.  B.  wenn  die  Tangente  an  einem  In- 
lezionspunkte  parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  muss  in  diesem 

10* 
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Falle   die  höheren  Differentialquotienten  von  f{x)  zu  Rathe  ziehen, 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 

.  ~   1.2.3...W 
anwendet.     Unter  der  Voraussetzung,   dass  nicht  nur/'(a)  =  0  ist, 
sondern  auch  /"  (a) ,  /'"  (a) , . .  *./^"~"  ^\a)  verschwinden,  mithin  /(«>  (a) 
der  erste  nicht  verschwindende  Differentialquotient  ist,  vereinfacht 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

f(a  +  h)^  f(a)  ^/<»)(a  +  %h) 
Ä«  1.2...n     • 

woraus  folgt,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt. 

Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n.     Bei  ungeraden  n  ist 

^«» Ä= -+172^:^' 

j-.„/(a-ft)-/(«)  ^  _    /^"H«) 
Ä*»  1.2...w' 

mithin  für  ein  positives  /^"^  (a)  und  hinreichend  kleine  h 

f(a^h)<fia)<fia  +  hl 
dagegen  bei  negativen /^"^  (a) 

f(a-h)>fia)>f(a+h). 

Beide  Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  /(a)  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dagegen  n  eine  gerade 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 

^"^ Ä^^ -+1727^;;' 

J..„/(«-fe)-/(«)^  I  ^'"^"'^  - 

A"  1.2...n' 

mithin  ist  bei  positivem  f^"^  (a)  und  für  hinreichend  kleine  7( 

/(a-Ä)  >/(«)< /(a  +  Ä), 
d.  h./(a)  ein  Minimum;  ferner  erhält  man  bei  negativen /W  (a) 

/(«-Ä)</(a)>/(aH-;0, 
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wodurch  ein  Maximum  angezeigt  wird.     Alles  zasammen  giebt  fol- 

geuden  Satz: 

Ein  aas  der  Gleichung /'(x)  =  0  bestimmter  Werth 
von  X  macht  f(x)  nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Reibe  der  Differentialquotien- 
ten/"(a;),/'"(x)etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statt,  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotient 
für  jenen  Werth  von  x  positiv  oder  negativ  ausfällt. 
Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 


1.     Handelt    es    sich   am    das  Maximum    oder  Minimum    der 

Function 

f(x)  =  rc«  c-', 
80  entwickelt  man  erst  die  Differentialquotienten 
f(x)  =  (a  —  x)x^-^  e-*, 
f\x)  =  [a(a—  1)  -^  2ax  +  x'^]  o;«-«  e"' 
u.  s.  w. 
Nun   wird  f(x)  =  0  fär  a?  =  a;    dieser  Werth  giebt  /"(a) 
=  -=-  a*  e~**  also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 

f(a)  =  a«  e-  =  (^J 

das  Maximum  der  Function  rc*  e~'. 

2.    Es  mögen  hi,  A;2  ?  •  •  •  ^n  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soll 
z  so  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

f(x)  =  (x^jc,y  +  (a?-*,)'  +  •  •  •  +  (^-Ky 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.      Man  hat  in  diesem  Falle 
f(x)  =  2[nx^iki  +Ä3  +  •  •  •  +  ^<dl 
rix)=2ni 

J\x)  verschvnndet,  wenn 

^_  fcl    +  ^   +  •  "   +   ^n 

n 

i  b.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
i8t,/"(a;)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird/(a;)  bei  dem  angegebe- 
nen Werthe  zu  einem  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Summe  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie- 
big klein  gemacht  werden  kann. 
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3.  Auf  dem  ersten  Quadranten  einer  Ellipse  soll  man  denjeni- 
gen Punkt  bestimmen,  dessen  Normale  am  weitesten  vom  Centrum 
entfernt  ist  Geht  überhaupt  durch  den  Punkt  xy  einer  Curve  eine 
Normale,  so  hat  letztere  vom  Goordinatenanfange  die  Entfernung 


P  = 


Vi  +  y'^ 


für  die  Ellipse  ist  y  ==  —  V^a^  —  x^,  mithin 


p=z 


a2  — 5» 


xV  a^  —  x^ 


Dieser  Ausdruck  vereinfacht 
sich  durch  Einführung  des  Win- 
kels Ä  CM  =  fi} ,  welcher  unter 
dem  Namen  der  excentrischen 
Anomalie  bekannt  ist  (Fig.  35); 
\  man  hat  nämlich  x  =  acos  (o, 
mithin 

(gg  —  ^2)  sin(D_ 


P 


oder,  wenn  tanco  kurz  mit  t  bezeichnet  wird,  , 

^~    V(l+t^)  (aH^  +  bO 
Wir  betrachten  nun  t  als  unabhängige  Variabele  und  erhalten 
dp  __  -       (gg  —  ftg)  (&2— a«f^) 


der  erste  Diflferentialquotient  verschwindet  für 


z=   y   —    oder    ton  cd  =   1/  —  =r 


und  der  zweite  Differentialquotient    erhält    dadurch   den   negativen 
Werth 

4ag(fl  — 5) 

mithin  entspricht  der    obige  Werth  von  t  dem  Maidmum  vou  p, 
Uebrigens  konnte  man  sich  die  Entwickelung  des  zweiten  Differen- 
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tialqu >tienten  ersparen;  da  nämlich  für  o  =  0  und  für  co  r^  dO^ 
jedesmal  p  den  Minimalwerth  j>  =  0  erreicht ,  so  muss  der  gefun- 
dene Werth  e^n  Maximum  liefern.' 

Behufs  der  Oonstruction  nimmt  man  AK  r=  BG  =  h,  sucht 
zwischen  AC  =  a  und  ^Ä'die  mittlere  Proportionale  ALy  zieht 
CLj  welche  den  umschriebenen  Kreis  in  Jf,  den  eingeschriebenen  in 
N  schneidet,  legt  durch  M  eine  Parallele  zu  B  C,  durch  N  eine  Pa- 
rallele zn  AC  und  erhält  dann  den  gesuchten  Ellipsenpunkt  P  als 
Durchschnitt  der  genannten  Parallelen.  Construirt  man  die  Normale 
Pü,  so  ist   deren  Abstand  von  C  das  Maximum  vonj),   und  zwar 


Fig.  36. 


CQ  =  a  —  h]  gleichzeitig  ist  Q 
der  Krümmungsmittelpunkt  für  P, 
P§  der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche  des  Krümmungskrei- 
ses gleich  der  Ellipsenfläche. 

4.  Üeber  einer  Geraden  MN 
(Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  A  und 
B  gegeben,  welche  mit  einem  Punkte 
P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen 
Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 
len; man  fragt  nach  dem  Minimum  des  Weges  AP  +  BP*  Für  AC 
=  a,BD  =  h,  CD  =t  c,  CP  =  x,  AP  +  BP  =  s  ist 

8  ==    Va^  +  x^       +  Vh^  +  ic  —  xy, 


8    = 


C  —  X 


+ 


Vh^-{-(c  —  x)^ 
62 


Via^  +  x^y       ViP^+ic—xyy 

Aus  s'  =  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

X C  —  X 

Va^  +  x^    ~    Vh^  +  ic  —  xy  ' 
der  aus  ihr   folgende  Werth  gehört  zu  einem  Minimum,   weil  5" 
immer  positiv  bleibt.     Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 

cos  MPA  =  cosNPB  d.  i.  zl  MPA  =  Z.  NPB, 
und  hiemach  ist  die  Oonstruction  leicht,   indem  man  CA'  =  CA 
nimmt  und  die  Gerade  A' B  zieht,  welche  Jf^in  P  schneidet  (Spie- 
gelungsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  MN  (Fig.  37 
a.  f.  S.)  befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  J.  und  i?,  welche  mit  einem 
Pankte  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  verbunden 
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sind;  ein  Körper  betragt  sicli  auf  dieser  von  Ä  nach  B  so,  dass  er  längs 
der  Geraden  AP  die  constante  Geschwindigkeit  ^,  längs  FB  die  con- 


Fig.  37. 


stante  Geschwindigkeit  h  be- 
sitzt. Es  soll  der  Punkt  P  so  be- 
stimmt werden,  dass  der  Kör- 
per in  der  kürzesten  Zeit  von  A 
nach  B  gelangt.  Zum  Durchlau- 
fen von  AP  braucht  der  Körper 

AP 
die  Zeit  ,  zum  Durchlau- 

9 


fen    von  PB   die  Zeit 


PB 

h 


mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 
_    Va^  +  x^  Vh^  +  jc  —  xy 

/-        g         +  h 

zu    einem  Minimum''  zu    machen.     Als  Bedingungsgleichung  für  x 
findet  man  sehr  leicht 


oder  geometrisch 


gVa^  4-  a?»         hVh^  +  (c  —  x)^ 


cosMPA       cosNPB 


9 


wofür  man  auch  setzen  kann 

sin  AP  Q 


h 

£ 
h  ' 


sinBPE 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  8,  weil  s''  immer 
positiv  bleibt.  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gebroche- 
nen Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  dass  er  durch 
B  gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  muss. 
Vergl.  §.  29,  n.) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuchun- 
gen über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  f'(x) 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Null,  son- 
dern sprungweis  ändert;  denn  auch  derartige  Zeichenwechsel  können 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Methode 
nicht  finden  würde.     Ist  z.  B. 

y=/(x)  =  i-ir(nr^» 

mithin 

1 

8 


y>  =  /(x)  =  i 


irni 
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so  bleibt /'(a;)  positiv  für  alle  a?  <  1,  nnd  negativ  für/alle  a?  >  1; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l-0)=    +    OD,/'(l+0)  =  -    00 

und  mithin  erleidet  /'(o;)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  X  =1  1,  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
f(x)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x  =  —  oo  bis 
X  =  1  und  abnimmt  von  x  =  1  bis  x  =  -{-  oo ,  dass  also  f(x)  für 
X  =  1  sein  Maximum  /(l)  =  1  erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufm^ksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tanz  =f'(x)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  a;  <  1,  wächst 
mit  X  gleichzeitig,  wird  =  |  sr  f är  a?  =  1  und  nachher  stumpf  für 
x^  l  n;  an  der  Stelle  x  =  1  besitzt  daher  die  Gurve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convez  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt 
sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen  Aus- 
nahmefalle, nnd  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer  Func- 
tion an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
dass  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschaft  jener  Stellen 
vorzugsweis  genauer  berücksichtigt. 


§.  34. 
Maxima  und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  F(Xi  y,  ^i  *  •  •)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabelen 
X,  ^,  jsr,  .  . ,  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  specieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  a?  =  a,  y  =  6,  xf  =  c  u.  s.  w., 
wodurch  Fia,  5,  c,  .  .  .)  grösser  oder  kleiner  wird  als,  alle  Nachbar- 
werthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  Ä  bis 
a  +  Ä,  für  y  einen  VTerth  aus  dem  Intervalle  h  —  Je  hiB  h  -^  k  n.  b,  w, 
nimmt,  wobei  h,  Je  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  F(a,  5,  e,  .  .  .)  der  Function  F(x^  y,  4f,  .  .), 
heisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder  klei- 
ner als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  ist  nun,  das  System  der 
speciellen  Werthe  a?  =  a,  j^  =  &,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  x^  y^  0,  .  ,  . 
vorhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkühr- 
liche  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken,  denn 
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man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  x,  y^  s  etc.  alle  möglichen  Werthe 
erhalten  können,  wenn  man 

X  —  <p(t%  y  =  ^(0,  JS  =  X(0,  .  •  • 

setzt  und  t  sowie  die  Natur  der  Functionen  9?,  ^,  X  ^^^'  danach 
wählt ;  so  würde  z.  B.  schon  die  einfache  Annahme  x  ==:  at^  y  =  ßt^ 
j?  =  yf,  .  .  .  wo  a,  j5,  y  völlig  willkührliche  Factoren  sind,  zu  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  F(x,  y^  z,  , .  .)  zu« einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Variabelen  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  aufzusuchen. 
Soll  nun  • 

F(x,  y,e,...)  =  Fiipit),  tl>(t),  i(t),  .  .  .] 

oder  kurz  F  seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  muss 

dF  _ 

sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  a?,  y,  ^er,  •  .  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen, 

dF     dx^    y    ^    £L  JL  ^    £L  4^         —  o 
^  dx  '  dt    '^  dy   '  dt    '^   d0   '  dt    +  •  •  '  —  ^• 

Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  9(0»  ^(0»  3!^(0» 
also  auch  ihrer  Differentialquotienten 

(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle  der  Factoren  a,  ß,  y  ,  ,  )  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleichungen 
stattfinden: 

^  ox  dy  da 

deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Variabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  Xj  y,  a,  .  ,  .  aufzulösen  und  so  die  Werthsysteme  a;  =  a, 
y  :=  hi  z  =  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.    Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeige- 

d^F 
fülurt,  dass  man  den  zweiten  Differentialquotienten  —rnr    entwickelt 

dt* 
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and  nachsieht,  ob  er  durch  Substitution  der  fiär  j?,  j^,  ier,  »  .  .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
suchung unter  der  Yoraussetzung,  dass  F  eine  Function  von  nur  zwei 
unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ist,  näher  ausführen. 

Man  bat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 


dP 


~   dx'^   \dt)  "*"       dx  dy    dt   dt   ^"    dy^   \dtj  ' 


oder  wenn  der  Quotient  -r-r  :  -r*  niit  q  bezeichnet  wird; 
dt       dt 

Soll   dieser  zweite  DifTerentialquotient    zu  einer  Entscheidung 
fuhren,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

^  dx^  ~^'     "äTa^  — ^'     "8?"" 

sein;. ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  3)  verzeiclinet« 

Ausdruck,  worin  noch  die  unbestimmten  Grössen  q  und  -~  vorkom- 

dt 

man,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 

entscheiden  ist,  ob   es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist.     Das  Vor- 

d'^F 
zeichen  von  hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 

,,  d^F  ,  ,  ^    d^F       ,    d^F 

ab,  welcher  unter  der  Form  aq^  -|-  ^ßq  +  Y  enthalten  ist  Hätte 
femer  die  quadratische  Gleichung  ccq^  -}-  2 ßq  -\-  y  =  0  eine  reelle 
Wurzel  gi ,  so  würde  der  Ausdruck  aq^  +  2/Jg  +  y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  qi  —  S  bis  qi  •]-  8  durch- 
laufen Hesse,  wo  d  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginäre Wurzeln  besitze,  folglich  ß^  —  ay  <;  0  sei.  Die  Bedingung 
für  die  ünveränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  Ö)  besteht  also 
in  der  Ungleichung 


d^F      d^F 
dx^  '    9^2 

sie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination ,  denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  iiicht  säm^tlich  statt- 
finden.    Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 

und 


(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gefundenen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruc]^  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  g  =  0  setzen,  ohne 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 

/aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  ^   _    oder 
o  2  >  nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 

Die  aus  den  Gleichungen  -;r —  =  0  und  -^ —  =  0  abge- 

ox  oy 

leiteten  Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  der 
Bedingung 

\dx  dy)         dx^   '    dy-^   ^ 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Function  F(x^  y),  je  nachdem  sie  die  Differential- 
quotienten 

d^F       ^    d'^F 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 

d^F 
-  ■-    für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  w,  so  giebt  der  zweite 

Differentialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  Differentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Rechnungen  erfordert  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natur 
der  gestellten  speciellen  Aufgabe,  zu  entscheiden,  ob  überhaupt  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

1.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  der 
Quadratsumme 
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n^y)  =  (a,x  +  hy^h,y  +  (a,x  +  lHy-Jhy  + 

+  (an^  +  Ky  —  Ky 

zu  bestimmeii,  wobei  alle  a,  h  und  k  als  gegebene  Gonstanten  vor- 
ausgesetzt werden.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgende  Bezeich- 
nmig  ein 

aihi  -\-  a,h2  -{- +  a„l>«  =  5«*, 

^i     +  t|    +••••  +  «    ==  s**, 

Q.  B.  W. 

80  erhalten  wir 

dF 

dF 

d^F 

Die  letzten  drei  Ausdrücke  genügen  den  Bedingungen  des  Mini- 
oiums;  letzteres  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 

Saa^  +    Saby  =  Sa*i 
Sba  «  +    Sbty  =  Stk 

erfällt  sind,  wozu  die  Werthe  gehören 

Sbb    •   8ak  —   Sab   •   Sbk 


X  = 


V  = 


8ad  •  8bb   —  (Sab)^ 

Saa  '   Sbk   —   Sab  •  Sak 


Saa  •  Sft»    —  (Sab)^ 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  verallgemeinem,   dass  man  eine 
Anzahl   von  Variabelen  x,  y,  z^  etc.  voraussetzt  und  das 
Minimun'  von 

F{x,  y,z, ) 

=(aja;4-&iy+Cijef-| k;)^^'{(HX-\-^iy\CiZ-\ ^2)^  +  - 

+   {anX'^Ky-\-CnZ-\ Ä?„)2 

verlangt.     Man  findet  leicht,  dass  die  hierzu  nöthigen  Worthe  aus 
folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  sind:  « 
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Stax  ■\-  Suy  -{-  Söc^  + =  Sbt, 

Scaic  4-  Ä^y  +  Scc^  +....  =  Sc*, 

deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Variabelen  x,  y,  z 
etc.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefundenen 
Werthe  von  a;,  y,  £!  etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
F  geben,  bedarf  es  übrigens  nicht,  denn  es  ist  unmittelbar  einleuch- 
tend, dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grössen) 
wohl  in^s  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  kann 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss  *). 


*)  Die  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung  des  zweiten  Bei- 
spiels in  §.  33  enthält,  ist  für  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  Hat 
man  nämlich  eine  Grösse  x  durch  directe  Messung  oder  Beobachtung 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  durch  Messung 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  diese 
Operation  mehrmals  vor,  jCber  man  findet  dann,  zufolge  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler,  bei  jeder  Messung  einen  etwas  anderen 
Werth,  und  es  mögen  k^  k2y  •  •  ^  K  die  verschiedenen  Werthe  bezeich- 
nen, welche  bei  n  Beobachtungen  für  x  erhalten  wurden.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt, 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  k^j  k2,  ...  kn  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von'aj,  ohne 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dagegen 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  der  wahrscheinlichste 
Werth  von  x  derjenige  ist,  bei  welchem  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x  —  k^,  x  —  k2,  •  •  .  x  —  kn  die  be- 
gangenen Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  33  wird  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum ,  wenn  x  dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  kl,  k2,  *  '  •  kn  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  An- 
nahme. Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 
stattet aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  nicht 
direct  beobachtbare  Grössen  x  und  y  mit  beobachtbaren  Grössen  a, 
6,  k  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  ax-j--by  =  k  verbunden,  so 
erhält  man  durch  n  Beobachtungen  n  Gleichungen  folgender  Art 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2  und  daher  würden 
sie,  als  vollkommen  genau  betrachtet,  einander  widersprechen.  Dage- 
gen ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Gleichungen  in  Folge  der  Beob- 
achtungsfehler nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

dix+b^y  —  ki,  %«  +  b2y  —  k2,>'.anX-\-bny  —  kn 
diflFeriren  daher  von  der  Null  und  reprasentiren  die  Fehler.  Die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  wieder,  indem 
man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht,  und 
vermöge  dieser  Bedingung  erhält  man,  wie  obe»n  gezeigt  wurde,  immer 
soviel  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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2.    In  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 

Fig.  38.  ^^     Mbo  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  der 

^,^ ';;''/  Entfernungen  ^ilf=w,  J5J!If=v,  CM=iv 

-Tfs'    y^       i  ein  Minimum   werde.      Bezeichnen  wir  die 

/ 4i^\v       •'  Seiten  BC,  CA,  AB  der  Reihe  nach  mit  a, 

\ //"Sf^"'^"^!^::^;  &,  c  und  die  Gegenwinkel  mit  a,  ß,  y,  so 

\  haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 

\    \        /  nungen 

\  \      /  8=  U  -{-  V  -\'  iV 

cfv''  oder,  wenn  Z.  BAM  =  0  gesetzt  wird. 


8  =  u  +  Vc^  +u^'-2cucosd  4-  Vh^  +  u^  —  2hu cos(a--6) 
und  hierbei  sind  w,  9  die  beiden  unabhängigen  Variabelen.     Es  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation 

8s u  —  ccosO ,  u  —  hcos(a  —  0) 

8«  "~  Vc'^  +  u^  —  2cucosO        Vh^+u^-'2bucos{a'-'üy 

9s c  u  sin  0 .    ,  h  Mi  sin  (a  —  0) 

8^  ~"  Vc^  rf  w2  —  2CUC0SÜ  Vh^  +  «2—25MCös(a  —  6) ' 

mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

ccosd  —  u        hcosipL  —  0)  —  u 

V  +  w  -  ^' 

c  sin  0 h  sin  ja —  0) 

V  w 

Geometrisch  bedeuten  dieselben  soviel  wie 
cos  BMA'  +  cos  CMA'  =  1,    sin  BMA'  —  sin  CMA'  =  0; 
aus  der  zweiten  Gleichung   folgt  Z.  BMA'  =  Z  CMA',  nachher 
ans  der  ersten 
cosBMA'  -=  cos  CMA'  =  J,    ^  BMA'  =  Z.  OMA'  =  60», 
Z  JBJtfC  =  1200. 
Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  würde  man  gelangen ,  wenn  man 
BM=  V  und  Z.  CBM  =  tl  als  unabhängige  Variabele  wählte  und 
demgemäss  u  und  w  durch  v  und  tl  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
dann  Z.  CMA  =  120<>.     Der  gesuchte  Punkt  M  liegt  demnach  so, 
dass  die  Winkel  AMB,  BMC^  CMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
Durchschnitt  von  Kreisbögen,   welche   über   den  Dreiecksseiten  als 
Sehnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120^  be- 
schrieben werden  können.     Eine  andere  Construction  von  M  besteht 
darin,  dass  man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 
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ÄBC\  BGA\  GAB'  mit  den  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
nachher  die  Geraden  AA!^  BB\  GC  zieht;  letztere  schneiden  sich 
im  Punkte  üf. 

Der  Natur  der  Sache  nach  kann  die  Summe  u  -\-  v  -{■  w  ho- 
liebig  gross  gemacht  werden ,  wenn  man  den  Punkt  M  weit  genug 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  ABG  entfernt,  während  dagegen  s 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.  Der  gefundene  Punkt  M  muBS 
folglich  dem  Minimum  von  s  entsprechen» 

Eine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, tt"  -|-  t;"  4"  ^"  2U  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  n  =  2  findet  man,  dass  M  der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABG  und  w^  _|_  ^2  _|_  ^^2  ^in  Minimum  ist. 

3.  Es  soll  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 

y  =  BiX  +  bi,    £  =  GiX  +■  Cu 


7) 

^  i     y  =  B2X  +■  hi  ,    jß  =  G2X  -{-  C2. 

Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  Xi  yi  e\ ,  auf 
aer  zweiten  einen  Punkt  X2  ^2  ^2  einstweilen  beliebig  an,  so  ist  die 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  V  {X,  -  x^y  +  (yi  -  y,Y  +  iPi  -  e,y; 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdiem  ihr  Quadrat 
seinen  kleinsten  oder  grössten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  uns 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

(%  —  x^y  +  (yi  —  Vif  +  (ex  —  ^0* 
zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 
^(«1 ,  «»)  =  ixi  —  x^y  +  (B,  Xi—BiX,+h—  hy 
+  (.Gl  xi  —  CiXj+Ci—  c^y 
annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  Xi 
und  Xj  darstellt.     Man  hat  nun 

l^       =il+Bl-\-C,^xi-(l  +  BiB,  +  GiO,)'h 


dx, 
dF 


l-^      =-il  +  BiB,  +  GiG,)xx  +  (l  +  S^+C^Xt 


dXi 

dx^ 
d^F 


4.(6,-bj)5i  +  (ci-c,)C, 
(1  +  B^+C^x, 


=  2(l-f5*+C») 

=  -2(l-\-BiB3  +  GxC) 


=  2{l+Bi+G.!). 
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Setzt  man  die  ersten  DlflTerentialquotienten  der  Null  gleich,  so 
erhält  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  a?i 
and  0:2;  die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 
4(1  +  B,B,-\-(h  G,y  -  (1  +  Bl+C^  (1  +  BI-\-GJ)  <  0 

nnd        g   sowie  ■      .^-  positiv  ist.     Aus  Xi  und  x^  erhält  man  mit- 

telst  der  Gleichungen  der  Geradon  die  Werthe  von  yi ,  Zi  und  y.i ,  z^ ; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  a?i ,  x^^  yj ,  3^2 1  ^1  ^J^d  iSj  giebt 
nhn  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzest«  Entfer- 
nung der  beiden  Geraden,  üebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 
Aufgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und  man  hätte  sich 
daher  die  Enlwickelung  der  zweiten  Differential quotienten  von  F 
nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können* 


§.35. 
Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Function  mehrerer 
Variabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 
häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Sucht  man  z.  B.  die  kürzeste  Ent- 
fernung eines  Punktes  OLßy  von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Ax  -{-  By  +  Gß  -\-  I)  =  0 
sein  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

V(a;-«)»+-(y-/S)»-f  (xr-y)», 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  aßy  und  xyz  angiebt,  zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  a?,  y  und  e  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschaffiing  der  ahhän« 
gigen  Variabelen ;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  g)  (a;,  y\  e) 
=  0  gegeben ,  so  kann  man  sie  nach  z  auflösen  und  den  so  gefun- 
denen Werth  von  z  in  die  Function  F{x^  y,  z),  deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren;  an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
hängiger Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedingungsglei- 
chungen ip  (x,  y,  z)  =  0  und  1^  (a?,  y,  z)  =  0  gegeben,  so  kann  man 
mittelst  derselben  y  und  jer  durch  x,  ausdrücken  und  wenn  man  diese 

SeblGmilcb,  Analysis.  L  H 
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WertLe  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F(i,  y,  z)  nur  noch 
eine  imabhängige  Yariabele.  Diese  Eliminationen  sind  aber  nicht 
selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in  solchen 
Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  besteht,  dass 
man  nicht  die  abhängigen  Yariabelen  selbst  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen, sondern  die  Differentialquotienten  der  abhängigen  Varia- 
belen  aus  den  Differentialgleichungen  der  gegebenen  Bedingungen 
eliminirt.     Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  folgende. 

Wenn  F{x^  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  (p(x^  y)  =  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eine 

dF 
unabhängige  Variabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  —z —  =  0 

ax 

sein ;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F  ausser  x  noch  die  abhängige 

Variabele  y  enthält, 

^         8F      dy  _^ 

dx         dy       dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  x 
als  unabhängige  Yariabele,  so  ist 

d(p         d^     dy 

dx    '^   dy   '  dx  ~"' 

dy         ,   .  .  ♦ 

die  Elimination  von  -j—  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebt 
dx 

dF     8^  _  ^    1^  —  0 

dx      dy         dy      dx  ' 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  <p(x^  y)  =  0 
verbindet,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
X  und  y. 

Bei  drei  Yariabelen  x,  y^  js  und  zwei  Bedingungsgleichungren, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(x,  y,  z)  gesucht  wird, 
während  zugleich 

9  (^»  ^1  ^)  =  0  und  ^  (a?,  y,  £)  =  0 

sein  «oll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  x  vorhanden,  von  wel« 

dF 
eher  y  und  z  abhängen.     Die  Gleichung  — —  =  0  lautet  dann 

dx 

dx    ^    dy       dx   ^    dz    '  dx   ~^ 
und  die  Differentialgleichungen  dw  Bedingungen  sind: 
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dx    '^    dy    '  dx    '^    dz    '  dx 

9»     ,    _3V[_      dp^    ,    JjL.if.  =  o 
8a;  8^        dx  dg       dx 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  —^  und  — ; —   elimini- 
*"  dx  dx 

reo,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 
den  beiden  Bedingungen  q>(Xj  y,  z)  =  0  und  ^(rc,  y,  z)  =  0  zui* 
Bestimmung  von  x,  y,  Z  hinreicht. 

Sind  drei  Yariabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
choog,  so  kann  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  z  als  abhän- 
gige Veränderliche  ansehen ;  es  muss  dann  sein 
dF         ^  dF        ^ 

-8^  =  ^'  -8^  =  "' 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F  auch  z  als  Function  von  x  und  y; 
vorkommt. 


dF 

dx  ^ 

dF 

de    ' 

de 

dx 

dF 

8y  ^ 

dF 

de 

de 
dy 

=  0, 

=  0. 
Andererseits  ist  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 

fix,  y,s)  =  o 

d<p  dip        de    ^Q 

dx  de        dx  ' 


dq>     .     dq>        de 
dy    ^    de     '  dy 


=  0; 


durch  £]imination  von  -r —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 

öx 

de 

-^  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 

dF       dg>  dF       d(p    _ 

—  (I, 


dx        dz  dz        dx 

dF       d(p  dF       dq) 


=  0, 


dy        dz  dz        dy 

welche  Gleichungen,  verbunden  mit  ip(Xj  ^,  j?)  =  0,  die  ünbekami- 
ten  X,  yj  jeTbestimmen.  —  Dieses  Yerfiihren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.     Wir  geben  einige  Beispiele  dazu. 

11* 
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1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  ß,  y,  d  soll  das  Viereck  von  grösst- 
möglichem  Inhalte  construirt  werden.  Nennen  wir  x  den  von  «und 
ß,  y  den  von  y  und  Ä  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläch« 
des  Vierecks 

\  aß  sinx  -\-  l  yS  siny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F  =z  aß  sinx  +  y*  siny 

zu  setzen.     Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  "Win- 
keln X  und  y  gegenüberlieg ^,  so  hat  man 

a^  +  ß^  -^  2aß  cosx  =  y^  +  ö^  —  2yd  cosy\ 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

g?  =  «2  _|_  |32  _  y2  -«  ^2  —  2a/3  cosx  +  2y*  cosy  =  0. 

Die  Differentialgleichungen  werden  nun 

~ —  =  aß  cosx  4-  yo  cosy  •  -r^, 
dx  '^  '    '  '^     dx 

--^  =  2aß  sinx  —  2 y 5  siny  •  --^  =  0. 
dx  '^  '  dx 

dF  ...      dy 

Setzt  man  -^ —  =  0  und  eliminirt  -r — ,  so  folgt: 

dx  dx 

2aßyd  (cos x  siny  -\-  sinx  cosy)  =  0, 

d.  h.  sin(x  +  y)  =  0,  X  +  y  =  0^  oder  =  ISO«,  360«  u.  s.  w. 
Da  aber  x  und  y  Winkel  eines  Vierecks  sind,  so  kann  nur  x  -\-  y 
=  1800  oder  y  =  ISO^  —  x  sein. 

dy 
Hieraus  folgt  weiter  — ; —  =  —  1,  mithin 
dx 

dF 

-- —  =  aß  cosx  —  yd  cosy, 

dx  ^  '  ^ 

—-  =  ^  aß  sinx  +  yS  stny  -^ 

=  —  {aß  sinx  -\-  y8  siny), 

und  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  X  <^  180^ 
und  y  «<  180^),  so  entspricht  die  Bedingung  x  -\-  y  =  180®  einem 
Maximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  -dass  das  gesuchte  Viereck  eia 
Sehnenviereck  ist. 
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2.     Um   auch   die  im  Eingänge  enväbnte  Aufgabe   zu   lösen, 
uehmen  Avir 

(p  —  Ax  +  Bfß  -[-  C0  -{-  D  =  0, 

und  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x  und  p  vorhanden, 
während  z  eine  Function  von  x  und  p  ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differentialquotienten  von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 
zunächst 

dz 

Ferner  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 
(p  =  0: 

and  durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten: 
A(z  —  r)—  C(a;  — a)  =  0, 
B(z--r)-  Cö/-/3)  =  0. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  diitten  Äx-{'  Bp 
+  (7jer  -|-  1>  =  0,  so  findet  man  der  Reihe  nach  £r,  p  und  x^  nämlich 

rr  =  «  —  AK,    y  =  ß  —  BK,    g  =  y  ^  CK, 
wobei  zur  Abkürzung 

Aa-\-  Bß^  Cy  ^-D 
A^'\-B^-\-G^ 

gesetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
F entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unserer 
Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  x,  p,  0  identisch  mit 
den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des  Fuss- 
punktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene  Ax  +  Bp  -{-  Gz  ^  D 
=  0  herabgelassenen  Senkrechten. 

3.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  CoordS- 
natenachsen  bildet.  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
s  auf  die  Coordinatenebenen  xp,  xz,  pz  der  Reihe  nach 
c  =  s  .  cosy,  l>  =  «  .  cosß,  a  =  8  .  cosa. 
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Dabei  werden  die  Projectionen  a,  &,  c,  ebenso  wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden,  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je 
nachdem  die  Winkel  a,  /3,  y  spitz  oder  stumpf  sind.  Denken  wir 
uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  s  den  Winkel  O" 
bildet,  so  ist  die  Projection  von  8  auf  die  neue  Ebene 

p  =  8  .  cosd' 

oder  wenn  uvto  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  s(cosa  cosu  -f  cosß  cosv  +  cosy  cosw)     . 
d.  i. 

p  =z  acosu  -f-  hcosv  f  ccos  w. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p  von  s  auf  eine  belie- 
bige Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  s  auf  die  Coordi- 
natenebenen  und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  mehrere 
beliebig  liegende  Figuren  s^,  82  etc.  hat  man  entsprechend 

F  =  ÄC08U  4-  Bco8v-{'  Ccosio, 

wo  P  die  Projectionssumme  i>i  +  1^2  +  ©^c.  bedeutet,  und  ebenso 
Äi  Bf  G  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirten 
Projectionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P  sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 
dingung 

cos^u  +  cos^v  4-  ca8^w  —  1=0 

zwei  unabhängige  Variabele  u  und  v  vorhanden,  während  iv  eine 
Function  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differentiation  von  P 
hat  man,  die  Differentialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

Astnu -{- Cstnw -^ —  =  0, 
ou 

Bsinv  +  Gsinw  -^ —  =  0. 

öv 

Die  partiellen  Differentialquotienten   der  Bedingungsgleidiung  sind 

cosu  sinu  4-  cosw  sinw  -^ —  =  0, 
ou 

.        dw 
cosv  stnv  +  cosw  stnw  -r —  =  0. 
dv 

Durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten  von   tv 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosw  =  Gcosuy  Bcosw  =  Gcosv^ 
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welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
von  w,  17,  tv  fuhren;  man  erhält  nämlich 

cosu  cosv  cosw  1 


A  B  '  C  1/^34.  jB2  4.  cf8 

und  hierdurch  erfährt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  far  wel- 
che die  Summe  der  Projectionen  von  allen  Polygonen  ihren  grössten 
Werth  erreicht. 

Projicirt  man  Sj ,  82  etc.  auf  eine  Ebene ,  welche  senkrecht  zur 
Ehene  der  g.  össten  Projectionssumme  steht,  so  erhält  man  eine  Pro- 
jectionsßumme  gleich  Null,  wie  aus  den  Formeln  für  ti,  t;,  w  leicht 
zu  ersehen  ist. 
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Cap.  YL 
Die   Converg^nz  und  Divergenz   unendlicher  Reihen. 

§.  36. 
Grundbegriffe  von  endlichen  und  unendlichen  Beihen. 

Bezeichnet  (p{m)   eine   bekannte  Function    der    willkührlichen 
ganzen  positiven  Zahl  m,  so  bilden  die  einzelnen  Functionswerthe 

«P(0).     <P(X),     9)(2),...9)(»-l) 
eine  sogenannte  endliche  Reihe,  welche  im  vorliegenden  Falle  aus 
w  Gliedern  (Termen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  eine 
gewisse  Function  von  n  und  mag  mit  8n  bezeichnet  werden.    Lassen 
wir  in  der  Gleichung 

S;.  =  9(0)  -I-  9(1)  +  9(2)  +  •  ■  .  +  9(»-l) 
w  unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Reihe  zu  einer  unend- 
lichen und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenz werthe, 
welchem  sich  Sn  i^ür  unendlich  wachsende  n  nähe]^.  Dabei  sind  nur 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  Lim  Sn  eine  bestimmte  endliche 
Grösse  S  oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ersten  Falle  heisst 
die  Reihe  (p(Ö)  -f-  g)(l)  -j-  9) (2)  +  etc.  convergent  und  S  ihre 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Reihe  als  divergent 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Diese  Methode  zur  Summirung  unendlicher  Reihen  wollen  wir 
durch  zwei  Beispiele  erläutern,  welche  nachher  von  Nutzen  sein 
werden. 

a.  Zulolge  der  bekannten  Summenformel  für  die  geometrische 
Progression  gilt,  wenn  fp(m)  =  ß*^  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
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[^  =  1  + /J  +  ^» +  ••••  + /3-  -  M 

ist  nun  ß  ein  positiyer  oder  negativer  ächter  Bruch,  so  wird  Lim  ß* 
=  0*),  mithin 

1)  j^  =1   i-ß  +ß'  +  ß'  + 

-I<l3<+  1.' 
Für  |3  =  +  1  ist  S„  =  n,  folglich  Lim  iSL  =  oo;  für  |3  >  -f  1 
wird  um  so  mehr  JAm  iSl,  =  oo ;  f ur  /5  =  —  1  ist  S„  =  0  oder 
=  +  1,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist;  für  ß  <Z  —  1 
wachsen  die  Werthe  von  8n  in's  Unendliche  und  wechseln  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  8n  nur  unter  der  Bedingung 
—  1  <  /3  <;;  -}-  1  eine  bestimmte  endliche  Grösse ,  d.  h.  die  Reihe 
1  +  /J  4"  jS*  +  •  •  •  convergirt  für  acht  gebrochene  ß  und  diver- 
girt  in  jedem  anderen  Falle. 

h.    Aus  der  leicht  beweisbaren  identischen  Gleichung 
ß{ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  m-l)       ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß-\-m) 
«(rt  +  l)(o  +  2)...(a-f  f»— 1)        a(a-fl)(a  +  2)...(a  +  m) 
tt-ß      ß(ß  +  l)(ß-{-2)...iß-\-m-l) 
a      •(a+l)(a  +  2)(«  +  3). ..(«  +  «.) 
folgt,  indem  man  m  =  l,2,3,...n  —  1  setzt  und  Alles  addirt, 
n  ß         ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(fi+n-l) 

'  a         a(a  +  l)(a  +  2)  .  .  .  (a  +  n—1) 

_«-/?[   ß      ,       ß(ß+l)       ,  ß(ß  +  i)...(ß  +  n-2)  1 

a  l«+l'^(a-|-l)(«-f2)'^'"^(«+l)(o+2)...(«+n— 1)J' 
wobei  die  eingeklammerte  Reihe  aas  n  —  1  Gliedern  besteht  Bei 
Unendlich  wachsenden  n  kommt  es  linker  Hand  auf  den  Greuüwertb 
von 

ß(ß-\.l)Xß  +  2)...(ß  +  n-l) 
«(«  +  l)(a+2)...(a  +  n-l) 


•)    Ein  positives  acht  gebrochenes  ß  kann  unter  der  Form  r— p — 

dargestellt  werden,  wo  «  irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
(!  +  «)">  1  +  n  «  ißt  dann 


0  </>«=,,  _?•     .   <        ^ 


(1  +  «)»^  1  +  w«' 
woraus  die  obige  Behauptung  sogleich  folgt.     Bei  negativen  ß  können 
Bich  ß*  und  (—  /?)»  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  üebrigoa 
bleibt  die  Schlussweise  dieselbe. 
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an,  und  da  man  augenblicklich  übersieht,  dass  für  a  =  /5  der  vor- 
liegende Bruch  constant  =  1  bleibt,  so  sind  noch  die  Fälle  a  >  ^ 
und  a  <;  j8  zu  untersuchen. 

Nun  ist  für  ganze  positive  h  und  A;,  sowie  für  ein  beliebiges 
positives  x 


('+t)* 


>1  +  0?,      (1 +«')*>  1  +  Jcx 


mithin,  wenn  man  in  der  zweiten  Ungleichung  die  X;te  Wurzel  zieht 
und  die  reciproken  Werthe  nimmt 

hieraus  folgt  für  a?  =  ^  ,  wobei  a  —  ß  und  ß  +  w  als  poßi- 

tiv  angenommen  werden, 

/     /3H-W  '  \* ^  /?  +  »»  ^  /      ß  +  m       y 

(ß  I  m  I   "~^)  ^«  +  *»'^V/?  +  «»4-fc(«-^)/    ■ 
Wählt  man  die  Zahlen  ^  und  Je  so,  dass  gleichzeitig 
h>a^ß,      Jo^-L 

so  kann  man  die  vorige  Ungleichung  verstärken,  indem  man  statt 

a  —  ß     ...  .       •  ^  ' 

des  acht  gebrochenen  — 7-^  die  Einheit,  und  für   das   die  Einheit 

übersteigende  k(a  —  ß)  gleichfalls  die  Einheit  setzt.   In  der  nunmeh- 
rigen Ungleichung 

/    ß-\-fn    Y       ß+m        /    ß  +  m    \* 
ViS  +  w-fiy  '^a  +  w'^V/^+w+iy 
nehmen  wir  in  =  0,  1,2,...9»  —  1   lind  multipliciren  alle  ent- 
stehenden Ungleichungen;  dies  giebt 

/_J_\»  ^  ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß^n-l)        /_ß_Y 
\ß-\-nJ  ^a(a-\-l)(a  +  2)  .  .  .  ia-\.n-l)^\ß-\-n)   ' 

Bei  unendlich  wachsenden  n  ändern  sich  h  und  h  nicht,  dagegen 

wird  JWi»  ^-^77-  =  0,  mithin 

2^  ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß  +  n-l) 

^^  ^"•a(a  +  l)(«  +  2)...(a  +  n-l)-^* 
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wobei  aber   die  Bedingung  a  >«•  /J   festzuhalten    ist.     Aus  Nro.  1) 
erhält  man  nun  die  Reihensummirung 

ß      _  _ß_    ,         ß(ß+l)        ,       ß(ß  +  l)(ß  +  2) 
a-ß        a+1  ■^(a+l)(«+2)"^(«  +  l)(«  +  2)(a-|-3)"^ 
oder  auch,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzufügt, 

L? -   ,      ß      .       ß(ß  +  l)       ,        ß(ß+l)(ß+2)  ^^ 

3)  ja-/3— ^■'"a+l'^(«4-l)(a+2)'^(a+l)(a+2)(a+3)'^ 
(  a>ß>0.. 

Der  zweite  Fall  a  <Z  ß  kann  sehr  leicht  auf  den  ersten  zurück- 
geführt werden;  indem  man 

/?(/?  + l)...0?  +  n-l)^ 1 

a(a-f-l).  .  .  (a  +  n— 1)        «(«-f  1).'.  .  («  +  n— 1) 

'  ß(ß  +  l)...(ß+n-l) 
Beizt;  rechter  Hand  nähert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in^s  Unendliche  und 
daher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

iw  —  JL.  j_    <^o^  +  i)     ,     .ß(ß  +  i)(ß+2) 

^        ""«4-1  "^(«  +  l)(a  +  2)'^  ia+l)(a  +  2)(a  +  3y'" 
ß>  tt>0. 
Im  letzten  Falle  /3  :=  a  wird  die  betrachtete  Reihe  zur  folgenden 


"     +:r^  +  r^  + 


a  +  1        a  +  2    ^  a  +  3 
und  ihre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet,  unter  der  Form 

— ;  wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 
ten Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4  und  5) 

JL>J(a  +  l)  — lo 
a 

ziehen  wir  vorerst  in  die  folgenden  zusammen 

l(e-\-l)-le<l.<lji-  l(M-l), 
z 

setzen  dann  ;?==«+  l,a  +  2,...a  +  n  und  addiren  Alles; 

dies  giebt 

5)  J(a  +  n4-l)  —  K«  +  l) 

1  1  1  1 

<«  +  !  +  «  + 2  +  a  +  3"^'"*"'"a  +  n'^ 
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Hieraus  geht  augenhlicklich  hervor,  dass  die  Summe  der  z^i- 
Bchenliegenden  Reihe  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche  wächst. 
Die  Reihe 

6^   1    ,         ß        ,  ß(ß  +  l)  ,         ß(ß+l)(ß-h2) 

'  ^  a+1  ■^(ß  +  l)(«  +  2)"^(«4-l)(«  +  2)(a+3)"^" 
convergirt  daher  für  «  >  j8  ]>  0  und  divergirt  in  jedem  anderen 
Falle,  wobei  a  und  ß  immer  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Convergen:?  oder  Divergenz  einer  uneüd- 
lichen  Reihe  leicht  zu  entscheiden,  sobald  man  die  Summe  ihrem 
ersten  Glieder  finden  kann;  dies  gelingt  aber  nur  selten,  und  mau 
muss  sich  daher  nach  anderen  Kennzeichen  der  Convergenz  oder  Di- 
vergenz umsehen.  Setzen  wir  zunächst  alle  Reihenglieder  als  positiv 
voraus  und  bezeichnen  wir  sie  einfach  mit  Uq  ,  t«] ,  t^  etc.,  so  leuchtet 
augenblicklich  ein,  dass  dieselben  fortwährend  und  in's  Unendliche 
abnehmen  müssen,  d.  h.  dass  LimUn^=0  werden  muss  (für  w  =  c»), 
wenn  die  Reihe  convergiren  soll;  denn  betrüge  jeder  Terra  mehr  als 
irgend  eine  Zahl  €,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
mehr  als  €  -|-  ^  4-  *  *  *  in  inf.  ausmachen,  d.  h.  unendlich  gross  sein. 
Dieses  Criterium  reicht  aber  nicht  aus,  wie  man  schon  an  der  Reihe 

1 — - — I — - — (-  .  .  .  -| sehen  kann,   welche  (nach  Nro.  5) 

12  3  n 

divergirt,  obschon  ihre  Glieder  in's  Unendliche  abnehmen.    Die  Sache 

bedarf  daher  einer  genaueren  Untersuchung,   welche  im  Allgemeinen 

auf  dem  Principe  beruht,   eine  gegebene  Reihe  mit  einer  anderen  zu 

vergleichen,  deren  Convergenz  oder  Divergenz  bereits  festgestellt  ist 


§.37. 
Beihen  mit  positiven  Gliedern« 

!•   Die  gegebene  Reihe  sei 

und  zugleich  werde  vorausgesetzt,  dass  der  Quotient bei  un- 

endlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  Grenze  A  nähere ;   diese 
ist  jedenfalls  positiv,  kann  aber  <;  1 ,  =  1  oder  >>  1  sein. 

Wenn  X  weniger  als  die  £inheit  beträgt,  so  muss  der  Quotient 

^ilLtl  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  A;  an  kleiner  als  ein  zwischen 

A  und  1    eingeschalteter  ächter  Bruch  ß  bleiben,  denn   wenn  dies 
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nicht  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich     "        nicht  einer  Grenze  nähern, 

**» 

welche    vorausgesetztermaassen   unter  ß   liegt.     Man  hat  dann   von 

n  =  Ä  an 

^<^.    ^<ß,    ^<ß 

and  erhält  daraus  sehr  leicht 

und  durch  Addition 

«*  +  «*  +  i  +  «*  +  2  +  «*  +  3  + 

<U,(l    +/3    +   ^2^/j8   4.....). 

Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  u^j  u^^^,  w*  +  a  etc^ vereinigt,  wachsen  fortwährend ,  sie 
bleiben  aber,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

U*(l    +ß   +  ß*   +  ...)  =  u,j^, 

und  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  unendlichen  Reihe 't<^  +  <**  +  i  +  Wa  +  2  +  etc.-  eine  endliche  Grösse 
sein.  Durch  Uinzufügung der  endlichen  Summe iIq  +  **i  +  •'•  +  •**-! 
erhält  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe  1*0  +  «i  +  •  •  • 
in  inf.  convergirt. 

Wenn  zweitens  X  ^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1  und  k 

den  unächten   Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,   dass 

"«1  +  1 

— -^  ]>  y  bleibt,  was  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  Ä;  an  der  Fall 

sein  muss,   weil  sich  ausserdem  ■  ""^^  nicht  einer  über  y  liegenden 

Grenze  nähern  könnte.  Man  erhält  durch  ähnliche  Schlüsse  wie 
vorhin 

w*  4-  ^**  +  i  +  «**  +  2  4-  «'ä  +  s  4-  .  .  . 

>«*(!  +  y  +  y'  +  y'  + ); 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y  ]>  1,  mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross;  dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  %  4"  ^1  +  **2  +  otc.  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
wii*  den  Satz: 

Die  unendliche  Reihe  Mo  4"  ^i  +  W2  +   etc.  convergirt 

U    j- 1 

oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von    ""*" 
weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt« 
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Als  Beispiel  diene  die  Reihe 


^  4-  J-  £i  _L  LlI  £^        1.3.5  ^ 
^  1+2     3     "^2.45     "^2.4.67^ 


X 

hier  ist  Mo  =  0,  Wi  =  —  u.  s.  w. 


{^-hJ" 


Un  2n(2n+l)  ^    ,     1 

^  +  2^ 
mithin  convergirt  die  Eeihe  für  aj  <r  1  und  divergirt  für  a:  >  1. 
Ebenso  leicht  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 

2)  IP     '     2^         3^         4*» 

für  a:  <C  1  convergirt  und  f ür  ä  >  1  divergirt. 

Wendet  man  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  sogenannte 
Potenzenreihe  an,  nämlich 

Oo  +  »1  ^  +  ««aj*  +  »8  '^^  4-  •  •  '  •  •-• 
worin  x  und  alle  a  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  findet  man 
leicht,  dass  dieselbe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  x  weniger 

oder  mehr  als  Lim  — ^  beträgt. 
a»  +  i  ^ 

Das  soeben  bewiesene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit 
in  dem  Falle  A  =  1 ,  weil  die  Herleitung  desselben  auf  der  Voraus- 
setzung beruht,  dass  zwischen  1  und  A  eine  Zahl  eingeschaltet  wer- 
den könne ;  der  genannte  Ausnahmefall  bedarf  daher  einer  weitereu 
Untersuchung. 


II.    Wenn  das  Product 


bei  unendlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze 
fi  nähert,  so  kann  letztere  (wegen  Ww  +  i  <C  w„)  nur  eine  positive 
Grösse  sein,  rücksichtlich  deren  wir  die  drei  Fälle  fi  I>  1 ,  f^  =  1 
und  fi  <i  1.  unterscheiden. 

Im  Falle  fi  >  1  denken  wir  uns  zwischen  fi  und  1  den  nn- 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  n  so  gross  genommen,  dass  das 
oben  erwähnte  Product  grösser  als  y  bleibt,  was  jedenfalls  einmal 
geschehe]!  wird.  Von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  X;  an  haben  wir 
dann 
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<.-^)>r,  (*+.)(.-^)>,,  (.+.,(i-aü)>,, 

U.  8.  W. 

and  erhalten  hieraus 

"*+'<      *+2     "*+^  <  fc(* +!)(*  + 2) "*••••• 

mithin  durch  Addition 

w*  +  ««*  +  i  4-  «4  +  2  +  Ut^z   f     •  •  • 

Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  spocieller  Fall  der  Reihe 
Nro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a  z=z  Je  —  l,  ß  =  Je  —  y,  wobei  immer 
Ä  >  y  ^  1  gewählt  werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Reihe, 
weil  y  ^  1,  mithin  a  ]>  /8  ist.  Daraus  folgt  die  Convergenz  der 
Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Convergenz  der  Reihe  Wo  4  ^i  +  %  +  etc. 

Wenn  fi  <^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  /i  und  1  den 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dass  das  Pro- 

duct  n  ( 1 ^^^  j  von   einer  bestimmten  Stelle  n  =  Ä;  ab  kleiner 

als  y  bleibt.     Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
Jetzt  zu  der  Ungleichung 


>t**j 


*-y +  (*-y)(^-y+i) 


h       '  JciJe+1) 

(fe„y)(fe^y-f  l)fe~y  +  2) 

1-  fc(Ä;+l)(Ä  +  2)  "^ 


Wegen  y  <  1  divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  mehr  di- 
vergirt  auch  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  «o  4"  ^'i  +  ^i 
etc.    Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  %  4"  **i  4"  ^2  +  etc.  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
ductes 

mehr  oder  weniger  als  die  £inheit  beträgt 
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Dieses  Kennzeichen  erledigt  meistentheils  die  Fälle,  wo  das 
vorige  keine  Entscheidung  giebt  So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Nro.  1) 
für  a?  =  1 

■^  2n 
mithin  corivergirt  die  Reihe  1)  auch  für  a?  =  1. 

Für  die  Reihe  2)  ist  im  Falle  x  =  l 

x.-4»(-!^)]  =  .,»[„ji-(^)'j] 

oder,  wenn  —  =  S  gesetzt  wird, 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 
1,1.1.1. 

je  nachdem  p  "^  1  oder  jp  <C  1  ißt. 

Da  sie  für  p  =  1  divergirt,  wie  wir  schon  aus  §.  36  wissen, 
so  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  bietet  die  Reihe 

= '(•  +  17^)  +  <■ +P^)  +  <■ +5^)h--. 

worin  sc  einen  ächten  Bruch  bezeichnen  möge.  Hier  Hesse  sich  zwar 
das  gegebene  Criterium  direct  anwenden,  würde  aber  zu- einer  etwas 
complicirten  Rechnung  führen.  Kürzer  gelangt  man  durch  die  Be- 
merkung zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jederzeit  7(1  H-Ä)<^/4 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträgt  als 

x^  x^  x^ 

^  12  — a;*  ^  22  — a:»  ^  3«— a;*  ^ 

Bes^eichnet  man  die  vorstehenden  Summanden  mit  M|  ,  Wj ,  u^  etc., 
80  erhält  man 
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demnach  convergirt  die  Reihe  5)  und  um  so  mehr  die  Reihe  4}» 

Es  kann  sich  treffen,  dass  der  mit  fi  bezeichnete  Grenzwerth 
gerade  =  1  wird;  dann  verliert  das  vorige  Kennzeichen  seine  An- 
wendbarkeit und  ipacht  wieder  eine  neue  Untersuchung  nothwendig. 
Diese  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  die  Aufstellung  weiterer 
Gonvergenzregeln  unterlassen  können*). 

§.38. 
Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

Aus  einer  Reihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
enthält,  kann  man  eine  neue  Reihe  dadurch  bilden,  dass  man  allen 
Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen  giebt;  wenn  nun  die  letztere  Reihe 
convergirt,  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  die  erste  convergiren  werde. 
In  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
überzeugen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  brauchen,  wo  die 
Vorzeichen  altemiren.    Die  ursprüngliche  Reihe  ist  dann 

1)  Wo  —  «1  +  t«3  —  «3  +  «*4 •  • 

^d  die  abgeleitete 

2)  Mo    +  ttl    +  ^    +  «8    +   ^4    +   •  •  •  • 

Wenn  nun  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jede  der  bei- 
den Summen 

g>(n)  =  110+113+1*4-1 +  U2n-2 

*(W)  =  Ul    +  «8    +  «5    + +  «2«-l 

einer  endlichen  Grenze  [im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
werth von  q>(n)  +  ^(«)  unendlich,  was  der  Convergenz  von  Nro.  2) 
widerspräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

=  llO—  W1+W3—  l«8    +   -'-   +   W2n-t  —  W3«-l 


*)  Vergl.  d.  Verf.   Handbuch   der   algebraischen  Analysis; 
5.  Aufl.  Jena  1873. 

äehlA milch,  Analysife.    L  12 
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eine  endliclie  Grösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  und  hat'  eine 
kleinere  Summe  als  die  Beihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jedem 
anderen  Falle. 

Bei  den  häufig  vorkommenden  Beihen  mit  altemirenden  Vor- 
zeichen kann  man  die  Convergenz  noch  auf  einem  anderen  und  viel 
einfacheren  Wege  erkennen,  sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  k 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also 

Uk  >  W*  +  l  >  Wifc  +  2  >  «*ifc+8 

und  ausserdem  wie  früher  Lim  w„  =  0.     Setzen  wir  nämlich 
El  =Ut, 

Es  =  Ujc  —  («**  +  l    —   t«»  +  2J» 

Jßß  =  Ut  —  (Ujt^l   ~  Ut  +  i)  —   (W*  +  »  —  Wifc+4), 

..•         ••.■•• 

und  beachten,  dass  alle  eingeklammerten  Differenzen  positiv  sind,  so 
haben  wir 

3)  El  ^  E^  ^  E^  ^  Ej  •  h  •  • 

Andererseits  gilt  für  die  Grössen 

E2  =  (Ut  ^  Ujt^l), 

•^4  =  (%  —  Ui^i)  -f  (w*  +  2  —  Wi  +  s)» 

Ee  =  (Ui  —  Ut^i)    +    (Ujt  +  2  —  Wifc  +  8)_+   («^*  +  4  —  «*  +  6)» 


die  Beziehung 

4)  Ei<E^<Ee  <:Es 

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  m 

Lim  (E2m-i  —  Eim)  =  Lim  Wi+jm-i  =  0; 
hieraus  folgt,  dass  sich  E2m-i  nnd  2^2«»  einer  und  derselben  Grenze 
E  nähern,  und  zwar  E^m—i  durch  Abnahme,  E2m  durch  Zunahme. 
Dieses  E  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  es  nach  Nro.  4) 
positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  Ei,  E^^  E-o  etc. 
ist    Zufolge  der  Gleichung  E  =  Lim  E^m-i  =  Li^  -Kam  hat  man 

E  =  Uk  ■—  Ut  +  i  +  Uk  +  2  —  w*  +  3  + 

mithin  convergirt  die  vorliegende  Beihe  und  daher  auch  die  Beihe 
f^o  —  Wi  -}-  W.J  etc.     Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Beihe  mit  altemirenden  Vorzeichen  convergirt 
immer,    sobald   ihre    Glieder    von    einer    bestimmten 
Stelle  an  fortwährend  und  in*s  Unendliche  abnehmen« 
Hieraus  folgt  z.  B.,  dass  die  Beihe 

1  —  1  4-  1  —  i  -I-  1  —  i 


i 
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oonvergirt  und  dass  ihre  Summe  zwischen 

J-i  +  iondl-i  +  J-} 

U.  6.  W. 

enthalten  ist;  dagegen  würde  eine  divergente  Reihe  entstehen,  wenn 
man  alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduciren  wollte.  Der 
obige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  solchen  Fällen,  wo  das  vorige 
Kennzeichen  zu  keinem  Resultate  führen  würde. 

Wir  wollen  hier  eine  Eigenthümlichkeit  erwähnen,  die  bei  den 
divergenten  Reihen  mit  altemirenden  Vorzeichen  stattfinden  kann. 
Wenn  nämlich  Lim  u^  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse 
Q  ist,  so  nähert  sich  ti^  —  tf^+i  der  Grenze  Null,  und  es  kann  sich 
treffen,  dass  die  Reihen 

82m  =  (Mo  —  t*l)  +  (««2  —  Ws)   +   •  •  '   +   («*«m-J  —  <*2m-l) 
S^2m  +  1  =«0  —    (Wl  —  «2)  —  (%  —  W4) (W2m-1  — W2m) 

convergiren ,  indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Rei- 
henglied  betrachtet.  Unter  diesen  Umständen  sind  Lim  8 2m  ^uid 
Lim  S2m  +  i  endliche  (rrössen,  und  als  Grenz werth  ihrer  Differenz 
erhält  man 

Lim  (iSfjm+i  —  82m)  =  Lim  Mjm  =  p» 
d.  h  die  Summen  der  Reihenglieder 

Ho  —  Ui  +  1*3  —  1*3  + 

nähern  sich  zwei  endlichen,  um  q  von  einander  verschiedenen  Gren- 
zen, je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  von  Glie- 
dern zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
tung hat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Das  einfachste  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe 

a  —  a  -\-  a  —  a-f- 

deren  Summe  bei  gerader  Gliederzahl  =  0,  bei  ungerader  Glieder- 
zahl =  a  ist. 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

f-l+l-l+f 

dienen.     Hier  ist 

S2«  =  i  -  J  +  i  -  J  +  •  •  • 


1 
2wi' 


et  1        1    I    1        1    1  ^1    ^^  +  ^ 

S2«+i  =  i-S  +  3-*4+  2^;;  +  2^;rqri  5 

beaeichnen  wir  mit  6  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 

1        a    I    8        41  » 

12* 
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so  erhalten  wir 

Lim  82m  =  <^,      Lifn  Sam  +  i  =  ö  +  1, 
mithin  oscillirt  die  obige  Reihe  zwischen  0  und  0  -|-  1, 

§.39. 
Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

Biß  in  §•  36  gezeigte  Entstehungs weise  der  unendlichen  Reihen 
beweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegebene  Function  (p(ni)  nicht 
nur  die  Grösse  der  einzelnen  Reihenglieder  «0  =  ^(0),  Wi  =  (jp(l), 
«2  =  9>  (2)  etc. ,  sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  be- 
stimmt wird;  die  Anordnimg  der  Glieder  ändern,  heisst  demnach, 
die  Function  q>  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Vor- 
aus absehen  lässt,  ob  die  Summe  der  Reih^  ungestört  bleiben  wird 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  dass  eine 
andere  Anordnung  der  Reihenglieder  zu  einer  anderen  Reihensumme 
führen  kann. 

Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 

"  l^         213  4^5  617  8T^9  » 

*  1^3  21517  419^^  11  61  » 

deren  zweite  so  aus    der  ersten  gebildet  ist,  dass  auf  zwei  positive 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  6  als  der  Grenzwerth  von 

««  =  a~i  +  l-D  +  ö-H-^-i)-i-    ••• 
..  .  +  (-J L_  +  _J__i_) 

^\4n  — 3        4n--2^4n— 1        4n/ 
angesehen  werden,  ebenso  s  als  Grenzwerth  von 

s»  =  (i-  +  l-DH-a  +  l-i)  + 

^  \4n  — 3  ^  4«— 1        2nJ 
Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 

^  \4«  — 2  ^  4n        2n/ 

=  i[ö-i)  +  a-i)  +  --  +(ä^-^l 

und  hieraus  folgt  für  n  =  00 
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d.h.  »=i(J, 

womit  die  Verschiedenheit  von  ö  und  8  dargethan  ist. 

Man  erkennt  demnach  die  Noth wendigkeit,  zweierlei  convergi- 
rende  Reihen  zu  unterscheiden ;  ist  die  Summe  der  Reihe  *  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  so  heisst 
die  Reihe  bedingt-convergent,  im  Gegenfalle  ünbedingt-con- 
vergent.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Kenn- 
zeichen der  unbedingten  Convergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  Un  die  Summe  einer  Reihe  von  n  Gliedern, 
nämlich 

1)  ü;  =  «*o  -H  «1  +  «3  +  •  •  •  •  +  Wn-i 

und  setzen  voraus,  dass  (für  n  =  od)  Lim  DJ,  gleich  einer  bestimm- 
ten endlichen  Grösse  U  sei,  mithin 

2)  U=  Uo  +  Ui  +  U2  + ; 

die  vorliegende  Reihe  ist  dann  convergent.    Ferner  bedeute 

3)  t^O    +   t?l    +   «^2    +   «^3    + 

eine  Reihe,  welche  aus  Nro.  2)  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
gebildet  ist;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Reihe  gleichfalls  U  zur  Summe  haben  wird.     Setzen  wir  vorläufig 

4)  Y^  r=Vo  i-  Vi  +  V2  + +  ^p-i^ 

80  können  wir  p  so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Reihe  alle  in 
Nro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p  —  n 
anderweite  Glieder,  deren  Indices  grösser  als  n  —  1  sind,  und  die 
wir  in  der  Form 

Wg  +  Wr  +  w,  -f  •  •  •  • 
zasammenfasöen.     Demnach  ist 

Vp  —    Un=  Ug   ■}-  Ur   +  Us  + 

mithin  bei  unendlich  wachsenden  p  und  n 

Lim  Vp  —  rr  =  Lim  (%  +  «*r  +  w,  +  *  *  0  5 
soll  nun  die  Reihe  3)   gleichfalls   U  zur   Summe   haben,  so   muss 
Um  Vp  =  U  oder 

5)  Lim  {Uq  -^  Wr  4-  ^«  +  '  •  •)  =  0 

sein,  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbedingten  Convergenz  der 
Reihe  2).  Um  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  die  Reihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
positive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n  sind  dann  alle 
in  der  Gleichung 

ü"  —    ^n  =  W«   +  Wn  +  l   +   «n  +  2   + 
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vorkommenden  Glieder  positiv,  und  die  Summe  w»  +  w„  +  i  +  etc^ 
der  sogenannte  Best  der  Reihe,  hat  die  Null  zur  Grenze,  weil  bei 
unendlich  wachsenden  n  die  linke  Seite  in  IT  —  JJim  CT»  =  0  über- 
geht. Nun  besteht  die  Summe  Uq  +.^r  +  w,  -|-  ßtc.  aus  p  —  n 
Gliedern,  deren  Indices  ]>>  n  —  1  sind;  diese  Glieder  sind  positiv 
und  man  hat  desshalb 

0  <  Wg  +  «*r   +   t**  +   •  •  •  <  Mä   +  Un  +  l    +  «*n  +  2   +   •  •  •  ' 

mithin 

Lim  (wj  -|-  t#r  +  w«  +  •  •  •)  =  ö* 
Unter  der  gemachten  Voraussetzung  convergirt  also  die  Reihe  im- 
bedingt. 

Diese  SchlussweisÖ  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Reihe  theils  positive,  theils  negative  Glieder  enthält;  der- 
artige Reihen  können  daher  möglicherweise  zu  den  bedingt-conver- 
girenden  gehören.  Nur  in  dem  speciellen  Falle,  wo  die  Reihe  auch 
dann  convergent  bleibt,  wenn  man  statt  jedes  einzelnen  Gliedes  des- 
sen absoluten  Werth  setzt,  lässt  sich  die  Sache  folgendermaassen  er- 
ledigen. Der  absolute  Werth  irgend  eines  Gliedes  u^  werde  mit 
[Ufn]  bezeichnet,  dann  ist  zufolge  der  Voraussetzung 

[Wo]  +  M  +  [%]  +  M-i • 

eine  convergente  Reihe,  mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim{[uq]  +  [Ur']  +  M  H }  =  0, 

d.  h.  der  absolute  Werth  von  %  +  ^r  +  w*  +  ®tc.  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden.     Daraus  folgt  sehr  leicht,  dass 

Lim  {Uq  -{-  Ur  +  Us  -{-'-')  ^=  0 

sein,  mithin  die  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.   Wir  können  da- 
her folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  unendliche  Reihe  convergirt  unbedingt,  wenn 
sie  ihre  Gonvergenz  auch  in  dem  Falle  behält,  wo 
alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt 
werden. 

Die  anfangs  erwähnte  Reihe 

i  —  1-Ll  —  IJ-l  —  .... 

X  a    T^   S  4      16 

genügt  dieser  Bedingung  nicht,  und  es  wird  daher  nicht  überraschen, 
dass  sie  nur  bedingt  convergirt. 
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§.40. 
Convergenzbedingtuigen  für  periociisohe  Beihen. 

Wegen  späterer  Anwendungen  betrachten  wir  noch  Reihen  von 
den  Formen 

Ioq  4-  «1  cosx  +  Os  cos2x.  4-  <h  cosSx  +  ••••, 
&i  sinx  +  ^2  8in2x  +  l>s  sinSx  +  ••••, 
worin  die  Coef&cienten  Oq  ,  ai ,  Oj  etc.,  &i ,  b^  etc.  als  positiv  voraus- 
gesetzt werden  mögen.     Wir   unterscheiden  dabei  drei   Hauptfalle; 
die  Goeflficienten  können  nämlich  gleich   sein,   sie  können  zweitens 
eme  steigende,  oder  drittens  eine  fallende  Reihe  bilden. 

Für  ao  =  «1  =  02  .  . .  .  ist  nach  einer  bekannten  Formel  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder 

€^  Q  -{-  cosx  -\-  co82x  +  cosSx  +  •  '  •  +  cos (n  —  1) a?] 

sin  (n  —  i)x 
2sinlx 
Bei  unendlich  wachsenden  n  oscillirt  sin  (n  —  ^x  zwischen  —  1 
und  -j-  1  ^i^  ^"^d  her,  ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern ; 
die   Reihe   hat  also,   in^s   Unendliche  fortgesetzt,   keine  angebbare 
Summe,  d.  h.  sie  divergirt.     Zufolge  der  Gleichung 

&i  \_sinx  +  sin2x  -}-  sinSx  -}-  •  .  •  -f- sm(n— l)a;] 


,    fi     ,1  C03{n  —  ^x'\ 


gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  für  die  zweite  Reihe;  letztere  divergirt 
daher  gleichfalls  für  t^  =r  ^2  =  &3  etc. 

Bilden  Oq,  Oi,  a^  etc.  und  ebenso  b^,  h^  etc.  eine  steigende  Reihe, 
80  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt;  demnach  bleibt  nur 
noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Coefficienten  eine  abnehmende 
Reihe  ausmachen. 

Die  Summe  der  (n  +  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
8n-\.i\  multiplioiren  wir  die  Gleichung 

Sn^i  =  I «0  -^  cticosx  4-  (hcos2x  -\-  •  •  •  4"  dnCOsnx 

mit  2sinlx  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelte  Product  in 

die  Differenz  zweier  Sinus,  so  erhalten  wir 

2  8n+isinlx 

=  Oosinlx  4-  Ol  (sinlx  —  sinlx)  -f  02  (sm|aj  — stnfa?)  +  •  •  • 

/  .   2n— 1  .   2n— 3  \  ,      /  .   2n+l         .  2n— 1   \ 

•••+a»_i(  s«w — ^ — x—stn  —^ — xJ+aAstn     ^     x—sm-^ —  x) 
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und  bei  anderer  Anordnung 

«.10  .    2n+  1 

2sm|:».S„  +  i  —  ünStn — - — x 

=  («0  —  ai)sm  \x  +  (ai—ch)  sin^x  +  (a^  —  a3)sm|dr  -f- 

•  •  •  •    +   («n-l  —  ÖJn)St»  2 ^• 

Unter  der  Voraussetzung,  dass 

1)  ao  >  »1  >  «2  >  0^3  •  •  •  • »  ^nd  Lim  an  =  0 
ist,  lassen  wir  n  in's  Unendliche  wachsen  und  haben 

2)  Xem  Sn^i  =  g^f^  |(«o  —  ai)sm|a?  +  (a^  —  a,)sm|a; 

+  («2  —  (h)sinlx  -\ • 

Einsichtlich  der  Reihe 

3)  («0  —  «i)  +  («1  — «2)  +  (»2  —  «3)  + » 

als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen,  ist 
nun  klar,  dass  sie  aus  lauter  positiven  Gliedern  besteht  (wegen 
«0  ^  ^  ^  ^  ß^^O  ^^d  dass  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder 
=  ÜQ  —  a„,  mithin  ihre  volle  Summe  =  «o  —  lAma^  =:  Oq  ißt; 
die  Reihe  3)  convergirt*  also.     Um  so  mehr  muss  auch  die  Reihe 

4)  {aQ  —  ai)sin\x  +  («i  —a2)$in\x  -\-  {a.^  —(h)sin\x  -f-  .  •  •  • 
convergiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nach, 
kleiner  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe  3),  und  ausserdem 
besitzt  die  Reihe  4)  theils  positive,  theils  negative  Glieder.  Bezeich- 
nen wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Reihe  4)  mit  (p{x)j  so 
folgt  aus  Nro.  2) 

2  5m  I  a? 
und  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  endliche  Grösse,  so  lange  x  nicht 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  +2;r,  +43r,  +63r  etc.  erhält;  d.  h. 

Wenn  die  positiven  Coeffi^ienten  Oq»  »1»  «2  etc.  eine 
unendlich  abnehmende  Reihe  bilden,  so  convergirt 
die  periodische  Reihe 

5  «0  +  «1  cos  a?  +  Oj  cos  2  a?  +  03  ^ös  3  a?  +  •  •  '  • 
für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +2k7C  sind. 

Indem  man  ?r  -f-  a;  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt 
man  zu  dem  zweiten  Satze: 
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Unter  den   obigen  Bedingungen  convergirt  auch  die 

Reihe 

5  Oo  —  aicosx  ■}-  02  cos2x  —  aa  cos  3  a?  +  •  •  •  • 

für  alle  fl?,  die  nicht  von  der  Form  +  (2  Ä  —  1)  JT  sind. 

Um  die  entsprechenden  Theoreme  für  die  periodische  Reihe  der 

Sinus  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn=hi  sinx  +  h  8in2x-\-  h  sinSx  +  •  •  •  +  hnSinnx 

mit2sin|aj  und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 

nosdifferenz;  bei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

Ol        Oll.         2n  +  l 
2stnlx  .  8n  +  hncos ^ — X 

=  bi  cos^x  —  (h{ — 'b2)co$lx  —  (b^  —  l)3)cos|a?  —  •  •  •  • 


.  .  •  .  —  (&«-i  — 5„)cos — - — «• 
Vorausgesetzt,  dass 

h  ^  h  ^  h »    ^nd     Lim  &„  ==  0 

ißt,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

Lim  8^=      ,   ^    l^i co8\x  —  (&i  — 62) coslx  —  (&a  —  W <^oslx — 

Die  Reihe 

(Pi—h)  +  (&2  —  ^3)  +  (&8  — M  H 

enthält  lauter  positive  Glieder  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
Glied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  =  &j ;  daher  convergirt  um  so 
starker  die  Reihe 

(bi  —  l2)coslx  +  (&3— &3)cös|a?  +  (63  — &4)cos|a?  -{-..•. 
und  folglich  hat  auch  die  Reihe 

hl  coslx  —  (&i  —  l>2)cos|a?  —  (&3  —  53)cos|a?  —  .  .  .  . 
eine  endliche  Summe,  die  ^  (x)  heissen  möge.    Aus  der  nunmehrigen 
Gleichung 

tl>(x) 


Lim  8n  = 


2sinlx 


geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  x  keinen 
der  Werthe  0,±2^,  +  4jr,  +  6Äetc.  erhält.  Im  letzteren  Falle 
wurde  aber   die    Summe    der  Reihe  verschwinden,  und   man  kann 

'sagen: 

Wenn   die  Coefficienten  &i,&3,&8  etc.  eine  unendlich 

abnehmende    Reihe    bilden,    so   ist   die    periodische 

Reihe 
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hl  sin  X  +  h2Sin2x  -|-  h^sinSx  -|-  •  •  •  • 
convergent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  n-\-x  an  die  Stelle  von  x  treten  lässt,  gelangt  man 
noch  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Yoraussetzung  ist  auch 

&i  sin  X  —  b2Sin2x  -\-  h^sinSx  — 

eine  stets  convergirende  Reihe. 

§.41. 
Addition  und  Multiplication  unendlicher  Beihen. 
II    Es  sei 

1)  i^n  =  Wo  4-  Wl    +  «^.+  •  •  •  +  %i 

2)  Qn  =  Vo    +  Vi    +  V^    +   '  "   +  Vn\ 

SO  ist  auch,  wenn  a  und  h  irgendwelche  von  n  unabhängige  Factoren 
bedeuten, 

3)  auo  +  5^0  +  aui  +  ^^'i  +  *  •  •  +  öpw„  +  hVn 

^aPn  +  hQn. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  Lim  Pn  ^=  ^  und  lAm  §„  =  C 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die  Reihen  1)  und  2),  und  zwar 
hat  die  erste,  in's  Unendliche  fortgesetzt,  P  zur  Summe,  die  zweite 
Q\  ferner  wird  aus  Nro.  3) 

atiQ  -\-  &t7o  +  ötwi  +  hvi  +  au2  -}-  5t?2  +  •  •  •  • 
=  Lim  {aPn  +  hQn)  =  aP  +  hQ. 
Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 
Das  Aggregat  zweier  convergenten  Reihen  ist  wie- 
der   eine  conyergirende    Reihe    und  die  Summe    der 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  der 
ursprünglichen  Reihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  far  jede  endliche  AnzabI 
gegebener  convergirender  Reihen. 

II.  Um  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  Rei- 
hen zu  erhalten,  lassen  wir  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabelen 
X  fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechenden 
Partialproducte  erleichtert  wird.    Es  sei  nämlich 
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mithin  Pj»  ft»  =  «0^0  +  («0  ^1  +  «i  fto)  « 

+  (ooh  +  (hh  +  (hh)^^ 
+ 

+   («1^2«   +   02^211-1   +   •  •  •   +    (hn-lh    +   a2,Ma?^*  +  ' 

+ • 

+   ((hn-lhn   +  Ö2»^2ii-l)a?*"""^ 

+  a2«&2na:*"; 
vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  folgenden 

4)  Sin  =(hh  +  ((hh  +  ai  h)x  +  («0  ^2  +  «1  ^  +  Ö2  W«'  +  •  - 

indem  man  x  sowie  alle  a'und  h  als  positiv  voraussetzt,  so  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

Sin   <  P2n  02«. 

Es  sei  femer 

Pn  =  oo  +  aix  +  (hx^  + 4-  a„ic«, 

Qn  =  'bo  +  h^  +  hx'^  + +  ^n^, 

mithin 

+    («0^2    +    »1^1    +    «2^0)^* 
+ 

+  (a«-i5„  +  a^fen-Oa^"-' 
so  hat  man  durch  Yergleichung  mit  S^n 
und  mit  dem  Vorigen  zusammen 

5)  JP2nQ2n>   S2n>PnQn. 

Bei  unendlich  wachsenden  n  werden  die  für  P^m  Q2ni  Pn^  Qn 
angegebenen  Reihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Cou- 
vcrgenz  sind 

Lim  P^n  =  Lim  Pn  =  -P, 
Lim  Q^n  =  Lim  Qn  ^=  Q 
endliche  Grössen ;  unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  ^ich  aus  Nro.  5) 
die  Gleichung 

6)  Lim82n  =  PQy 

welche  sagt,  dass  die  Reihe  4),  in's  Unendliche  fortgesetzt»  convergirt 
&nd  P  Q  zur  Summe  hat  ' 
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Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Reihen  mit  Gliedern  von  un- 
gerader Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

i^aw  +  l  =  Oo    +   aiX  +  '  "   +   (hnX^''   +   «•2n  +  lÄ^"  +  ^ 

so  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,   dass 
in  Nro.  5) 

Pin  =  P2»  +  l   —   a2«  +  lflj2«  +  l,        Ö2«  =    Ö2«  +  l   ^  «^2«  + 1  3?^»+ ^ 

ZU  setzen  ist.     Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Reihen 
wird  dann 

£«w(a2,+ia;2«+i)  =  0,       Lim  (52«  +  iaj2«+i)  =  0, 

Lim  Pjn  +  l  =  i^,  Li^  Ö2n  +  1  =   Qi 

und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  6) ;  d.  h. : 

Wenn  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 
ao  +  ai  a?  +  o-i  a?2  4-  03  a?8  -t^  •  •  •  • , 
ho  -]-  biX  +  hiX'^  +  ftg rc«  +  •  •  •  • 
nur    positive  Glieder    enthalten,   so  ist  ihr  Product 
eine  gleichfalls  convergente  Reihe,  nämlich 
«0^0  +  («0^1  +  ctiho)x  +  (aoh  +  aihi  +a2h)x^  +  ••••, 
und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Schlüsse,  mittelst  deren  die  Ungleichung  5)  hergeleitet 
wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  ursprüng- 
lichen Reihen  negative  Glieder  enthalten;  denn  es  könnten  z.  B.  die 
Glieder,  um  welche  p2n  §2n  reicher  als  82 n  ist,  zusammen  so  viel 
Negatives  geben,  dass  P2«  Ö2n  weniger  als  82  n  betrüge.  Unter  die- 
sen Umständen  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 

(hh  +  (ooh  i-aipo)x  +  ((hh  +  ^ih  +(hh)x^  + 

divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summe  nicht  angebbar,  mithin  auch 
nicht  =  P  §  sein.    Das  wirkliche  Vorkommen  dieses  Ausnahmefalles 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 
Nimmt  man 

a?  =  1 ,     a«  =  5«  = 


(-1)" 


«nd  multiplicirt  die  convergente  Reihe 

mit  sich  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordnet, 
80  ergiebt  sich  eine  neue  Reihe 
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S  =  fi  -«,  +  <s-*4  +  ••••• 
deren  ntes  Glied  ist: 

/ L    ,         1        ■        1  I     _i        I    1 

"      f^       ir(»-l)2'^ir(«-2)3'^       "^\r2(»-l)'^fn 
Nach  dem  bekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetisches  Mittel  ist,  hat  man 

y(„_fc)(ft+.i)<ü±l. 

mithin 

nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichung  Ä;  =  0,l,2,..,n  —  1 
und  addirt  alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhält  man 

*->"V;r|:T  "^''  *- >  V^^ > ^"^^^^^^ 

Daraus  ist  ersichtlich,  dass  t^  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche 
wächst,  dass  also  die  Beihe  8  divergirt,  mithin  8  nicht  =  P^  sein 
kann. 

Hiemach  bedarf  der  Fall,  wo  die  zu  multiplicirenden  Beihen 
negative  Glieder  enthalten,  einer  besonderen  Untersuchung.  Die 
Reihen  mögen  aus  Gliedern  mit  altemirenden  Vorzeichen  bestehen, 
etwa 

P  =  «0  —  «1  flJ  +  «2  a?^  —  03  aj3  +  •••'• , 

Qz=  60  —  liX  +  ftjOJ«  —   L^z^  + , 

nnd  convergiren.    Fassen  wir  alle  positiven  und  ebenso  alle   nega- 
tiven Glieder  jeder  Beihe  zusammen,  indem  wir  setzen 
üi  =  Oo  +  o^a?«  +  04«?*  +  ae^ö  +  •  •  •• 

Ui  =  OiX  +  a^x^  +  a-^x^  + , 

Fo  =  &o  +  ^aa?*  +  &4ÄJ*  4-  hx^  H , 

Fl  =  lix  +  hiX^  4-  l^x^  + , 

80  sind  zwei  Fälle  möglich ;  es  können  nämlich  die  vorstehenden 
vier  Beihen  ebensowohl  convergiren  als  divergiren  *) ,  und  es  sind 


*)  So  convergirt  z.  B.  die  Beihe 
aber  die  positiven  Glieder,  für  sich  genommen,  liefern  die  divergente  Reihe: 

f  +  i  +  J  +  ---->lö +  14-1 +  •••). 

und  ebenso  divergirt  die  Beihe  der  negativen  Glieder: 

i  + 1  + 1  +  •  •  •  =  1(1 4- 1  +  i  +  •  •  •)• 
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^0»  Ol»  ^0»  Vi  im  ersten  Falle  endliche  Grössen,  im  zweiten  Falle 
nnendlicli  gross.  Beschränken  wir  uns  auf  den  ersten  Fall,  so  ist 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

ferner  haben  wir  nach  der  Regel  für  die  Multiplication  solcher  con- 

vergirender  Reihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 

UqVo  =  aoh  +  (aob2  +  (hh)^^  -j-  .  .  .  . 

+  (öi^2  +  Ö3Ma?^  + 

üipiX^  -j_  .  .  .  . 

=  Oo^o  —  (ctoh  +  «i^o)  a?  +  («0^2  +  <^ih  +  (hh)  ^^ 

■—  («0^3  +  «1^2  +  «2^1  +«3^^^  + 

Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  und  identisch  mit 
(0-«-Oi)(Fo-F,)  =  Pe, 
mithin  convergirt  die  erhaltene  Reihe  und  hatP^  zur  Summe.    Wie 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Multiplicationsregel  ungestört  bei  end- 
lichen l7o,  üi,  Fo,  Fl.     Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die 
Reihen  P  und  Q  ihre  Convergenz  auch   in   dem  Falle  beibehalteia, 
wo  man   die  negativen  Glieder   durch   gleichgrosse  positive  ersetzt, 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  Uq  und  üi  oder 
Fo  und  Fl  eine  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  sich 
von  endlicher  Grösse  sein.     Wir  haben  daher  den  Satz : 
Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 

«0  —  OiX  -\-  a^x^  —  Oz x^^-\- 

be  —  hiX  -\-^h^x'^  — .  5^ a;8  ^  .  .  .  . 
ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo   alle 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werden, 
so    ist    ihr  Product    eine    gleichfalls    convergirende 
Reihe: 

Oo^)— («0^  +aifto)«  +  («o'^2  +  öi6i  +02  to)^!^  —  -"- 
und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  d*^]! 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  und 
daraus  erklärt  sich,  dass  ihr  Quadrat,  auf  gewöhnliche  Weise  ange- 
ordnet, eine  divergente  Reihe  liefert« 
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§.  42. 
Die  Differentiation  unendlicher  Beihen. 

Schon  in  §.  5  wurde  bemerkt,  dass  im  Allgemeinen  der  Diffe- 
rentialquotient  von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  noth- 
wendigerweise  gleich  der  Summe  von  den  Differentialquotienten  der 
einzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aus  der  Gleichung 
1)  iS  =  Wo  +  Wi  +  «*2  +%+•••  in  inf. 

nicht  ohne  Weiteres  auf  die  Richtigkeit  von 

dx  dx  dx  dx       ^ 

ßchliessen  dürfe.     Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

du^ 
Da  Un  und  —r —  ganz  verschiedene  Functionen  von  x  sind,  so 

QiX 

kann  es  geschehen,  dass  die  erste  Reihe  convergirt  und  gleichzeitig 

die  zweite  Reihe  divergirt ;   dann  ist  aber  die  Summe  der  letzteren 

,       dS 
nicht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  —r — 

ax 

nicht  gleich  sein ,  d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht.     Dass 

derartige  Fälle  vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 

„        cosx    ,    cos2x    .    cosdx    . 

Hier  convergirt  die  Reihe  für  alle  zwischen  0  und  tc  enthaltenen  x 

und  daher  ist  S  eine  bestipoimte  Function  von  x\  dagegen  divergirt 

die  Reihe  der  Differentialquotienten 

—  sinx  —  8in2x  —  sindx  —  •  •  •  • 

dS 
und  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  =  — —  sein.      Das  Befremd- 

dx 

liehe,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,  verliert  sich 
übrigens  durch  die  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unend- 
licher Reihen  eigentlich  auf  die  ümkehrung  der  Aufeinanderfolge 
zweier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.  Bezeichnen  wir 
nämlich  den  Differentialquotienten  einer  Function  durch  das  Vor- 
setzen von  2)  und  die  Summe  von  %  ~{~  ^i  4"  ^  ~F  ^tc.  kurz  mit 
2^«,  so  ist  in  unserem  Beispiele 

8  =  2^,     (flir»=1.2,3...) 
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und  daher  auch 

n 

dagegen  ist  nicht 

2)8  .-=  ED  ^^i^  =  2  (^sinnxl 
n  .  ^ 

d.  h.  man  darf  die  mit  S  und  D  bezeichneten  Operationen  nicht  in 

umgekehrter  Ordnung  vornehmen. 

Wie  man  aus  dem  Vorigen  sieht,  hört  die  Untersuchung  dar- 
über, ob  überhaupt  D2Ju  =  2JDu  ist,  sogleich  auf,  wenn  die  Reihe 
der  Dififerentialquotienten  divergirt,  und  die  Frage  kann  daher  nur 
noch  sein,  wie  sich  die  Sache  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  convergirt.  Wir  wollen  die  wichtigsten 
hierauf  bezüglichen  Sätze  entwickeln. 

I.  Die  Reihe  1)  sei  eine  Potenzenreihe  und  /(x)  ihre  Summe 
etwa 

3)  /(a?)  =  Oo  +  üiX  +  a^x^  +  OzX^  +  '  '  -  • 
Diese  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute  Werth  von 

T-.       Ö^n  +  IÄJ^  +  I  -.      /a«  +  i    \ 

Ltm  -^^ti :^  Ltfn  ( -^^^x  ] 

weniger  als  die  Einheit  beträgt;  setzen  wir  den  absoluten  Werth  von 

«n  +  l 

so  können  wir  die  ebenerwähnte  Convergenzbedingung  durch  —  A 
<^  X  <^  -\-  k  ausdrücken.  Für  alle  derartigen  x  convergirt  femer 
die  Reihe 

1  «1  -f  2  «3  a?  -|-  3  «3  a;2 .-]-  4  a^  ajs  _|.  .  .  . . 
weil  hier  der  absolute  Werth  von 

I^^  "^ — ■ — ^TT^ =  I^^  =  "V  <  1 

ist;  mithin  besitzt  die  zweite  Reihe  eine  bestimmte  Summe,  die  (p{x)\ 
heissen  möge,  d.  L 

4)  (p(x)  =  lai  +  2aiX  +  Sa^x^  + 

Da  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  x  zwischen  —  X  und  +  1 
liegt,  so  lässt  sich  immer  eine  willkührliche  Zahl  h  von  der  Beschaf- 
fenheit finden,  dass  auch  x  -{-  h  zwischen  —  k  und  -l"  ^  enthalten 
ist,  und  dann  gelten  die  Gleichungen 
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5)  f(x  +  h)  =  a^  +  ai(x  +  h)  +  a,(a?  +  Ä)«  + 

6)  <p(a;  +  Ä)  =  lai  +  2a,(a?  +  Ä)  +  Basix  +  h^  + 

Von  den  Gleichungen  5)  und  3)  nehmen  wir  die  Differenz,  divi* 

diren  mit  h  und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 
H^ix  +  h)  —  ilf(x) 


h 
oder  specieller 

(x  +  ^)*"  —  ^ 

h 
wir  erhalten 

7) 


=  t'ix  +  dÄ)         .    0  <  a  <  1 


h 

=  lai  +  2a2(a;  +  '^,Ä)  +  3a3(a;  +  '^8Ä)«  +  4a4(a?  +  '0'4Ä)»H 

Um  vorerst  den  einfachsten  FaU  zu  erledigen,  wollen  wir  an- 
nehmen ,  dass  alle  Coefficienten  ai ,  o^  etc.  positiv  seien  und  dass  x 
gleichfalls  nur  positive  Werthe  erhalte  (0  <  x  <^  -)-  A) ;  die  Summe 
der  rechts  stehenden  Beihe  ist  dann,  h  als  positiv  vorausgesetzt, 
grösser  als 

lai  -\-  2a.iX  -^^  SosX^  + =  q>(x) 

und  kleiner  als 

loi  +  2a2(x-\-h)  +  S(hix+hy  -] =  q>(x-\-hl 

wir  haben  also  zusammen 

Bei  negativen  h  ist  dagegen 

Aus  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze 
für  verschwindende  h 

unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  also  die  Summe  der  Reihe 
1  Ol  -\-  2a2  X  '\-  Sa^  x^  -\-  etc.  gleich  dem  Differentialquotienten 
von  der  Summe  der  Reihe  ö©  +  «i  a;  +  «^  ^*  +  etc. 

Es  kann  sich  in  speciellen  F&Uen  treffen,  dass  beide  Reihen  noch 
för  Ä  =  -|-  A  convergiren;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wört- 
lich dieselbe,  nur  muss  man  ^  negativ  und  seinen  absoluten  Werth 
<;  k  wählen,  um  das  Convergenzintervall  nicht  zu  überschreiten. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Reihe 
/(x)  =  Oq  +  Gl  X  +  (h  x'^  +  a»  x^  + 

Behlfimilcb,  AualysU.  13 
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positive  und  negative  Glieder  besitzt,  wobei  wir  uns  x  immer  als 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Vorzeichen 
auf  Rechnung  der  Coefficienten  schreiben.  Denken  wir  uns  alle  posi- 
tiven Glieder  zu  einer  Reihe  zusammengefasst  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder,  so  erscheint  f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren 
jede  für  sich  nur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Reihen  convergiren 
zufolge  der  anfänglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Summen 
bestimmte  endliche  Functionen  von  x,  die  wir  mit  fi{x)  undf^ix) 
bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)=A(x)^Mx). 

Für  die  Reihe  4)  gilt  Dasselbe   und  es  sei  (pi(x)  die  Summe 
aller  positiven,  9)2  (^)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 
(p(x)  =  (pi(x)  —  q>2(x). 
Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

mithin 

also  ist  auch  hier 

Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem : 
Wenn  die  Gleichung 

f(x)  =  «0  +  «1  ^  +  «2  ^^  +  «3  ^^  +  •  •  •  • 
für  alle  zwischen  —  A  und  -|-  X  enthaltenen  x  gilt,  so 
ist  unter  derselben  Bedingung 

f(x)  =  lai  +  2  ag  a;  +  3  ör,  j»2  -f  .  .  .  .  ; 
diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an    den  Grenzen 
der  Convergenz  (für  x  =  +  l),  wenn  in  diesen  Fällen 
beide  Reihen  convergiren. 

IT.  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  auszudehnen,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  ursprünglichen  Reihe 
irgend  welche  Fimctionen  von  x  bilden. 

£a  sei  nämlich  die  ursprüngliche  Reihe 

8)  f(x)  =  i>(x,  0)  +  ^(x,  1)  +  ^(flj,  2)  + 

convergent  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  und  jedes  ihrer  Glie- 
der eine  stetige  Function  von  x;  ferner  cbnvergire  auch  die  Reihe 
der  Differentialquotienten 

9)  (p(x)  =  tl^\x,  0)  +  tl^'ix,  1)  +  ^'(a;,  2)  + 

von   denen  jeder    einzelne    gleichfalls   continuirlich    hieben   mö^e. 
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wenigstens  innerhalb  des  Convergenzintervalles.  Wählt  man  jetzt 
h  so  klein,  dass  o?  -|-  ^  die  Grenzen  der  Convergenz  nicht  überschrei« 
tet,  so  erhält  man 

10)  /(x+ft)-/(a;) 

h 

=  f(x  +  d-oh,  0)  +  ^'(x-^&ih,  1)  +-  ^'(aj  +  '^jÄ,  2)  H 

und  hier  mag  zunächst  der  Fall  betrachtet  werden ,  wo  alle  Glieder 
gleiche  Vorzeichen  besitzen. 

Ißt  nun  irgend  eine  einzelne  Function  ^P(iii)  und  ein  indivi- 
dueller Werth  von  £r,  etwa  z  =  x,  gegeben,  so  lässt  sich  h  immer  so 
klein  wählen,  dass  die  Function  ^(;er)  innerhalb  des  IntervaUes 
z  =^  X  hiQ  z  ■=  X  ■];-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt; 
man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen  *)  h  so  klein  nehmen  können, 
dass  jede  der  Functionen 

^\x,Q),     ^'{x,\),    V'{x,2), 

von  a;  bis  a;  -|-  Ä  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  in  Nro.  10)  vor- 
kommenden Reihe  zwischen 

H>'{x,  0)  +  ^\x,  l)  +  ^\x,  2)  +  .  .  .  =  fp{x) 

and 

*'(a;  +  Ä,  0)  +  ^'(aj  +  Ä,  1)  +  *'(:r+Ä,  2)  +  ...  =  y(^  +  Ä) 

enthalten  sein  muss;  es  gut  folglich  die  Ungleichung 

^/^N  </(^  +  h)  -^fjx)  <  _,^  .   ,, 
9W  > ^ >V(«  +  Ä)» 

worin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  wachsende ,  die  unteren  auf  ab- 
nehmende ^  beziehen.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
dende h  wird  die  vorige  Ungleichung  zur  Gleichung 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der  Gleichung  8)  -erlaubt. 
Dasselbe  gilt,  wenn  h  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
bestimmten  unveränderlichen  Stelle  ab  die  Functionen 

^'(a;,  w),    ^'(ä;,  m+1),     ^'(a;,m  +  2), 

entweder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 

Reihe  10)  zerlegen  in 

^'(a;  +  ^oÄ,0)  +  *'(a;  +  ^iÄ,l)  +  •••  +  i>\x^^^^ihm^l) 

+  ^'(a:+^mÄ,m)  +  ^'(a?  +  ^m  +  iÄ,»w+l)  + 

nnd  jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  Ausnahmefalle  sind  in  der  That  möglich,  wie  nachher  gezeigt 
werden  soll. 

18* 
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Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Ahschnitte  I.  lässt  sich 
der  gefundene  Satz  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Reihe  10) 
positive  und  negative  Glieder  besitzt;  die  Aufstellung  eines  allge- 
meinen Theorems  mag  aber  unterbleiben ,  weil  dieses-  an  so  viele  Be- 
dingungen geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförmliche  und  unbequeme 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles  ge- 
denken.    Ist  z.  B.  a;  <  1  und 

^'(ir,  w)  =  (1— a;)ir2», 
so  kann  man  zwar  für  a;  <  1   dem  h  einen  solchen  Werth  geben, 
dass  tl)'(x,  m),   tlj'(x,  m-]-  1)  etc.  zwischen  x  und  a?  -j-  Ä  nur  wach- 
sen oder  nur  abnehmen,  für  x  =  1  und  ein  negatives  h  =  —  S  ist 
dies  aber  nicht  mehr  möglich.     Die  Function^^'(aj,  n)  erreicht  näm- 

lieh  für  X  =  - — -j—  ihr  Maximum;  man  mag  nun  d  so  klein  wäh- 
len wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihenglieder  geben,  für 
welche 

ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1  —  8  und  1  eintreten,  die  also 
innerhalb  dieses  Intervalles  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Diffe- 
rentialquotienten ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwar  für  o?  <  1,  aber 
nicht  f ür  ÄJ  =  1  giltig. 

III.  Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  der 
gewöhnlichen  Differentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass 
man  noch  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Reihenglieder  be- 
rücksichtigt, indem  man  von  dem  Satze*) 

Gebrauch  macht.     Lässt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

11)  f(x)  =  ^(x,  0)  +  if(x,  1)  +  ^(a?,  2)  + 

X  um  h  wachsen,  ohne  das  Gonvergenzintervall  zu  überschreiten,  so 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


*)  Dieser  ist  ein  specieller  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  und  folgft 
aus  letzterer  für  /  =  i/',  a  =  ar,  n  =  2. 
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h 

=  ^'(^,  0)  +  i>'(x,  1)  +  i>\x,  2)  +  ^'(a:,  3)  +  .  .  .  . 

Hier  ist  einfach  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Reihe 

rix  +  »oh  0)  +  t"(x  +  ^lÄ,  1)  4-  r(x  +  ^2Ä,  2)  H 

conyergirt;  so  lange  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  lange  ist  ihre 
Samme  eine  endliche  Grösse,  etwa  W(x,  h),  und  wenn  sie  dies  auch 
für  Ä  =  0  bleibt,  so  wird 

Lim[hWix,h)]  =  0, 
mithin  nach  Nro.  12) 
13)  f(x)  =  *'(a:,  0)  +  *'(a?,  1)  +  V(x,  2)  +  • . . . 

Als  Beispiel  diene  folgender  Fall.     Es  sei  x  ein  ftchter  Bruch 
il}{x,  0)  =  0  und 

*(^.  W)  =  —  i^l^y  =  Un\ 

nach  §.37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Reihe  i*i  +  ^  +  er- 
setzen wir  daher 

,.,n.,=-<.-^)-<i-|i)-<.-|i)— •• 

so  folgt 

15)  —j^ 


2x  2x  2x 

"r    02 ^2    "T"     Q2  «.«      ' 


12  —  x^     '  2*  —  aj2    '    3*  —  a?« 


(     12^(^  +  ^,fe)2  2«+(a;  +  ^,^«  I 

■^  '*|[12_(a;^.^jÄ)2]3  "^  [22— (a;  +  ^2Ä)2]3  "^  » 

wobei  Ä  so  klein  gewählt  werden  muss,  dass  auch  a?  +  Ä  ein  ächter 
Bruch  ißt.  Die  Summe  der  letzten  Reihe  wird  zu  gross ,  wenn  man 
statt  X  -^  »2^  X  -h  ^z^  ®r-  die  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  daher 

ü^-9r(.  Ä^^JJl^±M!-  4-    ^'  +  ^     4-    S'  +  ^     J. 

"^  ^  ^*'  "^  ^[i_(a;  +  #iÄ)*]2  ^  (2»—  1)»  ^  (3»—  1)»  ^        ' 

hier  convergirt  die  von  x  unabhängige  Beihe  und  hat  eine  numen- 
sehe  Summe  8,  mithin  ist 

0  <  A  9'(^ .  Ä)<  .^—^-^-^-^^  +  Ä  S 

und 
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Die  Gleichung  15)  liefert  nun 

und  daraus  erhellt,  dass   im  vorliegenden  Falle  die  Differentiation 
der  Gleichung  14)  erlauht  ist. 

§.  43. 
Die  unendlichen  Doppelreihen. 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Reihe  mit  doppeltem  Ein- 
gange versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form: 

1)  «0   +  «X    +«,+«,    + 

+  ui  +  u\  -\-u[  + «;  + 

0       '         1       '         2       '         8       ' 

+ 

das  allgemeine  Glied  derselben  wird  durch  w^  dargestellt,  wo  m  und 
n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend- 
liche Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppelreihe 

2)  «*o    +  «^1    +  w,    + +  Un^i 

+  ^^  +  -r  +  <+----  +  <-x 
+ 

+  u'r''+  u'r''+  ^r"''  +  ••••  +  ^iri"" 

die  Zahlen  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  be- 
zeichnet daher  S^*"^  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
muss  man  unter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  ^^^  bei  gleichzeitig  unend- 
lich werdenden  m  und  n  nähert  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  exi- 
stirt  und  von  endlicher  Grösse  ist,  heisst  die  unendliche  Doppelreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.    Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
nur  positive  Glieder  besitze  und  8  zur  Summe  habe,  so  ist 
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3)  's-  S^"' 

=  «.       +».+1     +•••• 


„(«+0    ,     ..(«  +  !) 


+ • 

und  da,  der  Voraussetzung  zufolge,  8^^^  bei  gleichzeitig  in's  Unend- 
liche wachsenden  m  und  n  der  Grenze  S  zustrebt,  so  kann  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  rechts 
verzeichneten  Grössen  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht 
werden,  wenn  man  m  und  n  gross  genug  wählt.  Wegen  des  positi- 
ven Vorzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fol- 
genden Grössen  zu: 


9,    ==«»        +««+1    +««+.     + 


fm— 1)    ,     ,,(»»-l)|     Jm—1) 


ST  0  '  1  '  '  »  —  1 


•         0  1  '         n-l 

+ 

-L   ./•»  +  »  J_  ,/"»  +  "  J_ 

+ , 

denn  es  besteht  jede  dieser  Summen  aus  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  verzeichnet  sind  *).     Die  nunmehrige 
Gleichung 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise;  man  kann  erstens  dafür  setzen 

5)  S-p<'»'-<»>=^""+p.. 

und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m  ersten  Hori- 
zontalreihen aus  Nro.  1).    Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt, 

8  =  u  4-  u  4-  u    + in  inf.     . 

S^  =  w^  +  «^  +  tt"^  + 

0    '       1    '       1     ' 

u.  s.  w. 

wo  s,  S^,  S°  etc.  selbstverständlich  endliche, Grössen  sind,  so  hat  man 
statt  der  Gleichung  5) 

Bei  unendlich  wachsenden  m  und  n  wird  hieraus,  weil  dann  q^^^  und 
öl"*^  gegen  die  Null  convergiren, 

6)  iS  =  s  -f  s^   +  s°  +  s™  +  .  .  .  • 
Femer  kann  man  statt  der  Gleichung  4)  schreiben 


*)  Die  Bedeutung  von  q  ,  ^^"^  und  «f^**^  wirddurch  folgendes  Schema 
vollkommen  anschaulich: 


g(-) 

e. 

^c-, 

g(m) 
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und' hier  ^enthält  die  rechte  Seite  die  n  ersten  Yerticalcolonnen  aus 
Nro.  1),     Für 

s  =^  u  4-  «*^  +  «*"+••••  in  inf, 

s  =u  +  u^  +  u^+ 

1         1  '      1   '      1    ' 

u.  s.  w. 
ist  nämlich 

und  hieraus  vrird  bei  unendlich  wachsenden  m  und  n 

7)  S  =  So  +  Si  +  «2  +  Sa  +  •  •  •     • 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Yertical- 
colonnen zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  dieselbe  Summe. 

IL  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convergenz  der  Doppelreihe  bekannt  sei,  und  hieraus  die  Conver- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  man 
die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Verticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet;  es  fragt  sich  nun,  ob  diese 
Schlüsse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 
auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  und  bezeichnen  letztere  wieder 

mit  u  ,  u    etc.  u  ,  u  etc.    Femer  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 
0        1  o'      1  ' 

der  Horizontalsummen  s,  s*,  s°  etc.  convergire  und  jS  zur  Summe 
habe;  es  ist  dann 

S  =  S  +  si+sn+s™-f 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  ab,  die  mit 
S(fn)  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

S  —  S^m)  =  s<"»>  +  s(«+i)  -f  s('»+2)  4-  . . .  . 

Für  hinreichend  grosse  m  kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  S  =  Lim  8^^^);  von  der 
rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  e  irgend  eine  willkühr- 
liche  Zahl  bezeichnet,  so  kann  m  immer  so  gross  gewählt  werden» 
dass 
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8)  S^"'^       +   /"*  +  '>+    8^""  +  *^  + 

=  „<»)    4- „^»>    +„(»•)     4. 

+  «<•"+'>+ 1«<^'»+» +«/"+»  + 

'0  '1  '2  • 

+ • 

weniger  als  \6  beträgt.  Andererseits  sind  5,  s*,  s^  etc.,  der  Voraus- 
setzung nach,  endliche  Grössen,  mithin  convergiren  die  gleichgelten- 
den Horizontalreihen,  z.  B. 

0      '      1      '      s       ' 
Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ab,  so  bleibt 

und  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  diese  Summe  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl,  also  auch  <^  - —  6 
gemacht  werden  kann,  wenn  n  wächst.     Die  Summe  der  m  Reihen 

«„            +«n  +  l     +»«  +  »       +•••• 
+  <  +<  +  !     +«U2       + 

läspt  sich  daher  unter  \s  herabhringen.  Yereinigen  wir  diese  «»Rei- 
hen mit  denen  in  Nro.  8),  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Summe  der  Glieder 

\       +  ««  +  1    +  •  •  • 
+  «»       +<+!+•••  • 

+  «r"+«rH.r  +  ---- 
+  «1*"*  +  «f '  + 

+  i*^''+" +«<•»+"+ 

'         0  '  1  ' 

+  ••••: 

kleiner  als  €  gemacht  werden  kann,  also  jedenfalls  eine  endliche 
Grösse  ist.  Durch  Hinzufägung  der  in  ^  enthaltenen  Glieder  ent- 
steht jetzt  eine  Doppelreihe  mit  gleichfalls  endlicher  Summe,  unter 
Rücksicht  auf  Nro.  I.  giebt  dies  folgenden  Satz : 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend- 
lichen Doppelreihe,  in  Horizontalreihen  gruppirt, 
lauter  convergente  Reihen  geben  und  wenn  die -Reihe 
der  Horizontalsummen  wiederum  convergirt,  so  ist 
.  auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man  die  Glieder  in  horizontaler  oder 
in  verticaler  Richtung  vereinigt. 

Dass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  die  absoluten  Werthe 
der  Reihenglieder  nicht  mehr  convergente  Reihen  liefern,  mag  fol- 
gendes lehrreiche  Beispiel  zeigen.  .  Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

Ki-ö  -Ki-D  +ia-^^  -i(i-J)  +Ki-^ 

+1(1-^^-^1 -D»+I(i-D»-Ki-J)'+Ki-D' 

+  Ki-D*-i(i-D'  +  i(i-D''-|(i-D''  +  ia-i)' 

+ 

worin  je  zwei  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
beben;  die  Beihe  der  Horizontalsuminen  ist  hier 
s  +  »I   -f  s«  +•  «m  H 

=  J(i-i)  +  J(i-D'  +  i(i-J)»  + 

Für  die  Reihe  der  Yerticalsummen  findet  man 
So  +  Si  -f  s,  +  «3  + 

•        =1-1  +  1-1  +  1-1  +  1- ; 

hier  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2  A;  —  1)  Anzahl  von  Gliedern 

Sik-i  =  +  I    nnd    lAmSik-i  =  +  J» 
dagegen  bei  Zusammenfassung  von  2  k  —  2  Gliedern 

Sat-j  =  5  —  ^qTi  ♦  -^^  S2*-2  =  J  —  1  =  —  J» 

woraus  erhellt,   dass  die  Reihe  der  Yerticalsummen  nicht  convergirt, 
aondem  zwischen  +  l  nnd  —  ^  hin  und  her  oscillirt. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  befremdliche  Resultat,  dass  die 
betrachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
Summe  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird ,  erklärt  sich 
sehr  einfach,  wenn  m>n  erst  die  Summe  S^"*^  aufsucht.     Man  findet 

^;"=!-(i)-"-(.-i)+(.-T' 

and  um  hieraus  die  Summe  der  unendlichen  D'oppelreihe  abzuleiten 
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musB  man  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachaen  lassen ;  dies 
gieht 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m  als  constant 
und  yergrÖBsert  n  in^s  Unendliche,  so  hat  man 

i^'wUl )        =  1,  mithinl^'mJDiwIf  1 j  =  1, 

und  S=  +  |. 

Lässt  man  dagegen  zuerst  n  constant  und  m  in's  Unendliche 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

Irii»  f  1 J        \=0,  mithin  Lim  LimUl )        =0 

und  S  =  —  ^• 

Man  könnte  aber  auch  m  und  n  gleichzeitig,  in  irgend  einem 
Verhältnisse  zu  einander,  unendlich  vermehren;  setzt  man  z.  B. 
m  -f-  1  =  An,  wo  Ä  eine  constante  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
wird 


LimLim  [(l-  i-)"^']  =  ^-[0-^/1  = 


e-\ 


8  =  ^1  + e\ 

Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen,   dass  l  1 \  bei 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m  und  n  sich  keiner  bestimm- 
ten Grenze  nähert ;  dasselbe  gilt  von  iS  und  daher  ist  die  betrach- 
tete Doppelreihe  divergent,  obschon  sowohl  die  Horizontalreihen  als 
auch  die  Reihe  der  Horizontalsummen  convergiren.  Dagegen  wür- 
den die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder  keine  convergirenden 
Reihen  liefern  (es  wäre  schon  s==qo)  und  eben  desshalb  besteht  das 
vorhin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

ni.     Es  seien  Pund  Q  die  Summen  der  beiden  convergirenden  j 
Reihen 

VO    +    t^l    +   ^2    +    ^3    + • 

von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  ihre  Convergenz  beibehalten, 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  werden; 
in  der  Doppelreihe 
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«0  «^0    +   tti  t?o    +   «2  t'o    +   «3  t'O    4- 

+  «0  Vi    +  UiVi    +  IhVi    + 

+   tlo  Vi    +    Wl  ^2    + 

+    «0^3    + 

+ 

convergiren  nun  die  Horizontalreihen  und  haben  die  Summen 

Pt'O   ,       PVi    ,       PV,  Pf73   ,••••, 

auch  convergipt  die  Reihe  der  Horizontalsummen 

Pvo  +  Pvi  +  Pv,  +  Pva  + 

=  P(vo  +vi  +v^  +  V,  +'")  =  PQ. 
Zufolge  des  in  II.  ausgesprochenen  Theoremes  convergirt  jetzt 
die  vorige  Doppelreihe  und  darf  nach  Yerticalcolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Reihe 

«0  t^o  +  («<o  Vi  +  «*i  Vo)  +  («<o  Va  +  «*i  Vi  +  ih  Vo) 

+  («0  vs  +    Ui  r,  +  «2  V,  +  wa  t?o)  H 

ist  convergent  und  hat  PQ  zur  Summe.  Die  Betrachtung  der  Dop- 
pelreihen fuhrt  demnach  auf  den  in  §;  41 ,  II.  entwickelten  Satz 
zurück. 
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Die  Potenzenreihen. 

§.44. 
Die  Theoreme  von  Taylor  und  Hae  Laurin. 

Um  vorerst  zu  einer  Verallgemeinerung  des  in  §.  18  unter 
Nro.  17)  verzeichneten  Theoremes  zu  gelangen,  setzen  wir  ähnlich 
wie  dort 

1)  9,(aj)=/(x)  +  ir^/(a;)  +  ^^=^/'(^)  +  ... 


'    1.2...(n— ir 

und  verstehen  unter  q>  (x)  die  unbekannte  Summe  der  rechts  stehen- 
den Reihe;  gleichzeitig  nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Function 
f(x)  nebst  ihren  n  ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig 
bleibe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  a?  =  a  bis  a?  =  &.  Durch 
Differentiation  ergiebt  sich 

und  da  unter  den  gemachten  Vorausetzungen  q>  (x)  und  9)'  (x)  von 
x  =  a  bis  x  =  h  endlich  und  stetig  bleiben,  so  kann  die  Formel  6) 
in  §.  8  oder  die  mit  ihr  identische 
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angewendet  werden,  in  welcher  tlf(x)  eine  willkürliche,  von  x  =  a 
bis  x-=b  endlich  und  stetig  bleihende  Function  bedeutet,  deren 
Differentialquotient  il^' (x)  gleichfalls  endlich  und  stetig  bleiben  muss 
und  überdies  zwischen»  a  und  h  keinen  Yorzeichenwechsel  erleiden 
darf.  Nach  Nro.  1)  ist  ip(h)  =/(5),  ferner  lässt  sich  aus  der  Formel 
für  (p'(x)  der  Wei-th  von  q>*{a-{-d'[h  —  «])  ableiten,  und  so  erhält 
man  aus  der  letzten  Gleichung  den  Werth  von  9(0).  Setzt  man 
-  auch  in  Nro.  1)  x  =  a  und  vergleicht  die  beiden  Ausdrücke  von 
9(a),  so  hat  man  das  Resultat 

^  1.2...(n— l)-'         ^' 

-n^)-^>^a  +  »[b-a]) 1.2...(n-l)     f"K«+^V>-a]). 

Für  h —  a  =  h  oder  6  =  a  +  Ä  folgt  hieraus  der  sogenannte  Tay- 
lor'sehe  Satz 

^  1.2...(»-1)        ' 
wobei  zur  Abkfirzang 

^^        *"  =      >'(a  +  *A)       •    1.2...(n-l) ^ 

gesetzt  worden  ist  Zur  Gültigkeit  dieses  Satzes  gehört,  dass  f{z) 
/'(^),/"W»---/"M4  *W  ^^^  *'W  von  z  =  a  bis  z  =  a  +Ä 
stetig  und  endlich  bleiben  und  dass  ^'  (z)  innerhalb  dieses  Interval« 
les  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Für  a=0  und  h=zx  ergiebt   sich   das   Theorem  von   Mac 
Lau r in,  nämlich 

4)       /(a;)-Ä.  =/(0)+-^a>  +  ^  «»  +  ... . 

^   1.2...(n  — 1)  ' 

.X  «    _»(g)-tf>(0)  (l-»)«-i/W(fra;)_._^ 

ö)  ^*»  —      ^'(^-r)      ■      1.2...(n-l)  • 

welches  aber  nur  gilt,  wenn  f{e),f  {z),  f" {e)  ... /<"> («),  ^ (xr)  und 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


208  Cap.  Vll.    §.  44.   Die  Theöföme  von  Taylor 

^'(£f)*von  z  =  0  bis  z  —  x  stetig  und  endlich  bleiben  und  wenn 
^'  {z)  innerhalb  dieses  Intervalles  keinen  Vorzeichen  Wechsel  erleidet 
Da  der  genaue  Werth  des  positiven  echten  Bruches  %  unbekannt 
ist,  so  lässt  sich  auch  der  genaue  Werth  d^s  sogenannten  Bestes 
lln  nicht  genau  angeben,  sondern  nur  sein  Maximum  und  Minimum. 
Sehr  häu6g  aber  ist  bei  unendlich  wachsenden  n 

6)   ■  Um  JBn  =  0 

und  dann  hat  man  aus  Nro.  5) 

7)'      /(.)=/(o)+^-:f.+  ^. '+.... 

d.  h.  die  Function  f(x)  lässt  sich  unter  allen  genannten  Bedingun- 
gen in  eine  nach  Potenzen  von  X  fortschreitende  Reihe  verwandeln. 
Dass  letztere  convergirt,  versteht  sich  von  selbst.  Ob  und  unter 
welchen  Umständen  lÄm  B„  =  0  ist,  bedarf  in  jedem  Falle  einer 
besonderen  Untersuchung.  Diese  kann  man  sich  einerseits  durch 
passende  Wahl  der  beliebigen  Function  ^  {£)  erleichtern ,  anderer- 
seits kann  man  hierzu  folgenden  Satz  benutzen:  wenn  Un  einen  von 
n  abhängigen  Ausdruck  bedeutet,  und  wenn  ferner  bei  unendlich 
wachsenden  n 

_l<;£iw*  ?^<+  1 

ist,  so  ist  JÄm  ««  =  0.  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  augen- 
blicklich aus  der  Bemerkung,  dass  unter  der  geraachten  Yoranssetzung 
die  unendliche  Reihe  t*i  +^2  +  ^  +  otc.  convergiren,  mithin  auch 
Jjim  u„  =  0  sein  muss. 

Die  Formel  7)  zeigt,  wie  man  eine  Function  /  {x)  unter  gewis- 
sen Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  unend- 
liche Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  diese 
Umwandlung  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  sein  wird.  Die  letz- 
tere Bemerkung  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersucbung ;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form  ^ 

8)  /(ic)=ao  +  «1«?  +.  a-iX'^  +  aa  «^  ^  .... 

als  bestehend  voraussetzen  und  umgekehrt  fragen,  welche  Werthe 
dann  die  Coefßcienten  ao,  a^,  a2  etc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Gonver^ 
genz  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 
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darf  mithin  die  Einheit  nicht  üherateigen,  folglich  mnss  Lim  -^ 

eine  endliche  Grösse  sein ,  welche  a  heissen  möge;  die  Convergenz 
der  Reihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  ahsolute  Werth  von  a  x 
ein  echter  Bruch  ist  oder 

a  a  ^ 

Bezeichnen  wir  den  absoluten  Werth  einer  Zahl  e  wieder  mit 
[4  so  haben  wir  nach  der  gemachten  Voraussetzung 


H'^h^"^<'- 


bei  hinreichend  grossen  n  muss  folglich  der  genannte  Quotient  klei* 
ner  bleiben  als  ein  zwischen  [ax]  und  1  eingeschalteter  echter  Bruch 
«.  Derartige  Werthe  von  n  mögen  Ä;,  Ä  -|-  1,  Ä  -f"  2  etc.  sein;  nach 
einer  oft  gebrauchten  Schlussweise  findet  sich  dann 

[a*+i  «*+T  <  [ai  x']  «,     [a*+a  «*+"]  <  [«*  ^]  ««,... . 
mithin 

[a*x*]  +  [a^+iaj*+^]  +  [a,^,x^^^]  +  •  •  .. 

Zerlegen  wir  nun  die  Beihe  8)  wie  folgt 

/  (a?)  =  «0  -f  ai  »  +  ö«  «*+•••  +  ö*-i  ^"^^ 

80  beträgt  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
weniger  als  der  vorhin  gefundene  Ausdruck,  und  daher  lässt  sich 
die  vorstehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 

9)  fi^)  =  oo  +  «i«  +  «2«'  H +  a*_iaj*-i  +   \^l_gf 

worin  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet. 
Für  o;  =  0  folgt  hieraus 

10)  /(0)  =  ao, 

womit  der  Werth  von  Oq  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Glei- 
chung 10)   von  der  Gleichung  9)  und  dividirt  mit  x^  so  hat  man 

weiter 

BohlOmilch,  Analysis.  I.  14 
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-; srroi  +  aaaji h  »*-i  «*^   +  -^ r-; 

X  1   —  c 

beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  x  nimmt  der  Quo- 
tient linker  Hand  die  Form  5  an,  man  findet  aber  nach  der  Kegel 
des  §.  31 

11)  — j— =«1. 

Vermöge  der  Werthe  von  Oq  und  üi  hat  man  weiter  aus  Nro.  9) 


=  (h  +  a^x  -{ +  «*-.!  a;*-3  +  ^^^_^ 

und  als  Grenzwerth  für  verschwindende  x 

Auf  gleiche  Weise  fortgehend,  erhält  man  für  irgend  einen 
Coefficienten  am,  wenn  Je  '^  m  genommen  wird, 

_     /("»(O) 
"*~'l.2.3...iw* 

Demnach  lässt  sich  eine  gegebene  Function  f(x)  nur  auf  eine 
Weise  in  eine  unendliche  unbedingt  convergirende  Potenzenreihe 
verwandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen  zwei 
convergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

ao  +  Ol  a?  +  0-2  a?*  +  0^3  ä:3  -f-  . . . 
=  ho  +  h^+  h^^  +^B^^  +  "^ 
nvLr  bestehen  kann,  wenn  die  Coefficienten   gleicher  Potenzen   von  X 
identisch  sind,  nämlich  ^0=^01  ^1=^11  a.2  =  &2  Q*  s*  v« 
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§.  45. 
Der  binomische  Sats. 

Da  wir  die  Entwickelang  von  (1  -f"  ^V*  ^^  ^®o  ^^^  ^i^®"  fif*"" 
sen  positiven  fi  bereits  in  §.  7  erledigt  haben,  so  setzen  wir  im  Fol- 
genden inuner  voraus,  dass  (i  keine  ganze  positive  Zahl  sei.  Behafs 
der  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac  Laurin  nehmen  wir  femer 

und  haben 

wobei  die  zweite  Form  für  Ä  >  f*  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
später  eintritt.  Sollen  nun  /(ar),  f  (x\  /"  (x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  +  a?)*^^  nicht  verschwinden ,  mithin 
ist,  wenn  man  von  x  =  0  ausgeht,  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  +  ao 
za  beschränken,  so  dass 

—  1  <x<  +   00 

die  erste  Bedingung  der  Entwickelung  ist.    Nach  Nro.  4)  und  5)  in 
§.  44  und  für  iff  (e)  =  x^  —  (x  —  zY  wird ,  p  >  0  vorausgesetzt, 
1)  {l+xY^Bn 

^  1      ^      1.2  ^  1.2.3  ^ 

Kft~l)(/t>-2)...(^-[n-2]) 
*""^  1.2.3...(n— 1)  • 

_  ft(ft-l)(^-2)...  (^-[n-1])    (l-d)"-^a?> 
^  "~  1.2....(n— l).p         ^  (1  +  »xY-t^ 

um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umständen  der  Rest  bei  unend- 
lich wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
die  beliebige  positive  Zahl  p  =  1  und  ertheilen  dem  Bn  die  Form 


\        n— 1/  Vl  +  W 
Da  X  zwischen  —  1  und  +  oo  liegt,  so  ist  1  +  ^fl5  jedenfalls 

14* 
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positiv,  mithin  fta;(l -l-'ö'a?)^""^  eine  endliche  Grösse;  daher  fragt 
sich  nur  noch,  ob  alle  übrigen  Factoren  zusammen  ein  Product  gehen, 
welches  bei  unendlich  wachsenden  n  der  'Grenze  Null  zustrebt 
Nennen  wir  ^  den  absoluten  Werth  von  x,  so  ist  für  positive  a?,  d.  L 
fOr  a?  =  I, 

l  +  d'x~  1+^1  "^  ^' 
und  bei  negativen  ic,  d.  h.  für  a?  =  —  |,  wobei  §  ein  echter  Bruch 
sein  muss, 

X-&X  _^^  +  &^  _        g^^l 

i^d'x     1—^1  ~    1— o-r 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  als  |,  mit- 
hin ist  in  jedem  Falle 


LI  +  d^x] 


<l 


wofern  nur  x  zwischen  —  1  und  +  oo  liegt.  Aus  den  bisherigen 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  Lim  Bn=  0  wird,  sobald  der  Ausdruck 

«■=(-f)(-f)--(-«-^>- 

bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat.     Da  nun 

^-.f=-^-"[('-f)i]=« 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  |  <C  1  sicher  statt, 
während  dagegen  f ür  |  >>  1  sowohl  Lim  Un  als  LimRn  unendlich 
werden  würden.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  jetzt  durch  Uebergang 
zur  Grenze  für  w  =  oo 

3)     (l  +  .).=  l  +  |^.+fi(^..+ 

-  1  <  a;  <  +  1. 

Die  beiden  extremen  Fälle  a?  =  +  1  und  a;  =  ^—  1  bedürfen 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.  Für  x  =  -]-  l  haben  wir  aus 
Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  jp  durch  n  ersetzen, 

^jxin      K^-r    }  1.2.3 n  \1  4-0/ 

Der  erste  Factor  ist  immer  von  endlicher  Grösse;  der  letzte 
Factor  liegt  zwischen  0  und  1 ,  doch  darf  man  hieraus  nicht  schliea* 
jBen,  dass 
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^•'»[(lT^)"]  =  " 

sem  müsse,  weil  ^  auf  unbekannte  Weise  von  n  abhängt*);  dasYer- 
schwinden  von  B^  findet  daher  nur  in  dem  Falle  sicher  statt,  wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  cony«rgirt.  Um  hierüber  nrtheilen 
zu  können,  unterscheiden  wir  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
negativen  fi.  Bei  positiven  fi  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  fol- 
gende ganze  positive  Zahlen  k  —  1  und  Ä;,  zwischen  denen  n  ent- 
halten ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
werden 

ftO*-l)  Ot-2)  .  .  .  (ft-[n-l])^ 

1.2.3 n 

(    ,w-.PO*-l)-Ot-[fc-l])  (fc-ft)(fe-ft+l)...(fe-n+n-fc-l) 
^      ^  1.2...fc  (Ä;+l)(Ä  +  2)...(Ä:4-n  — *) 

Der  erste  Bruch  rechter  Hand  besitzt  einen  unverinderlichen 
Werth;  der  zweite  Bruch  ist  von  der  Form 

•         «(«  +  !)  (a  +  2) (a  +  w— 1)' 

a  =  k  +  ly    ß  =  k  —  li,    m  =  n  —  k 
und  hat  nach*§.  36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  a  ]>  /J  ist.     Für 
jedes  endliche  positive  fi  gilt  daher  die  Gleichung 

^>  ^"^ 1.2.3....n ^-^- 

Wenn  zweitens  (i  negativ  etwa  ft  =  —  A  ist,  so  wird 

ftOt-l)Ot-2)...(ft-[n-13) 

1.2.3....» 

,^   A(A  +  l)(A+2)...(A4-«-l) 
=  ^-^r 1.2.3 « • 

und  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  oonvergirt  der  Bruch  rechter. 
Hand  gegen  die  Null,  wenn  1  ;>  A,  d.  h.  —  1<;;  —  l  oder  —  1  <C  f* 
isi  Die  Formel  5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  —  1  <C  f*  <C  +  Q^  t 
und  dann  hat  man  auch  LimBn  =  0. 

Im  zweiten  Hauptfalle  «  =  —  1  giebt  die  Formel  2) 

•)  * = (-')""^-.'!r.:.^^;.-tr""-*"-" 


^  So  würde  z.  B.  for  ^  =  ~  der  obige  Grenzwerth  nicht  =  0  son- 
dern =  —  werden. 
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Wir  betrachten  hier  zuerst  den  Fäll,  wo  ft  negativ  =  —  A  ist 
und  nehmen  dann  j?  =  1 ;  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
_(A  +  l)(A  +  2)...(A+«-l)  A 

.       ""'  i.2 (»-!)  (i_0-)i+l 

besteht  jetzt  aus  zwei  FactorÄi,  von  denen  der  erste  in's  Unendliche 
wächst,  während  der  zweite  jedenfalls  iiiehr  als  A  beträgt;  demnach 
wird  LimBn  =  oo.  Ist  dagegen  (i  positiv,  so  kann  man  p  z=  (t 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6) 

7)  iZ,  _  (-  1) 1.2 (»-1) ' 

mithin  nach  Nro.  1) 

^       /     ,^.-1»-l)(/^-2)>..(^-[n-l]) 
^       ^  1  .  2  .  .  .  .  (n— 1) 

=  1  —  ü  4.  ft(f^"^^)  _  ^(^— 1)(^  — 2) 

1   "^      1  .  2  1.2.3  "^ 

^^       ^  1.2 (li-l)  . 

Dieses  Resultat  bestätigt  sich  auch  durch  die  identische  Glei- 
chung (§.  36) 

^(/J+l)(/3  +  2)....(^  +  m~l) 


a(a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  .  (a  +  w  —  1) 
(/3-.«)/3        (/3>-«)^(ß  +  i) 
"^  a(«  +  1)  "^  «(«  +  1)  (a  +  2} 
OJ-a)^(^  +  l).     ..03  +  m~2) 


■^      «      "T"  a(«_|_i)  "^  «(«_j-i)  (a  +  2}  "^ 


"^  «(«  +  1)  (a  +2)  .  .  .  .  («  +  m  —  1) ' 
welche  für  a=l,jS=l  —  ^,  m  =  n  —  1  Dasselbe  giebt.  Durch 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 

^,^0^-1)0^-2)..  ..(^-[n-lD^ 

1.2 (n—1) 

mithin  LimBn  =  0  ist.     Alles  Bisherige  führt  zusammengenommen 
z\\  folgendem  Theoreme  : 

Die  binomische  Entwickelung 

^1^      1.2'^  1.2.3  ^ 

gilt  für  jedes  endliche  fi,  wenn  der  absolute  Werth 
yon  X  ein  echter  Bruch  ist;  im  Falle  x  ^=  •{-  \,  muss 
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dagegen   ft   zwischen   —  1    und   -j-  od    liegen,    und    im 
Falle  X  =  —  1  darf  fi  nur  positiv  sein. 

Häufig  vorkommende  specielle  Fälle  dieses  allgemeinen  Binomial- 
theoicms  sind: 

^)      (1^^=  1  -  2a-  +  3a:«-  4«»  +  ...•, 

-  l<ar<4-  1; 
o^  1  ,         1       .    1.3    ,       1.3.5    ,    , 

'      Yl+x  2      ^2.4  2.4.6       ^ 

-l<aj<4-  1; 
X         1  a;«        1 . 3  a;' 


;       r      T*  -Tg  2    4  ^  2.4   6 

—  1  ^  a;  <  4-  1; 

aus  der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
bekannten  Formel 

_  X        1.3  a;»        1.3.5.7  a;s 

~  2  "^2.4   6   "^2.4.6.8  10"*" ' 

—  1  <a;<  +  1. 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der  /iten  Potenz  einer 
zweitheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a  denjenigen  Theil,  dessen  abso- 
luter Werth  der  grössere  ist,  und  h  den  übrigen  Theil;  es  ist  dann 

ij 


12)  (^a+h)f'  =  af'(l  +  ^) 

Diese  Formel  lässt  sich  U.A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  belie- 
big hoher  Grade  anwenden;  so  ist  z.  B. 


f  132  =  füFT?  =  \ri25(l  +  ^) 
—  ^l'^-r    3     125        3.6Vl25y    "^  3.6.9  \125/       "'l' 
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ir^=f-8r35=]/8i(i-|j) 

—  a/l^l     5        1.3  /Sy      1.3.7  /5  Y  ) 

~     I         4*81        4.8  \8V        4.8.12\81/        ""  j 

Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 

§.46. 
Die  logarithmisclien  Reihen  und  die  Ezponentialreihen. 

I.    Die  Annahme 
giebt  zunächst 

voroiu  ersichtlich  ist,  daaa /(x),  f  (x), /"  (x)  etc.  endlich  und  stetig 
bleiben  so  lange  x  zwischen  —  1  und  -)-  oo  liegt,  unter  dieser  Vor- 
aussetzung und  für  tl»  («)  = ««'  —  (o;  —  ef  fahrt  das  Theorem  von 
Mac  Laurin  zu  folgender  Gleichung 

1)  I(l+X)-Bn 

=  \x-lx^  +  \xi +  ^^«"-'. 

B   -(     lY-A^-^y-'x' 
^"—^     ^'        p(l+&x)' 
Für  j)  =  1  erhält  der  Rest  die  einfitchere  Form 
_         ,       ^     \       X       fx  —  fl-asV"* 

^=(-i)-'r+¥-.(i4:^)     *• 

wegen  —  l<<aJ<<  +  oo  istl+'^a;  positiv,  mithin  der  erste 
Bruch  jederzeit  von  endlicher  Grösse;  ferner  gilt  wie  im  vorigen 

Paragraphen  die  Bemerkung,  dass  der  absolute  Werth  von 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  X,  Der  Rest  convergirt 
daher  gegen  die  Null,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  ein  echter 
Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1) 

2)  2(1  4-  a.)  =  a?  —  Ja;2  ^-  |a?8  —  Ja?*  -) , 

--  1  <  a?  <  +  1. 
Die  extremen  Fälle  a?  =  +  1  ind  a?  =  —  1  verlangen  eine 
beeondere  Untersuchung.    Für  rc  =  +  1  ergiebt  sich,  wenn  p  =  n 
genopimen  wird, 
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n(l  +  ^)» 
mithin  bei  imendlicb  wachsenden  n 

lAmBn  =  0. 
Für  0?  =  —  1  wird 

hier  w&cbst  zwar  der  erste  Factor  des  Nenners  in's  ünendUche,  dage- 
gen könnte  ^  die  Einheit  zur  Grenze  haben  und  folglich  der  Nenner 
die  nnbestimmte  Form  od  .  0  erhalten ;  man  darf  daher  nicht  bebanp- 
ten,  dass  LimBn  =  0  sei.     Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  Z(i4-a;)  =  ia;  —  |a;2  +  |a?»  —  Ja*  .^ ^ 

—  1  <  flj  <  -f-  1. 
Lässt  man  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  folgt 

4)  ?(1  — ic)  =  —  Jaj  —  |a;3  —  |a;3  —  Ja?* , 

die  Differenz  der  Gleichungen  3)  und  4)  ist 

^^  l({^)  =  2(1« +  J«»  +  la;» +  ....), 

g 1 

Für  X  ==  ,  wo  g  jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 

and  damit  ist,  wenigstens  theoretiscb ,  die  Aufgabe  gelöst,  zu  jeder 
positiven  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  zu  finden.  Bei  kleinen 
Wertben  von  jer,  wie  z.  B.  für  x?  =  2  und  j?  =  3 ,  ist  die  Formel  6) 
zur  nameriscben Berechnung  vollkommen  brauchbar;  bei  grösseren  j?, 
z.  B.  schon  für  jP  =  10,  convergirt  dagegen  die  Reihe  so  langsam, 
dass  sie  praktisch  nicht  mehr  benutzt  werden  kann. 

Ans  der  Bemerkung,  dass  l{a  -j-  6)  =  Za  -|-  U  1 H )  ißti  öi> 

halt  inan  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3) 
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diese  Formel,  welche  auch  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes  ent- 
wickelt werden  kann,  dient  zur  Berechnung  von  7(a  +  5),  wenn  Ja 
hekannt  ist  Eine  zu  demselben  Zwecke  noch  bequemere  Formel 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 


2a +  1)/ 

wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Hand  nach  Nro.  5)  entwickelt 
wird,  nämlich 

8)  ^«+l.)  =  ^«  +  2[^4-|(^J  +  |(^y  +  -]- 

Diese  Formel  gilt  für  alle  positiven  a  und  5,  weil  dann  - — - 

2a-f-b 

immer  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  von 
12  gefunden,  so  kann  man  jetzt  ^3,  Z4,  Z5  etc.  berechnen,  indem 
man  5  =  1  und  «  =  2,3,4  etc.  setzt ;  selbstverständlich  brauclit 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlicher  Rei- 
hen zu  berechnen. 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  aus  deren 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  Es  ist  gleich- 
zeitig 

mithin,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt  und  vergleicht, 

Iz  .  le  =  Hogz  .  Ih  oder  le  =  Hogg  .  25, 
und  umgekehrt 

lo 
wo  Mb  den  sogenannten  Modulus  des  aus  der  Basis  h  constroirten 
Logarithmensystems  bezeichnet.     Für  das  Brigg/sche   System  ist 
5  =  10  und  nach  den  vorigen  Formeln 

HO  =  2,30258509,     itfio  =  0,43429448. 

IL  Nehmen  wir  f(x)  =  e',  so  ist/^*)  (x)  =  e'  und  es  bleiben 
daher /(«),/' (a;),/"(a?)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig;  der  Mao 
Laurin'sche  Satz  giebt  dann 

^1      ^1.2      ^  ^  1  .2...(n— 1) 

Digitized  by  CjOOQ IC 


and  die  Exponentialreihen.  S19 

und  zwar  ist»  wenn  ^  (i?)  =  «"  —  (x — je?)*  gesetzt  wird, 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  LimRn  =  0  wird,  sobald  x 
eine  endliche  Grosse  ist,  und  wenn  der  Ausdruck 

1  •  2  •  3 •  •  »fl 

gegen  die  Null  convergirt;  wegen 

Lim  -^^  =  Ltni — r—  =  0 
Un  n-\-l 

findet  die  letztere  Eigenschaft  bei  jedem  endlichen  x  statt,  mithin. 

ist  LitnJRn  =  0  und 

Für  X  =  1  erhält  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
mit  dem  übereinstimmt,  was  in  §.  7  gefunden  wurde. 

Lässt  man  —  o;  an  die  Stelle  von  x  treten ,  so  ergiebt  sich  aus 
Nro.  9)  die  Gleichung 

t/xX  *  ,  ^      I        *^  X*  . 

10)  e-  =  l-y  +  — -3-^  +  ..... 

welche  mit  der  vorigen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
werden  kann;  man  erhält 

^^>  2 -^+ 1:2  +17273:4  +•••• 

.  e^  —  e~^ X    .       x^       .         ar^         , 

^  2         "•!  "^  1.2.3  "^  1.2...5  "*" 

Die  Formel  9)  führt  auch  zur  Entwickelnng  einer  beliebigen 
Exponentialgrösse  ä'^  wenn  nur  deren  Basis  a  positiv  ist;  man  hat 
nämlich     j 
13)         a^  =  (e'»)*  =  e*'» 

~      "^    1    "^    1.2    T  1.2.3  "T"  •'•• 
Setzt  man  in  Nro.  9)  e^  ^==  jer  und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 

log  jg 

rithmen  irgend  eines  Systeme»,  so  folgt  x  =  -        ,  mithin 

'  ^  1  löge  ^  1.2  \logeJ   ^ 

Hierin  liegt  die  Löeung  der  Aufgabe,  ans  dem  Logaiithmns  einer 
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Zahl  die  letztere  herzuleiten.     Am  einfachsten  wird  die  Formel  bei 
natürlichen  Logarithmen. 

§.47. 
Gh>niometri80he  und  oyclometrische  Beiheiu 

I.  Da  die  Differentialquotienten  des  Cosinus  abwechselnd  Sinue 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind ,  so  lässt  sich 
der  Mac  L  aurin 'sehe  Satz  auf  den  Fall /(a?)  =  cosx  anwenden  und 
giebt,  wenn  im  Reste  ^  (0)  =  a?"  —  {^—^T  genoneimen  wird, 

1)  COSX —  ,    ^   o — -co8{\nyc  +  d'x) 

flj2  a;*  a;6  a;»-"^  (n— l)3r 

—  1 1-  ...  -I rCOS- —  • 

1.2^1.2.3.4      1.2. ..6^       ^1.2...(w  — 1)  2 

Aus  Abschnitt  II.  des  vorigen  Paragraphen  weiss  man  ferner, 
dass  bei  unendlich  wachsenden  n 

lAm  ^    ^ =  0 

1.2.3...n 

ist;  verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  cos(\n7t  -\-  &x) 
nicht  über  das  Intervall  —  1  bis  4"  ^  hinausgeht,  so  gelangt  man  zu 
der  Formel 

x^  OJ*  x^ 

2)  cos..=  l  -  j^  +  j-2-3^- ^-2— g  +..... 

welche  für  jedes  endliche  x  gilt. 

n.    Auf  ganz  ähnlichem  Wege  fbdet  man 

8)  sinx  —  sin(ln7t  +  ^x) 

x  x^       .        x^  ,         ä:»-^  .    (n—l)7C 

~1        1.2.3  ^  1.2...5  ^1.2...(n— 1)     "        2 

und  bei  unendlich  werdenden  n 

X  »•       ,         x^ 

*^  1         1.2.3  ^  1.2... Ö 

Da  rioh  aus  ^tno;  und  cosx  die  übrigen  goniometrischen  Functio- 
nen des  Bogens  x  herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Problem  der 
Berechnung  aller  goniometrischen  Functionen  gelöst.  UebrigenB  -wer- 
den wir  später  noch  besondere  Beihen  für  ianx^  cctx,  seo»  und 
CSex  entwickeln. 
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m.  Um  das  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  den  Fall  /(rc) 
=  aresin  x  anzuwenden ,  lassen  wir  zunächst  n  -\-  \  9xx  diQ  Stelle 
Ton  n  treten  und  schreiben  demgemäss 

Aus  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 
/(*+i)(a?)  =  D*  +  'amma;  = 
1.3.5..,(2Ä;--l)f         l(fe)i    1— a?  1.3(Ä;)2        A—^V       ( 

2*(l-;c)*/r=^l  2Ä-1  l+ic  +  (2&~l)(2&-3)\l+J  '"i 
geht  nun  zunächst  hervor,  dass  /(op),  /'(a?),  /"(a?)  etc.  endlich  und 
stetig  bleiben  so  lange  x^  die  Einheit  nicht  erreicht;  wir  müssen 
daher  —  1  <;  a?  <  +  1  voraussetzen.  Die  genannte  Formel  liefert 
auch  dieWerthe  von/'(0),/"(0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kür- 
zer aus  der  Kelation 

herleiten  (§.  14,  Kro.  6);  es  folgt  nämlich 

/(*  +  2)(0)  =  JfcV^*>(0) 
mithin,  weil/(0)  =  0  und/'(0)  =  1  ist, 

/"(O)  =  0  ,    f^(0)  =  0        ,    /VI  (0)  =  0  ,  .  .  • . 

/'"(0)=12,    /v(0)  =  12.3«,    /^(0)=  12.3^52 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
gendes Besultat  ^ 
5)                                       arcsinx  —  JB«+i 

_£        2.5!    I    li2  5!    1 I   1.3...(n  — 2)^ 


1     '     2    3    '    2.4   5     '  '   2.4...(w  — 1)   «' 

welches  noch  durch  eine  Discussion  des  Bestes  zu  vervollständigen 
isi  Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausführen,  so  würde 
man  eine  etwas  complicirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
benutzen  daher  ein  anderes  Verfahren.  Dieses  beruht  aiif  der  Bemer- 
kung, dafis  der  Differentialquotient  von  arcsinx  eine   algebraische 

Function,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  —  a;^)""«  ist  und  dass  folglich 
der  Differentialquotient  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
mischen Satze  vorgenommenen  Entwickelung  übereinstimmen  muss. 
Um  diesen  Gedanken  auszuführen,  bezeichnen  wir  den  Best  22»^!, 
der  jedenfalls  von  x  abhängt,  mit  (p{x),  und  setzen  n  =  2  m —  1; 
es  ist  dann 
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a\  »    ,    1  a?8       1 . 3  «6   , 

6)  arcstna.  =  ~  +  --  +  274-5  +•••• 

,    1.3. 5. ..(2m  — 3)   a;««*-^     ,       ,  ^ 

•  •  .   J i 1 L    Q)(x) 

^  2.4.6...(2w  — 2)2w— 1  ^  ^^  ^ 
und  durch  Differentiation 

7)  .    ^        =  1  4-  ia;2  4-  Llx*  + 

,    1.3. 5. ..(2m  — 3)    -   _9    ,      /,  X 
^  2. 4. 6. ..(2m  — 2)-  "T  ^  w- 

Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  — x^  für 
X  setzt, 

=  =1-4 a?2  -i x^  -h     .  .  •  • 


.  . .  .  +  l-3.5...(2m-3) 
^  2. 4. 6. ..(2»»  — 2) 

1.3..(2m-l)        (        2«»+!  (2m+l)(2m  +  3)  | 

^2.4....(2>»)  r^2»»  +  2      ^(2»w  +  2)(2»»  +  4)      ^        i 

and  nun  giebt  die  Yergleichaug  beider  Resultate 

2.4. ...(2m)  J    ^2m  +  2      ^  (2m  +  2)  (2m  +  4)      ^     J 

Aus  den  Gleichungen  6)  und  7)  geht  ferner  liervor,  dass  fp(x} 
und  (p'ix)  innerhalb  der  Grenzen  —  1  und  +1  endlich  und  stetig 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  q)(x)  lässt  sich  daher  das  Theorem 

(p(x)  =  9(0)  4-  X(p'(d'x) 

benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  (p(0)  =  0  ist, 

^^  ^        2.4 (2m)  (    ^2m  +  2 

(2m  +  l)(2>»  +  3)  /, 

^  (2»i  +  2)  (2w  +  4)  ^         i 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  liegt  zwischen  Null  und 

i  +  *,^.  +  »«^  +  ...  =  -_L_, 

sie  kann  daher  mit 
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l  —  ^^x' 
bezeichnet  werden,  wo  6  einen  nicht  näher  bestimmten  positiren  ech« 
ten  Bruch  vorstellt.      Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
(p{x)  ist  nun  nach  Nro.  7) 

0,  .      '  1.3.5...(2m—  1)  f^2m^2m  +  l 

öj  arcstnx  —  ^    ,    ^ ,^    . — '  -i st-t" 

2.4.6 (2w?)         l  —  d^^x^ 

■"  1   "^  2    3   "'"  2.4   5  "^  "^  2.4./.(2w— 2)  2w— l' 

Die  hier  vorkommende  Beihe  zählt  m  Glieder  und  wird  unend- 
lich für  w  =  oo;  wegen  x^  <^  l  ist  in  diesem  Falle  Limx^^  =  0, 
während  1  —  d'^x'^  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
folgt  sehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  nähert  und 
dass  mithin  die  Gleichung  besteht: 

..  .  iP    ,     1  a?3        1 . 3  a?5        1 . 3 . 5  a:7 

9)    arcstn  x  =  —  H 1 h 

;      Tt^mu;         1   -r  2    3^2.45^  2.4.6   7  ^ 

-  1  <  OJ  <  +  1. 

Für  ip  =  +  1  verliert  diese  Schlussweise  ihre  Gültigkeit;  der 
Rest  erhält  nämlich  die  Form 

,    1.3.5...(2w--l)       60-g"> 
—  2.4.6 (2m)       '  l—Ö-ä 

und  besteht  aus  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
convergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  d"  die 
Einheit  zur  Grenze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
daher  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  gilt  die 
Gleichung 


sin  1 1^  =  y oder  |  w  =  arcstn   y   — 


Sin'  ■'  - 


2 

worin  das  Wurzelzeichen   im    absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist ;  für 
sinu  =z  X  wird   coßu  z=z  Vi  —  rc^  u  =  aresin x,  mithin 

Vl^Yl--x^ 
=  aresin  Pi 

wobei  y  eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt.     Wäre 
aun  die  Gleichung  9)  auch  nur  für  alle  Werthe  von  a?  =  0  bis  a; 

~  r     o"  ^®w^®^^  ^^  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  von  Nro.  10) 
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entwickeln,  da  hier  y  das  Intervall  0  bis  y  -^  durchläuft,  wenn  x 
von  0  bis  1  geht;  demgemäss  ist 

|arc8tna?=  y +.i|   K    2 ^J  +"" 

Das  erste  Glied  lässt  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  überstei- 
genden Werthe  von  x^  in  eine  Potenzenreihe  verwandeln ,  wie  For- 
mel 11)  in  §.45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Gliedern,  wenn 
man  beide  Seiten  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  auf  die  3te, 
5t6  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher  ' 

I  arcsinx  =  lx  +  ^a?«  +  ^x^  H 

+ 

Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedingungen ,  welche  nach  §.  41 
nöthig  sind,  um  die  Reihenglieder  in  Yerticalcolonnen  summiren  zu 
dürfen;  vereinigt  man  daher  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
und  multiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

11)  arcsinx  =  a?  +  |aj^  +-  ^x^  +  ••••, 

und  zwar  gilt  dieselbe  von  a;  =  0  bis  a?  =  1  oder  auch  von  rB=:— 1 
bis  aj  =  4"  1  >  ^*  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  besitzen. 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  Entwicke- 
lung  11)  mit  der  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  man 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfährt  man,  dass  di«' 
Gleichung  9)  auf  das  Intervall  x  =  —  lbisa?=-|-l  ausgedeh« 


werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  a;  =  0  bis  o; 


-n 


gegolten  hätte. 

Giebt  man  dem  x  einen  solchen  Zahlwerth,  dass  arcsinx  em«l 
bekannten  aliquoten  Theil  der  Ereisperipherie  ausmacht,  so  erhäl 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Ludolph^sch« 
Zahl;  so  ist  z.  B.  für  a?  =  J  . 

6    ""  2   ■•"   2  '3.2»"^2.4'ö.25"^ 

Die  Specialisinmgen  a?  =  |/  —  und  a;  =  1  liefern   ähnli( 

Reihen,  jodooh  convergiren  letztere  zu  langsam  für  die  numerisc 
Berechnung. 
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Ans  Formel  9)  Ifisst  sich  endlicli  noch  eine  Reihe  für  arccasx 
ableiten,  wenn  man  von  der  Beziehung 

arccosx  s=  J«  —  arcsinx 
Gebrauch  macht. 

lY.     Die  in  §.  14,  lY.  entwickelten  Formeln  zeigen,  doss  die 
Differentialquotienten  von 

f(x)  =  ardanx 
for  jedes  endliche  x  continnirlich  und  endlich  bleiben;  femer  ist 

/(")(0)  =  0,    /f"+*)(0)  =  (— 1)*  1.2.3. ..(2Ä), 
mithin  nach  Mac  Lanrin  fftr  ^(jp)  =  x*  • —  {x  —  gy 


(— l)«-irc» 
arctan  x :.     ^  sm 

nV  (1+^^x2)» 


(f^arctan^^ 


=  }«-  |a;8  +  J«» +  (—1)» — ^-^ -^^«--^ 

Der  absolute  Werth  von     ,.  beträgt  weniger  als    der 

absolute  Werth  von  x;  der  Ausdruck  * 

x^ 1  /         a;         \* 

convergirt  also  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null ,  wenn 
Liml — X*)  t=:  0  ist,  und  Letzteres  findet  so  lange  statt  als  der 
absolute  Werth  von  x  die  Einheit  nicht  übersteigt  Da  femer 
sk  In  arctan  ir— )  das  Intervall  —  1  bis  -f-  1  keinenfalls  überschrei- 
tet, so  hat  der  Rest  unter  den  vorigen  Bedingungen  die  Null  zur 
Grenze,  und  mithin  ist 

12)  ardanx  =  }a?  —  Ix^  +  1^*  — » 

—  1  ^  a?  ^  +  1. 
Im  Fall  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Einheit  beträgt^ 
kann  man  die  Gleichung 

13)  ardanx  =  |ar  —  arccotx  =z\n  —  arda/n  — 

X 

benutzen  und  ardan  —  nach  der  obigen  Formel    entwickeln;    dies 

X 

giebt^  X  als  positiv  vorausgesetzt, 

ardßnx  =;=— ^  —-r  —  -—  +  .  • . . 

.2         X        3x^        5«* 

x>h 

SehlOmncli,  AiuilTBis.    I.  15 
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Bei  negativen  x  sind  beidersräts  die  Vorzeichen  umzukehren. 
Durch  die  Formel  13)  erledigt  sich  auch  die  Entwickelung  von 
arccotx. 

In  dem  speciellen  Falle  x  =  l  geht  die  Gleichung  12)  über  in 

l«  =  l_H-»_H- ; 

dieses  Resultat  ist  indessen  nur  formell  merkwürdig  und  eignet  sich 
•wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Gonvergenz  der  Reihe  nicht 
zur  numerischen  Berechnung  von  n.  Bequemere  Formeln  erhält  man 
dadurch ,  dass  man  J  ä  in  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bögen  zerlegt 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  £ndet  man  z.  B.  nach  Formel  10) 
in  Abschnitt  II.  der  Einleitung 

Ja  =  ardan  |  +  ardan  |, 
\n  =  arctan  \  +  ardan  |  +  ardan  |, 
und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  leicht  nach  Formel  12)  in 
rasch  convergirendo  Reihen  verwandeln« 

§.  48. 
Die  Methode  der  unbestimmten  Coefflcienten« 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  aus  sogenannten  einfachen  Func- 
tionen zusammengesetzt  sind,  gelingt  es  nicht  selten,  direct  das  Inter- 
vall zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelung  für  die 
zusammengesetzte  Function  existiren  muss;  in  solchen  Fällen  wird 
die  Restuntersuchung  unäöthig  und  sind  nur  noch  die  Coefficienten 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Yortheil  ein 
vom  Mac-Laurin'schen  Satze  unabhängiges  Verfahren,  das  in 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Coefflcienten  vorläufig  unbe- 
stimmt zu  lassen  und  sie  durch  irgend  eine  Eigenschaft  der  gegebe- 
nen Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §.  7  ge- 
schehen' ist;  gewöhnlich  leisten  hierbei  Differentiationen  gute  Dienste. 
Das  Detail  des  Verfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Beispielen 
ersehen. 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.  41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  so  gelangt 
man  zu  dem  Resultate 

(arcsinxy  =z  x^  +  Ix^  +  ^x^  -f-  .  .  .  *  , 
welches  für  alle,  das  Intervall  —  1  bis  -|-  1  nicht  überschreitende :0 
gilt.    Das  Bildungsgesetz  der  Goefficienten  tritt  aber  bei  jener  Multi- 
plication  nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  dem  Mac-Lau- 
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rin'schen  Satze  schwer  zu  finden  sein,  weil  hier  f^^^{x)  ein  Äusserst 
complicirter  Ausdruck  ist ;  wir  setzen  daher  vorläuGg 

1)  {aresin  «)*  =  Oj  a?*  +  «4  ^*  +  «•  ^'  + % 

—  1  <  a?  <  +  1. 
Aehnlich  verhftlt  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Reihe  für  aresin  x 

mit  der  Beihe  für  (1  —  jB')~~i  multiplicirt,  wobei  nicht  zu  übersehen 
ist,  dass  die  letztere  nur  unter  der  Bedinguhg  —  1  <^  o;  <^  4"  ^ 
conyergirt;  man  erhält  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 
„.  arcsinx        _        ,,•,,., 

Vi— X« 

-  l<a?<  +  1, 
und  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  nicht  näher 
bekannt. 

um  nnn  alle  a  und  h  zu  bestimmen,  difPerenziren  wir  die  Glei- 
chaug  1)  und  erhalten 

„.  2 arcsinx       ^  ,    ,        .    .    «        1.    • 

3)  ,  =2aiX  +  404«»  +  eaea?»  + ; 

y  1 — ip2 

diese  Differentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
die  abgeleitete  Beihe,  welche  letztere  mit  Nro.  2)  übereinstimmen 
imiss,  innerhalb  des  Intervalles  —  1  bis  +  1  convergirt.  Multipli- 
cirt man  die  Gleichung  3)  mit  Vi  —  x^  und  differenzirt  noch  ein- 
mal, so  wird 
2 


Vi— a?8 

nach Moltiplication  mit  Vi  — x^  verschwinden  die  Badicale  und  es 
lassen  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
wodurch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht: 

1.2  02  +  3.404»«  +  5.6 acic*  4- 

=         2  +  2«03fl?«      +  4«a4aj*     + 

Die  Yergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  vonjp 

giebt  nun 

2«  2« 

a,  =  l,     «4  =  033-^  =  —, 

4«  2«.  4« 

"^  =  ""^  676  =  8.4.6.6'  ""'  "'  '^• 

16* 
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überhaupt  für  jedes  ganze  positive  k 

_  2g.4«.6^..(2Ä;  — 2)»  _^  2.4.  6  ...(2A;  — 2)    _1 
^*  ~      3. 4. 5. 6. ..(2*)       ~  3.5.7. ..(2Ä;—1)'   h' 
und  demgemäss  haben  wir  nach  Nro.  1) 

4)  (armn  o:)  «  =  -+--  +  —  -  +  ••••. 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sicii  auf  ähnlichem  Wege 
auch  die  höheren  Potenzen  von  armnx  entwickeln  lassen;  die  Coef- 
ficienten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  die  Werthe  von  02 ,  a^,  d^  etc.  auch  in  die  Glei- 
chung 3),  so  erhält  man  noch 


^.  arcsinx  ,    2     „    ,    2.4    -    . 

'^  vT3^  =  '^  +  ¥*'  +  3:5**  + 

-   1  <  0!  <  +   1. 

Dieses  Resultat  gewinnt  eine  benierkenswerthe  Form,  wenn  man 
«  =  . ,  mithin     aresin  x  =  aräan  e 

setzt;  es  wird  nämlich 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Gleichung 
J  Ä  =  ardan  l  +-  ardan  | 
findet  man  z.  B.  aus  Nro.  6) 

«_  4    r         2    2         2.4  /2y        2.4.6  /2Y  1 

4-löL^+3"  10  +  375  ViÖ;    +37577  W   +  '  '  'J 

"^loL    "^3    10  "^3. 5  VlO/    "^3.5.7  VlO/   ""  J' 

wonach  die  Berechnung  von  7C  sehr  leicht  ist. 

II.     Zufolge    der    in    §.  47  für  den  Cosinus  eines   beliebigen 
Bogens  gefundenen  Reihe  hat  man 

,          .     X        ,        11^ (arcsinx)^    ,    u* (aresin ar)* 
cos(jiiarc8tnx)  =  1  —      \  2         +     1,2. 3. 4 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  arcsinx  entwickelt, 
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cos Qt aresin x)  =  1  —  -^  (a;»  +  }«*  +  ^a?«  + ) 

2 


24 


+  ^(**+  !«•  +  ••••) 


720  ^      ^  ■' 


+ 

Alle  hier  vorkommenden  Horizontalreihen  convergiren  von 
»  =  —  lbisfl?=4-l»  femer  convergirt  die  Reihe  der  Horizontal- 
Bommen  (die  vorige  Beihe)  und  sie  behält  ihre  Convergenz  auch  in 
dem  Falle ,  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  giebt ;  es  sind 
also  die  Bedingungen  erfüllt,  unter  denen  die  Doppelreihe  nach  Yer- 
ticalcolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 

cos (ji aresin x)  =  1  -—  ~x^  +  ^    oa       ^ 
2  24 

_  ft6-20/x4  +  64/i»  ^_ 

720  "^ 

oder  mit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Beihenentwickelung  von 
der  Fonn 

7)     cos Qi aresin x)  =  1  —  Ä2X^  -\-  A^x^  —  Ä^x^  +  ••••» 
—  1  <a?<  +  1. 

Durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von  (1  —  a;2)~5  er- 
hält man  noch 

y  1  —  a?« 

-  1  <  0?  <  +  1. 

Ganz    ähnliche  Betrachtungen    knüpfen    sich   an    die  Function 
sin  (n  aresin  x))  diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Beihe 

(larcsinx fi*  (aresin  xy       (jL^(arcsinxy 

1                   1.2.3       "^  1.2.3.4.5 
verwandelt  werden,    welche   nach  Entwickelung  der  Potenzen  von 
aresin  X  in  eine  Doppelreihe  übergeht.     Letztere  genügt  den  Bedin- 
gimgen,  unter  denen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt 
ist,  und  so  ergiebt  sich  ein  Besultat  von  der  Form 
9)  9inQiL aresinx)  =z  ^x  —  AzX^  -^  Af^x^  — 

—  1  <«^  +  1; 

durch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von(l — a:^)"'^  folgt  noch 
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10)  — y  =  fta?  —  ^3  a?5  +  ^5  ^*  —  • '  *  • 

y  1— a?2 

—  1  <  a?  <  +  1. 
Um  nun  die  Coefficienten  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die 
Gleichung  7)  und  erhalten 
^,x       ßsin(iL aresin x)        ^  .  .  ^     «    i    /»  j     « 

Vi— a:2 
die  Befugniss  zu  dieser  Differentiation  liegt  darin,  dass  sowohl  die 
ursprüngliche  als  die  abgeleitete  Eeihe  11),  welche  letztere  mit 
Nro.  10)  übereinstimmen  muss,  zwischen  —  1  und  -j-  1  convergirt. 
Wir  multipliciren  ferner  die  Gleichung  11)  mit  V^l  —  x^  und  diffe- 
renziren noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

(i^cos((i  aresin  x) 

Vi— «2  

=  (1.2^  —  SAA^x^  -f  b.ßAeX^ )Vl  —  x^ 


—  (2Ä2X  —      4^14^?^  +      ^Äex^ ) 


X 


Vl  —  x^ 


oder  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  Vi  —  x^  und  gehöriger 
Zusammenziehung 

1 2)  ft2  cos  (n  aresin  x) 

=  1.2jl2  —  SAÄ^x'-  +  b.QÄßX^  —  7.8^8^;«  H 

I  —     22^2  ir»  +     4^4  0?*  —     62^x6  H 

Diese  Entwickelung  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)  sein; 
substituirt  man  in  Nro.  12)  für  cos(iiarcsinx)die  ursprüngliche  Reihe 
und  schafft  die  zweite  Reihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  hat 
man 

|X2  — (^2  — 22)^2«?^   +   0*2—42)^40;*   —   (ft2  — 62)^6a;6   H 

=  1.2^2  —  SAAiX'^  +     ^       6.eAeX*  —  7.8^8^^  +  •  •  • 

mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 

_     /i2  .     _    .     /i2^  22  _  ft2(ft2^22) 

^*— 172'     "^  — ^^"STT"—     1.2.3.4   ' 

A  A     ft^-42_/i2(^2_22)(fi2-42) 

^«  =  ^  TT-  -        1.2.3.4.5.6~'*  ^^ 
Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7) 

13)  cos  ((i  aresin  x) 

=  1  ^  J^,,   +    ^^^^-2^4   «   ft20..-22)   (^2^4>) 

1.2       ^    1.2.3.4  1.2. ...6  ^         ^ 

—  1  ^  Ä  <  +  1» 
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nndnach  Nro.  11) 

,.v  sin((i  aresin  x) 


1  1.-2.3     *    +  1.2...5  * 


t 


^  1  <  a?  <  +  1. 

Die  CoefEcienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
men sieb  durch  eine  sehr  ähnliche  Rechnung.     Man  differenzirt  zu- 
nächst die  Gleichung  9)  und  erhält 
,-v      (icos(ii  aresin  x)  ^  .     «    .    ^  ^     ^ 

Kl  — 0?* 
was  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss ;  man  multiplicirt  femer  mit 
Vi  — a;^,  dififerenzirt  und  multiplicirt  wieder  mit  Vi  — x^;  dies 
giebt 

fi^  sin  (p^  aresin  x) 

=  2.3^13«:  —  ^.6ÄiX^  +  6.7^7^5* • 

+  (IX  —     B^Äzx^  +     b^Ä^x^ 

Suhstituirt  man  f^r  sin  ((i  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
und  Yergleicht  dann  die  beiderseitigen  Coefficienten,  so  gelangt  man 
zur  Eenntniss  von  ^3,  Ä^  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 
16)  sin  (fi  aresin  x) 

1  1.2.3  ^  1.2.3.4.5  • 

—  1  <x<  +  1; 

endlich  giebt  die  Gleichung  15) 
.  cos  Qi  aresin  x) 


VT^ 


2 


1x2 -«1«  Ca«  — 12)  (142  —  32)    ^ 

1.2  ^  l'.2.3.4 

-  1  <  a?  <  +  1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
17)  eine  goniometrische  Form ,  indem  man  aresin  cc  =  Uy  mithin  x 
=:  sin  u  setzt ;  dem  Intervalle  x  =  —  1  bisa;=-|-l  entspricht 
dann  das  Intervall  u  =  —  Jjp  bis  tt  =  -f-  1«,  und  unter  der  ge- 
meinschaftlichen Bedingung 

—  5^<«<  +  i« 
gelten  bei  jedem  ft  folgende  vier  Gleichungen : 
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1.2  ^     1.2.C 

/i«(f*«--2«)(f*3  — 4«) 


11^       .  u^fii*— 2«) 

18)  cööf*«  =  1  —  f^sin^'u  +  ^^^  g  ^^ m*u 


1.2. ...6 


sin^u 


19)  — ^—  =  V-  «w**  —     ,    ^   ^     sm'u 
cosu         1  1.2.3 


^  1 . 2 ...  5  ' 

tt  tt(li2 — 1«) 

20)"smf*M  =  ^  smt*  —     ^^  ^  stn*i« 

1  1 . 2  •  o 

+  1.2.3.4.5  ^^^'^ • 

21)  — £--  =1  —  '^^    ^    sw^w  +  ^i- — ,     '  1^  , 8tn*u •  • 

^   cosw  1.2  ^  1.2.3.4 

Dabei  ist  nur  zu  bemerken,  dass  die  Formeln  18)  und  20)  anch 
für  w  =  +;  jJT  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  übrigen 
ihre  Gültigkeit  verlieren. 

Nimmt  man  für  ft  eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  nnd 
19)  vorkommenden  Eeihen  ab,  d.h.  sie  werden  zu  endlichen  Reihen, 
deren  erste  aus  |fi  -^  1,  nnd  deren  zweite  aus  |,u  Gliedern  besteht. 
Man  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen,  dass  jene  Glei- 
chungen für  alle  u  bestehen.  Ist  nämlich  k  irgend  eine  ganze  Zahl, 
V  ein  Bogen  des  ersten  Quadranten,  und  bezeichnet  (p  (u)  die  Summe 
der  Reihe,  so  hat  man,  weil  Sfn(Äft  —  v)  =  +  sinv, 

fp{kjt  —  v)  =  q)(v)  =z  co8(iv  =  cosii(kn  —  v) 

oder  (p(iv)  =  cosfitv,  wo  w=:kn  —  v  jeden  beliebigen  Bogen  vor- 
stellen kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  Formel  19). 
Nicht  minder  leicht  ist  einzusehen,  dass  bei  ungeraden  ft  die  Glei- 
chungen 20)  und  21)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  man 
auf  dieselben  Resultate,  welche  bereits  am  Ende  von  §.  7  angedeutet 
wurden. 

§.  49. 
Die  unendlichen  Froducte  für  Sinus  und  Cosinus« 

Nach  der  bekannten  elementaren  Formel 
1)  stnu  =  2s»n  —  sin  — 5 — 
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hat  man  znnäcbBt 

Steuer  =  28tn  —  nn  — - — » 

di  2 

femer,  wenn  rechter  Hand  jeder  SinoB  wieder  nach  Nro«  1)  zerlegt 

wird, 

«.    .     ^    .    ^  +  ^    .    ß  +  27C    .    0-}-3x 
s%ne  =  2»  stn  —  «n  — - —  «n  — -r —  $m  — - — ; 
4  4  4  4 

die  Wiederholung  desBelben  YeifahrenB  liefert 

stnjer  =  2?  Btn  —  «m  — r; — mn  — r —  •  •  •  wn  — ^; 

8  8  8  8 

Wendet  man  überhaupt  diese  Zerlegung  n-mal  an  und  setzt  zur 
Abkürzung  2"  =  p,  so  erhält  man  ^ 

P  P  P  P 

oder  in  kurzer  Belbstyerständlioher  Bezeichnung 

2)  sing  =  2P~^  «b«!  Sa  .  .  .  «p-i. 

Die  Reihe  der  Factoren  So,5i,...s^^i  werde  nun  in  zwei  Grup- 
pen So,  Si  .  .  .  Si     .  und  «2  ,  «i_ .  1,  .  .  .  Sp— 1  getheilt  und  die  zweite 

Gruppe  in  umgekehrter  Ordnung  folgendermaassen  unter  die  erste 
gesetzt 

Sq,    Si,    82»    •    •    •    *ip— 1> 

Sp— 1,  8p— 2^  •      •      •      ^Ip+V  *ip» 

irgend  zwei  unter  einander  stehende  Factoren  sind  dann 

8h  =  stn  — - — , 

.    (p  —  Ä)  Ä  -f  jer         .    Aä  —  iP 

8p^h  =^  stn  ^ =  stn • 

^  P  P 

Bas  Product  derselben  ist 

SkSp^H  =  stn^ stn*  — ; 

P  P 

macht  man  hiervon  Gebrauch  für  h  =  l,2,...}p  —   1   und 

beachtet  noch  die  Gleichung 

80  erhält  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende 
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3)  sine  =  2P^^sin  —  Isin^  —  —  sin^  —  )  (sin^ sin^  —  ]... 

^  P  \        P  P/\P  P) 

•  •  .  .  ( stn2  ia£ L ^  ^^%  — )  cos  — 

\  P  PJ       P 

Hieraus  folgt  noch  eine  specielle  Formel,  wenn  man  beiderseits 

mit  z  dividirt  und  nachher  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  B 

übergeht;  sie  lautet 


4)        1=^ 


2P-1    .  .  jr    .  ,  2  »    .  o  3  jr 
|)  p  I?  |) 


Hn^^^ 


l)% 


Dividirt  man  die  Gleichung  3)  durch  Nro.  4)  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  \p  —  1  mit  2»  so  kann  man  den  Quotienten  in  fol- 
gender Form  dargtellen 

sinz 

5)  .     z         0 

'  pstn  —  cos  - 

P       P 


1— 


1— 


/.     z\ 
I  sm  — 
P 


L    \ 


stn 


27t 


^  stn 


;  stn 


qyt 


Lässt  man  p  ins  Unendliche  wachsen,  so  convergirt  die  linke 

Seite  dieser  Gleichung  gegen  die  Grenze  ,   während  das  rechts 

V  '  z 

verzeichnete  aus  ff  =  r-  p  —  1  Factoren  bestehende  Product  zu 

einem  unendlichen  Producte  wird.  Man  ersieht  hieraus  die  Mög- 
lichkeit, sinz  in  Form  eines  unendlichen  Productes  darzustellen; 
die  Ausführung  dieses  Gedankens  verlangt  aber  eine  genauere  Dis- 
cussion  des  Productes  in  Nro.  5). 

Zur  Abkürzung  geben  wir  der  Gleichung  die  folgende  Gestalt 
sinz 

.    z        z 

p  stn  —  cos  - 

P       P 

=  (1  -  Tj)  (1  —  ^2)  (1  -  Ta)  ....  (1  —  T,\ 
worin  irgend  eine  der  Grössen  T,  z.  B.  T^  durch  die  Formel 


6) 


Th  = 


stn 


sin 


hz 
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bestimmt  ist.  Unter  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  <^  q  ver-. 
stehend,  zerlegen  wir  die  obigen  q  Factoren  in  zwei  Gruppen,  deren 
erste  Ä;  Factoren,  und  deren  zweite  die  übrigen  q  —  h  Faotoren  ent- 
hält; dem  entsprechend  schreiben  wir 

— ffü^_ 

.     0  z 

z  sxn  —  Cös  — 
1>        P 
=  (1  -  T,)  (1  -  T2)  (1  -  T3)  ...  (1  -  T,),% 
8)  12  =  (1  -  T*^.i)  (1  -  r*+a)  ...  (1  -  T,), 

und  untersuchen  zunächst  das  Ergänzungsproduct  "R,  In  den  Nen- 
nern der  mit  T^+i,  T*+2,  ...  Tg  bezeichneten  Brüche  kommen  die 
an  vor 

{k  4-  1)^   (ifc  4-  2)i?r  g3g qn 

^         '  P         '  •••  i>    ~2g  +  2' 

die  Bämmtlich  <C|^  sind;  in  den  Zähl^hi  steht  immer  der  Bogen 

-,  welcher  kleiner  als   alle   jene   Bögen  ist,  wenn  z  <^'k'Ji  oder 

z 
10>  —  gewählt  wird,  was  im  Folgenden  immer  vorausgesetzt  werden 

möge.  Da  im  ersten  Quadranten  dem  grösseren  Bogen  cTer  grössere 
Sinus  entspricht,  so  sind  die  Nenner  von  2*+i ,  T*+2 ,  .  .  .  T^  immer 
grösser  als  die  zugehörigen  "Zähler,  mithin  Tt^i ,  2*4-2,  ...  Tg  posi- 
tive echte  Brüche;  daraus  folgt 

(1  -  T*+i)  (1  -  T*+2)  ...  (1  -  T,)<1 
d.h. 

9)  JB<1. 

Unpi  zweitens  eine  unterhalb  R  liegende  Grösse  zu  erhalten, 
benutzen  wir  den  leicht  erweisbaren  Satz,  dass  jedes  Product  von 
der  Form  (1  —  Si)  (1  —  £2)  •  •  •  niehr  als  die  DifiTerenz  1  — 
(f  1  +  ^2  +  '  •  •)  beträgt,  falls  fci,  «2»  •  •  •  positive  echte  Brüche  sind*). 
Hiemach  gilt  die  Umgleichung 

10)  R>i  —  iT,+,  +  r*+2  +  ••;,+  T,i 

die  sich  vereinfachen  lässt,  wenn  man  die  Bemerkung  hinzubringt, 
dass  die  Function innerhalb  des  ersten  Quadranten  fortwährend 

X 


*)  Es  ist  nämlich  unter  der  obigen  VorausBetzung 

(1  —  €1)  (1  —  62)  =  1  —  («1  +  «2)  +  hH  >  1  —  K  +  «2); 
daraus  folgt  durch  Multiplication  mit  dem  positiven  Factor  1  —  €3 
(1  -aj)  (1  -62)  (1  -^j) 
>  1  —  («1  +  «2  +  «3)  +  («1  +  «2)«3  >  1  —  («1  +  «2  +  «3) 
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abnimmt,  wie  man  ans  dem  negaÜTen  Vorzeichen  des  Differential- 
quotienten  ersieht.  Für  einen  zwischen  0  und  ^TC  liegenden  Bogen 
^  ist  daher 


sinj        sin  Jjr 
hn 


1  n 

oder  -r-z  <C  ^77: 


mithin,  wenn  f  =  —  gesetzt  und  quadrirt  wird, 

Diese  Ümgleichnng  multipliciren  wir  mit  der  folgenden 


(«%y 


< 


und  erlialten  Termöge  d«r  Bedeatnng  von  T»  (Nro.  6) 

")  -.<?(r^-i)- 

Durch  Addition  aller  fürÄ  =  Ä  +  l,Ä-f2, 
stehenden  Umgleichungen  ergiebt  sich  ferner 


g  hieraus  ent- 


r,,.  +  T.,,  +  ...  +  T,<l'(i-i)<ll. 


+  ^.)>^-fk 


ferner 

und  um  so  mehr  nach  Nro.  10) 

12)  ^>l-f^' 

Die  Zusammenetelliuig  der  UngleichangMi  9)  und  12)  zeigt,  dass 

gesetzt  werden  darf,  wo  Q  einen  nicht  näher  bekannten  positiTen 
echten  Bruch  "bedej^tet.     Unter  den  Bedingungen 

(i)'  <  *'  <  2"  ^^<1  0  <  p  <  1, 
gilt  nun  die  Gleichung 
13) 


sine 


1-! 


pstn  ~  cos  — 


1- 


J  stn 


1- 


,8tn 


hx 


(^-^} 


Der  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  p  bietet  jetzt 
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keine  Schwierigkeit  mehr,  wenn  man  sich  dabei  h  als  constante  Zahl 
denkt;  mittelst  der  Werthe 


(f  y  «•'• 

p  «t»  —  )  =  5,  Lim  — r—  =  r— 
7         P/  .    hn        hx 


P 

erhält  man  nämlich  aus  Nro.  13)  die  Formel 


U) 


-='(-;^)(-.4i)-(-iS.)(-^ 


welche  nur  an  die  Bedingung 

—  Ä;r  <  jer  <;  +  Äjr 
gebunden  ist.     Statt  der  Gleichung  14)  kann  man  schreiben 

'«;^  =  '('-i^)('-^H'-i^> 

4Ä 
und  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  h  als  unendlich 
wachsend  gedacht  wird,  so  convergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 
die  Einheit,  wofern  z  irgend  einen  endlichen  Werth  behält;  das  end- 
liche Product  wird  zu  einem  unendlichen,  und  so  ergiebt  sich  die 
für  jedes  endliche  z  gültige  Formel 

16)      ,^.  =  ,(i_j£L)(i_^)(i_^).... 


In  dem  speciellen 

Falle 

z  = 

\7C  erhält 

man 

hieraus 

1  = 

7C       1 

2 

.  3 
2« 

3.5     5 
4»          ( 

.  7 

•  •  • 

umgekehrt 

«  _   2 
2   ~    1 

2 
3 

4 
'   3 

4       6 
'    5  *    6  ■ 

JS 
7  ' 

•  •  •  • 

Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 
§•  48  vorgenommen  werden,  doch  gelangt  man  zum  Endresultate 
kürzer  auf  folgendem  Wege.  In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  h 
durch  die  gerade  Zahl  2%,  das  andere  Mal  z  durch  \z  und  haben 
dann  die  beiden  Gleichungen 

sinz 

1  _  ?l£! 

8Ä; 

8in\z 


1  _  flf! 
16* 


=  ^^0-2^)0-^)0-6^«)^ 
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worin  Qi  und  Q2  positive  echte  Brüche  sind.     Die  erste  Gleichung 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  der  zweiten  und  erhalten 

welche  Formel  das  Correlat  zu  Nro.  15)  bildet    Für  unendlich  wer- 
dende Je  geht  diese  Gleichung  über  in 

X8)    .asi.  =  (l-^)(l-3^)(l-^) ; 

auch  ist  noch,  wenn  £f  durch  2e  ersetzt  wird, 

wobei  0  jeden  beliebigen  Bogen  von  endlicher  Grösse  bedeuten  dar£ 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  geht  unmittelbar  hervor,  dass 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von  un- 
endlichen Producten  dargestellt  werden  können. 


§.  50. 
Die  Beihen  für  Tangente,  Cotangente  eto. 

Es  liegt  sehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  vorigen 
Paragraphen  die  Logarithmen  zu  nehmen,  um  wieder  auf  unendliche 
Reihen  zu  kommen;  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  lassen 
sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  quadrirt,  be- 
vor man  zu  den  Logarithmen  übergeht.  Dies  giebt  folgende  Re- 
sultate 

1)  <(*..)=.(^)  +  i[(i-^)']+t[(i-^y\+..., 

daraus  erhält  man'  ferner  durch  Differentiation,  welche  nach  §.  42 
erlaubt  ist, 

1  20  2g  2b 


8)    catz  = 


M        (Iny-^jg^        (231)«  — xr«        (33r)«  — iP« 
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Qm  2^  ^£ 

oder  auch,  wenn  | ;?  für  ;?  gesetzt  wird, 

K\         *  l  4:0  .  4:0  .  40  , 


(1ä)2  — jr»  ^  (3«)2  — £r«  ^  (5jr)2  — ;?»  ^ 

Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  man  linker  Hand 

die  Formel  cot z  -(-  to^ \0  =  cscz  benutzt,  so  findet  eich 

c\  l     ,  2e  2ier  ,  2jef 

6)   cscz  =  —  +  ,,    .,      ,,  -  ,o^^.^..  + 


z    ^  (Ijr)^  — j?»        (2ä)«  — ir«  ^  (33r)«  — xr« 
Um  noch  eine  Reihe  für  sec  z  ixi  erhalten,  bringen  wir  die  Glei- 
chung 6)  auf  die  Form 

1      .     I     1  1     >         }      I  1       I 

CSC  B  ^^  -^—     I      {  —  >    ^_   7  ^_  > 

if  Itc  —  z        Ä  +  jer)         f2Ä  — jer        2n  ■\- zS 

+  l_i L_|_... 

und  lassen  \ic  —  ^er  an  die  Stelle  von  z  treten;  durch  Vereinigung  der 

einander  entsprechenden  Bruche  folgt  dann 

..  n  Bn         .         5« 

')     ^^  =  (iny^z^  -  (^ny^z^  +  d«)^-^» 

Die  unendlichen  Reihen,  welche  in  den  bisherigen  Gleichungen 
vorkommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,  wodurch  sie  wieder 
zu  Potenzenreihen  werden.     Beschränkt  man  nämlich  in  Formel  1) 

z      z      z 
die  Variabele  z  auf  das  Intervall  ^—  «  bis  +  ä,  so  sind  — ,  ^r— ,  :r— 

etc.  echte  Brüche ;  dann  ist  femer 

<^)  =  '(-F^)+'(-Ä)  +  '(-3fe)+- 

und  hier  lassen  sich   rechter  Hand  alle  Logarithmen  mittelst  der 
Formel 

Z(l  —  a?)  =  —  0?  —  grc'  —  1*5  —  •  •  •  •, 
-  l<aj<  +  1 

entwickeln;  dies  giebt 


fsinz\ £^ j    z^     1 


1««« 


2««a        «2*«*        »26^« 
32jr2       «3*«*       "36;rß 


Digitized  by  CjOOQ IC 


240  Cap.  VII.  §.  50.  Die  Reihen  für  Tangente,  Cotangente  eta 

•  Die  vorstehende  Doj^lreihe  genügt  den  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt  ist,  folglich 
hat  man  auch 


l(?!!LL)  =  _±(±  +  ±^±  +  ...)j!L 
\   e   J  1  \13   ^   2»   ^  32   ^        /  «» 

2  Vi*   ^  2*   ^   3*   ^         /  Ä* 

8  \16   ^   2«   ^   3«   ^         /  Ä« 


Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  Horizontal- 
reihen mit  ^2,  iSi,  8q  etc.,  so  dass  überhaupt 

8)  S«  =  —  +  —  +  —  +  .  . .  . 

ist,  so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  kann  mit  der  Gleichung  2) 
vorgenommen  werden,  sobald  z  innerhalb  des  Intervalles  —  Jsr  bis 
-\-  \n  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 

10)  T«  =  —  4-  —  +  —  -I •  • 

erhält  man 

,,.       ,  l22T2£f2  .2^T^Z^  .26T606 

11)  Icosz  =  —  J = } 7 I 1 .  • ., 

—  jÄ<jef<  +|ä. 
Die  hier  vorkommenden  Summen   T^,  T4,  T^  etc.  lassen   sich 
wieder  durch  8%^  S4,  S^  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist  nämlicli 

2"»      **  ^^   2"*  4»     '    "^  +  •  •  •  •  t 

und  wenn  man  dies  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 
2«  —  1  ^  1,1,1, 

2m         *^**  jm       "^     31»       "^     5m       »^  •'w 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 

12)  Icosz 

_        ,(2«-l)&ir2        ,(2*-l)g,ir4  (26-1)^ 
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Die  Formeln  3)  und  4)  lassen  sich  analog  behandeln,  wobei  man 
cliefur--ÄÄ<Cj8r<  +  ää  geltende  Reihenentwickelung 
z  z  1 


{kny—z^  ~  (kny 


\kx/ 


z 


zu  benutzen  hat;  das  Endresultat  findet  sich  aber  rascher  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  9)  und  12),  nämlich 

16)       COtZ  = r—  —  : z •  •  •  'f 

z  x^  n^  n^ 

—  Ä<iBr<  +  3r; 

-L  2(2«-l)S6^^     , 

Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung  z  durch  ^xr  und  addirt  die 
entstehende  Gleichung  zur  vorhergehenden,  so  erhält  man  noch 

(2*-J[)^5 

—  «  <  j»<  4-  Ä, 

wie  sich  auch  durch  Transformation  von  Nro.  6)  finden  würde. 

Um  endlich  eine  Potenzreihe  für  secz  Zugewinnen,  beschränken 
wir  in  Nro.  7)  die  Variabele  z  auf  das  Intervall  —  |  ^r  bis  +  |  ä 
and  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 
nn  4  1 


(^nn)^  —  z^        n«  /2^y 


wir  zur  Abkürzung 
letzen,  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

SchlAmllcb,  Analyaia  I.  16 
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17)  sec,  =  -^+—^  +  —^  +  ...., 

—  !«<*<  + 1«. 

An  die  Gleichungen  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  werth- 
voUe  Bemerkung.  Die  Tangentenreihe  muss  nämlich  gleichfalls  zum 
Vorschein  kommen,  wenn  man  das  Theorem  von  Mac-Lau rin  un- 
mittelbar auf  die  Function /(^)  =  tane  anwendet;  es  ist  daher 
innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 


ton.  =  C£i?!t^^  +  (^^,«  + 

1  X   •   ^ 


und  zwar  bezeichnet  hier  (2)*ton£f)o  den  speciellen  Zahlwerth,  wel- 
chen der  Ate  Differentialquotient  von  tanjs  für  z  =  0  erlangt.  Der 
Vergleich  mit  Nro.  14)  zeigt  erstens,  dass  bei  geraden  7c  jederzeit 
(D*tew^)o  =  0  ist,  wie  man  auch  auf  anderem  Wege  leicht  findet, 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  k  die  Relation 

,.^                        (J)*ton^)o  2(2*^-1— l)g,  +  i 

^^  1.2.3 k~  3i*+i 

besteht.  Um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir  die 
Formel  4)  in  §.  14  für  a?  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung 

(I^ianz)o  =  ^*i  (k  ungerade); 

wir  haben  dann  bei  ungeraden  n 

19)  tn  —  (nhrn-2  +  (w)4rn_4 =  sm|n3r, 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  tj,  ta,  r^  etc.,  wenn  succes- 
siy  n  =  1,  3,  5  etc.  genommen  wird.     Man  hat  nun  einerseits 

20)  ,an.  =  iL,  +  _|_,3+__!^ 

ferner  nach  Nro.  18),  wobei  zu  grösserer  Deutlichkeit  k  =  2p  —  1 
sein  möge. 


21)  % 


2(23|>~-1)  .1.2...  (2jp— 1) 


Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dassVi,  tj,  r^  etc.  ganze    ra- 
tionale Zahlen  sind,  und  zwar 

ri  =  1,     Ts  =  2,     Tj  =  16  etc.; 
betrachtet  man  sie  ah  bekannt,  so   zeigt  die  Formel  21),  wie    mit 
ihrer  Hülfe  die  Summen  82,  S4,  8^  etc.  gefunden  werden  können,  z.  B, 
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1 

2» 

+ 

1 
3> 

+  •• 

'  •         ' 

31» 

6    ' 

+ 

1 
2* 

+ 

1 
3* 

+  •• 

.  .  = 

90  ' 

+ 

1 

2« 

+ 

1 

3« 

+  •• 

•      ' 

JT« 

945» 

a. 
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1 

1 

14 
1 
1« 

Was  zweitens  die  Gleichung  17)  anhelangt,  so  ist  zunächst  klar, 
dass  dieselbe  innerhalb  des  angegebenen  Intervalles  mit  der  Ent- 
wickelung 

sece  =  l  -I 0  -\ — —g'»  +  .  .  .  . 

übereinstimmen  muss;  demnach  hat  man  für  ungerade  k 

(D^8e€/g)o  =  0 
und  für  gerade  Je 

^  1.2.3...Ä;~       :nj*+i 

Zur  Abkürzung  sei 

(D*5eCjer)o  =  tj,  (ä;  gerade); 

die  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  für  a:  =  0  und  bei  geraden  n 

23)  tn  —  (n)2r„_,  -f  (n\tn-4, =  0, 

woraus  man  Tj,  t^j  x^  etc.  erhält,  wenn  man  der  Beihe  nach  n  =  2, 
4,  6  etc.  nimmt.     Es  ist  nun  einerseits 

24)  ,,,,=  l+^^,3+_^£i_^,4  +  ..... 

andererseits  nach  Formel  22)  fär  Ä  =  2p 

25)  ^^^+^  =  22p  +  2l.2...(2i))' 
mühin  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

T2  =  1 ,      r4  =  5 ,      rg  =  61  etc. 
zur  Bestimmung  der  Summen  Üi,  üi,  ü^  etc.  dienen;  so  ist  z.  ß. 

13  38    "^    Ö»  *  '  *  *  32 

u.  s.  w. 
Sclireibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  sin\n%  statt  0,  was 
fcei  geraden  n  richtig  ist,  so  erhält  man  dieselbe  Gleichung,  welche 


16* 
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in  Nro.  19)  für  ungeraden  verzeichnet  ist;  demnach  sind  die  Tangen- 
tencoefficienten  nach  derselben  Regel  gebildet  wie  die  Secantencoef- 
ficienten.     Aus  der  Bemerkung,  dass 

secz  +  *tanz  =  tan(\n  +  \e) 

ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  tan(\n  +  |^)  =  i  +  A^  +  ^,2  -|.  _|_^3+  .... 

—  ijr  <£f  <  +  |jr, 
worin  alle  mit  t  bezeichneten  Coefficienten  vorkommen. 

Die  Reihen  för  Cotangente,  Tangente  und  Cosecante  stellt  man 
häufig  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar,  mit  deren  Angabe  wir 
diese  Untersuchungen  beschliessen  wollen.  •  Nach  Formel  13)  ist 
nämlich 


1        .1  ,  &«*  '8^x^ 


dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac-Laurin  liefern 

^        *       ^  1.2         1.2.3.4 

—  2«  <  «  <  +  2jr, 
wobei 

JB«p-i  =  —  lD^P(ixcotlx)]o 

gesetzt  wurde.  Aus  Gründen,  die  sich  später  ergeben  werden,  hat 
man  die  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coefficienten  ^i,  B^j  B^  etc. 
mit  dem  Namen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  belegt;  es  ist  daher 

2^P-^7C^P~  1.2.  3...  (2p) 
oder 

^^^  ^^-1.2. 3. ..(2p)- 

und  nach  den  Formeln  13),  14),  15) 

2'B, 


1.2.. 
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+^;^^^^- +••■•• 

an  1     ,    2(21-  1)jB,       ,    2(28— 1)J53 

^^)  «^^  =  T  +  r.2        ^  +  1.2.3.4^^        . 

2(25- 1):B. 
^    1  .  2  .  .  .  6       ^ 
—  Ä  <  0  <c  +  «. 
Ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Bern oulli' sehen  Zahlen  erhält 
man  durch  Vergleichuug  der  Formeln  21)  und  28);  es  folgt  nämlich 

^^)  -^2p-i  =  2,p_i(j27Li)' 

mithin  können    die  B er noulli' sehen  Zahlen  aus    den    Tangenten- 
coeifidenten  hergeleitet  werden,  z.  B. 

T>_1        R_l         B-^         7J-1         Ti    -     ^ 

£i--ß-,  ■»3--3Ö'  -^»--iä"'  -^^-W  ■^'-'66"' 

„  691        T>     _    7       „     _  3617  _  43867 

^"="2730'    ■^■«-"6"'    ■^"-"öir'    -^^  -  "798"' ''*''• 

Anfangs  fallen  diese  Werthe,  von  B^  an  steigen  sie  wieder,  und  da 

nach  Nro.  28  bei  unendlich  wachsenden  p 

Bip-i  l  4ä»  Sqp  ) 

ist,  so  nehmen  die  B  er  noulli 'sehen  Zahlen  schliesslich  rascher  zu 
als  irgend  eine  geometrische  Progression. 


§.  51. 

Beihenentwickeliingen  für  Functionen  mehrerer 
Variabelen. 

Da  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze /(a;  +  Ä)  in  eine  nach  Poten- 
zen von  h  fortschreitende  Reihe  verwandelbar  ist,  so  lässt  sich  der 
Analogie  nach  erwarten,  dass  bei  zwei  Variabelen  x  und  y  die  ge- 
änderte Function  F(x  -|-  Ä ,  y  +  äj)  nach  Potenzen  von  h  und  k  ent- 
wickelbar sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
folgenden  Kunstgriffs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
tpecielle  Werth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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1)  fit)  =  F(x  +  ht,  y  +  kt) 

für  <  r=r  1  annimmt;  als  Function  von  t  betrachtet,  lässt  sich  f(t) 
nach  der  Mac-Laurin'schen  Formel 

/(o=/(o)+ffl.  +  m,.  + 

+  1.2.3...(n-l)'         +^ 
in  eine  Reihe  umsetzen  und  hieraus  musa  für  t  =  1  die  gesuchte  Ent- 
Wickelung  von  F(x-]-h,  y-\-Jc)   hervorgehen.       Durch   succesäve 
Differentiation  der  Gleichung  1)  erhält  man  die  Formeln 

^  ^^  ~  d(x  +  hf)'*  "^  d(tf  +  kty' 

U.  8.  W. 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugt,  wenn  man  F  zuerst 
als  Function  zweier  VariabeleD  |  und  tj  behandelt,  welche  mit  ( 
durch  die  Gleichungen  ^  =  x  -^  ht  und  i^  =  y  -\-  kt  verbunden 
sind.     Für  t  =  0  wird 

/(0)  =  F(rr,y). 

U.  8.  W., 

Überhaupt  stimmt  f^^^(0)  mit  dem  vollständigen  mten  Differential 
von  F(Xj  y)  überein,  wenn  man.  sich  in  demselben  dx  durch  Ä,  und 
dy  durch "A;  ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  geschrieben 
ist  also 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelnng 

2)  if'(*  +  Ät,y  +  *o=J'(^.y)  +  (^A+.^fc)^« 


+(^''+^*)"  'or: 


2....(n— 1) 
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wobei  noch  der  Rest,  wofür  wir  die  Form  wählen 

durch  F  auszudrücken  ist.  Die  Yergleichung  von  f'(t)  und/'(0), 
f"{t)  und/"(0)  etc.  lehrt  nun,  da8s/<«>(0  als •  Dasjenige  betrachtet 
werden  kann,  was  aus/(»>(0)  wird,  wenn  x  -\-ht  für  x,  und  y -{- Jcf 
fiir  y  eintreten;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

3)  Fn(x,y,h,k)  =  Q-h  +  -^J^y^'F, 

80  ist 

/W(f)  =  Fn(x+ht,  y  +  M,  »,  fc), 
mithin,  wenn  ^t  tta  die  Stelle  von  t  gesetzt  wird, 

'  ^~  1.2.3 n 

Für  t  =  1  hat  man  scUiesBlich  folgende  Entwickelung 

Ft(x,y,h,k)      I 

1  "^~ 

Fn-iix,y,h,lc) 


5)F(.  +  Ä,y  +  .)  =  FM+^l(M^ 


+ 


1.2.3...(w~l) 
Fn(x  +  d^h,y  +  ^k,h,h) 
1.2.3...n  * 

diese  gilt  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die  Functionen  F,  Fi 
^\t  •  •  .  -F«  stetig  und  endlich  bleiben,  während  rc  bis  ^  +  h  und  y 
bis  y  +  Ä  zuninÄnt. 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen x=Oy  y  =  0  und  schreibt  dann  x  und  y  für  h  und  Ä, 
80  erhält  man  die  Entwickelung  von  JP(a;,  y)  nach  Potenzen  von 
X  und  y. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Variabelen 
und  sind  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
leiten, dass  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 

§.  Ö2e 

Das  Unendlichkleine. 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
telst der  Differentialquotienten  einer  Function  für  letztere  eine  Reihe 
zu  finden;   es  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Reihenentwickelung, 
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wenn  sie  schon  bekannt  ist,  zur  Ableitung  der  Differentialquotientefi 
dienen.  Gesetzt  z.  B.,  man  habe  durch  irgend  welche  Mittel  für 
/(rr  -|-  h)  folgende  Reihe  gefunden 

1)  f(x  +  h)  =  X,+  %xh  +  ;t,Ä2  +  .  .  .  +  Xn-lh^^^  +  9nh\ 
w^  JKo»  Zi»*"Z«-i  bekannte  Functionen  von  x  und  Q^h^  den  gleich- 
falls bekannten  Rest  bedeuten,  qo  ist  erstens  f ür  /(  =  0 

2)  /(«)  =  Zo. 

Diese  Gleichung  werde  von  Nro.  1)  abgezogen  und  der  Unterschied 
mit  h  dividirt;  dies  giebt 

3)  ^^''-^\-^^''^  =  ;^,  +  ;K,Ä  +  .  .  .  +  ;f._,Ä«-«  +  9.Ä-' 

und  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

Setzt  man  ferner  in  Nro.  1)  /(«)  für  X^  und  /'(«)  für  j;i ,  8o 
folgt 

^^ ^ ä3 -=Z.+Z8A  +  -  +  X.  i&-«  +  9.Ä-' 

und  bei  verschwindenden  h 

6)  1-^  =  ««    °^«>^  /"(x)  =  1.2z,. 

Den  weiteren  Fortgang  dieser  Schlüsse  übersieht  man  leicht 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  m,  wenn  n  ]>  m  genommen 
wird,  ^ 

fi^){x)  =1.2.3...  mx«. 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene  Behaup- 
tung und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  vorausgesetzte  Entwicke- 
lung  1)  mit  der  Taylor'schen  Reihe  übereinstimmen  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  allgemeine 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Nro.  3)  und  Nro.  4)  zeigt  nämlich, 
dass  in  Nro.  3)  das  Hinschreiben  der  Glieder  X2  Ä,  %3  Ä'  etc.  überflüs- 
sig war,  da  letztere  gleichzeitig  mit  h  verschwinden;  aus  demsel- 
ben Grunde  hätte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Hinsetzen  der  Glieder 
j^sÄ,  Ji^h^  etc.  ersparen  können.  Beachtet  man,  dass  h  der  Zuwachs 
von  o;,  also  =  ^x  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  die  prakti- 
sche Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines  Diffe- 
rentialquotienten oder  einer  Differentialgleichung 
ankommt,  darf  man  die  Glieder  weglassen,  welohehö- 
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here  Potenzen  von  ^x  enthalten,  als  die  Ordnung  der 

Differentialgleichung  betr&gt 

Will  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
nenten, der  in  der  That  auch  ohne  Differentialrecbnung  beweisbar 
ist,  zur  Bestimmung  von(J(a?~)  benutzen,  so  verfährt  man  der  obigen 
Regel  gemäss  folgendermaassen;  es  ist 

^(a^)  =  (a?  -j-  ^olf^  —  rc*  =r=  ma?"»  ~*  ^a?  -J-  etc., 
mithin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc.**  bezeichneten  Glieder 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
deutet g)(x)  die  über  der  Abscisse  OM=X  stehende  Fläche  BOMP, 
Jx  die  Abscissenzunahme  JOfj  ==  PUj  y  die  Ordinate  MP,  t  den 
Berührungswinkel  UPT  (Fig.  39),  so  hat  man 

Fig.  39.  Fläche  JBOJIfiPi  =  Fläche  BOMP 

I  +  Kechteck  MMi  ÜP 

+  Dreieck  PUT 
+  Abschnitt  PTPi 
oder  in  den  obigen  Zeichen  und  mit  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 
M    Mj         PTPi   einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  PPi  ü 
ausmacht, 
(p(x-^  ^x)  =  (p(x)  -f-  y  dx  -f-  \tant  .  dx^  +  \q dxJy, 

daraus  folgt 

^^±^=1Ä  =  y  +  |a«nt .  ^,  +  ^,) 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  /Jx 

1^  =  y    oder    d(p(x)  =^  ydx. 

Hier  übersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Dreieck  PCTTund  den  Abschnitt  PTPi  in  Rechnung  zog,  am  un- 
rechten Platze  angebracht  war;  man  hätte  kürzer  sagen  können,  Je 
kleiner  ^x  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  dq)(x) 
mit  dem  Rechtecke  ydx  überein **  und  indem  man  die  Worte  „je 
kleiner,  um  so  genauer^  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  d  in  die 
Sprache  der  Analysis  einführt,  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung 
dq)(x)  =  ydx. 

Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  bei  ^mehreren  Yaria- 
belen;    so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwickelung  von  äßf{x^y)  alle 
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Grössen  wegzulassen,  die  von  höherer  Dimension  als  von  der  zweiten 
sind,  nämlich  dx^dy^  dxdy'^^  dx^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  .die  Null  zur  Grenze 
hahen,  unendlich  klein  werdende  oder  kurz  unendlich  kleine  Grössen; 
in  diesem  Sinne  sind  die  Differentiale  dx^  dy  etc.  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  von  zwei  Diffe- 
rentialen, wie  z.  B.  dx'^i  dx  dy,  dy^,  heissen  entsprechend  Unendlich- 
kleine zweiter  Ordnung,  ebenso  sind 

dx"*,      dx^-^dy,      dx^^^dy^,      dx^—^dyde,  etc. 
Unendlichkleine  von  der  Ordnung  m.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differentialgleichung  sind  alle 
unendlichkleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnun- 
gen die  Ordnung  der  gesuchten  Differentialgleichung 
übersteigen; 
eine  Ungenauigkeit  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  immer 
nur  um  Grenz werthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzüber- 
gange alle  jene  Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Voraus 
weggelassen  worden  sind,   in  der  That  gegen  die  Null  convergiren 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben. 


,y^,y-v...,_r2^,/"-xt^ 
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Oap.  VllL 
Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

§.63. 
Die  algebraischen  Functionen  complexer  Zahlen. 

Sowie  man  sich  jede  negative  Zahl  — p  dadurch  entstanden 
denken  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  y  mit  der  negativen  Einheit 
multiplicirfc  worden  ist  [ —  y  =  ( —  1)  y] ,  so  kann  man  auch  imagi- 
näre Zahlen  bilden,  indem  man  y  mit  der  imagin&ren  Einheit  V  —  1 
moltiplicirt;  dabei  wird  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 
und  gewöhnlich  zur  Abkürzung  V —  1  =  «  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 
chungen 

»»  =  —  1 ,     i*  =  -f  1 ,     i9z=—  1,     «8  —  _^  1 , 

»3  =  —  e-  ,      ii=,  ^i^      {1  r=  —  i,      *»=  +  «, 

statt  finden.  Aus  einer  reellen  Zahl  x  und  einer  imaginären  Zahl 
iy  läßst  sich  femer  ein  Complex  x  -\-  iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
complexe  Zahl,  x  ihr  reeller,  y  ihr  imaginärer  Theil.  Während  wir 
nun  bisher  immer  voraussetzten,  dass  die  unabhängige  Variabele  e 
einer  Function  f{z)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt 
Bei,  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  e  als  eine  complexe  Variabele  be- 
trachten und  untersuchen,  welchen  complexen  Werth  die  Function  in 
diesem  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  ersten 
Elemente  der  Buchstabenx^chnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
Rechnnngsregeln  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind. 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  ihre  reellen  und 
gleichzeitig  auch  ihre  imaginären  Theile  gleich  sind.  Für  o;  =  {, 
y  =  ij  ist  hiemach  a;  +  »y  =  |  +  ii]  und  umgekehrt. 
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Addition  und  Sub.traction.  Unter  der  Summe  zweier  com- 
plexen  Zahlen  x  -\-  iy  und  |  +  t»?  verstehen  wir  den  Ausdruck 
(a?  -j-  I)  +  i(y  +  tj) ;  die  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  dem- 
nach eben  so,  als  wenn  i  ein  reeller  Factor  wäre.  Für  die  Sub- 
traction  behalten  wir  die  gewöhnliche  Erklärung  bei ,  dass  der  ge- 
suchte Rest,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt,  wieder  den  Minuenden 
geben  muss.  Hiernach  findet  man  sehr  leicht  (X  -^  iY)  —  (^  +  *y) 
=  (X  —  x)  ■}'  i(T — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen. 

Multiplication  und  Division.     Unter  dem  Producte  zweier 
complexen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck,  der  ebenso  gebildet 
ist,  als   hätte  man  jene  Zahlen  wie    reelle  multiplicirt  und  dabei 
$2  r=  —  1  gesetzt,  nämlich 
2)  ix  +  iy)(l  +  ir})=^(xl--yYi)  +  i(xri  +  yS)> 

Bei  der  Division  behalten  wir  die  gewöhnliche  Definition  bei 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

x  +  iy  ,    . 

X  +  iY       ^^*^ 
die  Unbekannten  u  und  v  aus  der  Bedingung 

X  +  iy  =  (X  +iT)(u  +  iv)  =  (Xu—Yv)  +  i(Xv  +  Tt*). 

Diese  liefert  die  Gleichungen 

x  =  Xu  —  Yv  ,    y  =  Xv  +  Yu, 
und  wenn  man  die  hieraus  gezogenen  Werthe  von  u  und  v  in  die 
obige  Gleichung  substituirt,  so  erhält  man 
^^  x  +  iy  _Xx+Yy         Xy-Yx 

3;  z  +  «r  ~  Z2  +  r^  "^    X2 '+  r« 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  auch  dadurch,  dass 
man  linker  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  X  —  iY  multiplicirt  und 
die  Gleichung  (X  +  iZ)  (X  — iF)  =  X«  +  F«  beachtet.  ^ 

Eine  andere  Methode  zur  Ausführung  der  Multiplication  und 
Division  complexer  Zahlen  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede 
complexe  Zahl  x  +  iy  unter  der  Form  ricosOi-  isinff)  dargestellt 
werden  kann.  -  Aus 

4)  X  +  iy  =  r(cosd  +  isinGf)  =  rcosd  +  irsind 
folgen  nämlich  die  Gleichungen 

X  =1  rcosd  ,    y  =  rsin 0 
und  diese  geben,  wenn  r  und  0  als  Unbekannte  angesehen  werden, 

5)  aJ»+3/^  =  r3,     r  =  Vx^  +  y^ 

e)  M.  —  tmOj      ti  =  arctan^±kni, 

^  X  X 
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worin  k  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet  Man  nennt 
hierr  den  Modulus  der  complexen  Zahl  x  +  *y  ^^^  nimmt  ihn 
stets  im  absoluten  Sinne;  das  Quadrat  des  Modulus,  also  den  Aus» 
druck  x^  4"  y*»  nennt  man  die  Norm,  ö  das  Argument  oder  die 
Amplitude. 

Nach  dieser  Umwandlung  von  a?  -|-  ty  in  r(cosO  +  isinS) 
ist  es  nicht  mehr  nöthig,  complexe  Zahlen  der  ersten  Form  zu  be* 
trachten. 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r{co8d  -^-ismff)  .  ri(cosöi  +  isin6\) 
=  rri  [cosd  eosdi  — ««»fl  sindi  +  i(stnO  casOi  -\-  cosO  smfli)] 
=  rri  [cos(d  +  Ol)  +  ««m(fl  +  ö,)], 
der  neue  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli,  das 
aeue  Argument  die  Summe  der  gegebenen  Argumente. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Regel  gelangt  man  zu  der 
allgemeineren  Formel 

7)     ri(cos Ol  +  isinOi) .r^icos Ot  +  isinOi)» . .rmicosOm  -\-*sinOm) 

=  rir,...r,„[cos(öi  +  Ö,  +-..  +  Ö«)  +tsm(0i  +  ö^  +  •••  +  Ö«)]. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division.    Multiplicirt  man 

nämlich  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 

r(cosO  +  isinO) 

riiposOi  -f-  isintii) 

mit  — (cos  Ol  — isinOi)^  so  wird  der  Nenner  =  1  und  folglich  ist 

der  gesuchte  Quotient 

—  (cosO  +  isinff)  (eosOi  —  isinOi) 
^1 

=  --  IcosO  cosOi  +  s«nö  sinOi  +  i(8inO  cosOi  —  cosO  sinOi) 
^1 
oder  zusammen  * 

-.  r(cosO  +  isinGf)         r   ,     ,^     ij  n  i   .  .  //i      nsi 

ri(cosdi  +  tstnOi)        ri        ^         ^  ^         ^^ 

Potenzirung  und  Radicirung.  So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiven m  unter  z^^  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producte 
^1^2  *  .  •  «m  für  gleiche  e  entsteht,  so  möge  \r{cosO  4"  tsinö)]"* 
Dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
alle  r  und  0  gleich  sind;  man  hat  dann  die  Formel 
9)  \r{cosO  +  tfifnö)]*»  =  r^icosmO  +  isinmO), 

welche  den  Namen  des  Moivr ersehen  Satzes  fuhrt. 
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m 

Unter  xr"   verstehen  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei  complexen  e 
diejenige.  Zahl,  deren  nte  Potenz  gleich  0^  ist;  setzen  wir  daher 

m 

10)  [r(cosd  4"  «sinÖ)]"  =  Q(cosfi  +  isinri), 

wo  Q  und  1}  nicht  bekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

[r(eosO  +  istnö)]"*  =  [Q(cosri  -f-  isinfi)^  . 
sein.     Bei  ganzen  positiven  m  und  n  giebt  dies,  dem  Moivre'schen 
Satze  zufolge, 

r^(cosind  +  isinmff)  =  Q^(co8nfi  +  isinnrf) 
und  durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theile, 
Q^cosnri  =  r^cosmO  ,     Q^sinnri  =  r^sinmO. 
Hieraus  erhält  man  zunächst 


wobei  Q  und  r  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  sind.  Durch  Substi- 
tution dieses  Werthes  von  q  gehen  ferner  die  vorigen  Gleichungen 
in  die  folgenden  über 

cosnrj  =  cosmd  ,,    sinnri  =  sinmO, 
welche  nur  dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  die  Differenz 
zwischen  nri  und  mO  ein  gerades  Vielfaches  von  n  beträgt.     Wir 
haben  daher,  wenn  Je  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl 
bezeichnet, 

fl    I    «7          j                 w0  -f  2k7t 
ni?  =  md  +  2««    oder    i^  = , 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  q  und  ij  in  Nro.  10) 

11)    [r(cosO  +  t8tn6)y  =r*]cos ■ \-t8tn {• 

Da  k  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  —  00  bis  -|-  00  durch- 
laufen kann,  so  scheint  diq  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
unendlich  viel  verschiedene  Werthe  zu  haben,  doch  ist  dies  nicht  der 
Fall.  Giebt  man  nämlich  dem  k  das  eine  Mal  den  individuellen 
Werth  h,  das  andere  Mal  den  Werth  n  -)-  ^»   so  ändert  sich    der 

Bogen  um  2«  und  hat  dann  wieder  denselben  Cosinus 

n 

und  Sinus  wie  vorher;  bei  positiven  k  braucht  man  also  nur  k  =  0, 

1 ,  2 ,  .  .  .  (n  —  1)  zu  nehmen.     Femer  bleibt  die  rechte  Seite  der 

obigen  Gleichung  dieselbe  für  fc  =  —  h  und  f ür  Ä  =  n  —  h.     Die 

negativen  k  liefern  also  keine  neuen  Wei*the.    Demnach  hat  der  Aus- 
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m 

druck  [r{co8d  -f-  isind)}*  nur  n  von  einander  verschiedene  Werihe, 
welche  aus  Nro.  11)  für  *  =  0,  1 ,  2,  ...  (n—  1)  hervorgehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  Ä;  gleich  einem  Viel- 
fachen von  m,  etwa  Je  =z  hm^  und  lässt  in  der  neuen  Gleichung 

[r{cosO  +  istnB)]  "  =  r  "  J  cos—^—^ +  tstn-^ \ 

mund  n  gleichzeitig  in*8  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,  dass  — 

sich  einer  irrationalen  Zahl  fi  nähert,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 

Gleichung 

12)  [r(ca8d+i8inff)']f'  =  rf*{co$fi(d  +  2Ä3r)  +  »stnf*(ö  +  2hn)}. 

Hier  ist  h  eine  willkuhrliche  ganze  Zahl,  und  die  rechte  Seite  hat 

unendlich  viele  verschiedene  Werthe. 

Wie  hei  Potenzen  mit  reeller  Yariahelen  j?,  so  verstehen  wir 
auch  bei  einem  complexen  js  unter  0~p  den«  reciproken  Werth  von 
e^\  hiemach  ist  z.  B.^für  ganze  positive  m 

[r(cosÖ  +  isinÖ)]-"»  =  jr-z — ^  ,    .  .  ^.-    =  --7 ^  ,   .  . — tt 

■^  ^        '  ^^  [r(co8ä  +  tstnSf)y^       r^(co8mO -{-tstnmü) 

=  r~^(co8mO  —  isinmO) 

und  ähnlich  in  jedem  anderen  Falle. 


§.54. 
Anwendungen  der  vorigen  Sät2se. 

L  Dem  Moivre'schen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 
cosmO  =:  {cosO  +  isinff)^; 
die  rechte  Seite  ist,  m  als  ganz  und  positiv  vorausgesetzt,  ein  Pro- 
dact  aus'  m  gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  binomische 
Satz  benutzt  werden  kann,  weil  die  Multiplication  bei  reellen  und 
bei  imaginären  Factoren  auf  völlig  gleiche  Weise  geschieht.  Nach 
beiderseitiger  Yergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile 
gelangt  man  zu  folgenden  brauchbaren  goniometrischen  Formeln 

1)  cosmO  =  (m\cos^O  —  {m\cos'^'''^Osin^O 

+  (w)4Cos"»"~*ösin^Ö  —  '  •  •  • 

2)  sinmO  =  (fw)i  cos *»"-*ö  sinO  —  (m)sCO8'^'^^0  sin^O 

+  (jn)^€O8^^^0  sin^d  —  •  .  .  • 
oder 
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4)    ^^^  =  (m),tand  —  (m%tun^e  +  {m^tan^d 

IL    Die  Auflösung  der  Gleichung  a;»  =  +  1.     Aus  der 

vorstehenden  Gleichung  folgt  a?  =  (+ 1)" ;    die    gesuchten  Werthe 

von  X  können  folglich  nach  Nro.  11)  berechnet  werden,  wenn  man 

r=  1,  Ö  =  0,  w  =  1,  Ä  =  0,  1, (w—  1)  setzt,  und  sie  sind 

in  der  allgemeinen  Form 

21cn     ,    .  .     2fcjr . 

X  =  cos h  tstn 

n  n 

enthalten.     Man  kann  hierbei  gerade  und  ungerade  n  unterscheiden; 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Reihe  nach 

*  =  0.1,2, ^-1, 

|,«-l,«-2. ^  +  1, 

im  zweiten  Falle 

«—1 
Ä  =  0,  1,2, — g— , 

»  — l.n  — 2, — I 

Für  ein  gerades  n  sind  hiemach  die  Werthe  von«     ■ 

+  1.  -1 

2%            .2«                          2«  .   .     2ä 

cos j^iain—-,  cos— tsm—-, 

4«              ,    -4^                           43r  .    .      4ä 

COS u  tstn ,  cos tsfin  ——  , 

fiar                 6ä                        6ä         .  .  ^  6« 
c^ 1-  ism cos tsm  -^  , 


n  n  w  w 

dagegen  für  ein  ungerades  n: 
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+  1. 

2yc    ,    ,  ,     2x  2x         .  .     2^ 

cos 1-  tstn ,  cos tstn , 

n      '  n  n  n 


4«     ,    .   .     4ä 

cos 1-  tstn > 

n      '             n 

4«         . .     4« 

cos tstn , 

n                   n 

cos   ^     +^s^n    ^    , 

69r        .  .    ex 

cos tstn , 

n                  n 

n                          n 

COS 

So  hat  z.  B.  die  Gleichung 

folgende  6  Wurzehi 

+ 

1 

+  1» 

-1. 

1+'^. 

*        *     2     ' 

-!  +  ••?. 

,     .VI 

i        *     2    • 

HL  Die  Auflösung  der  Gleichung  x*  =  —  1.  Für  r  =  l, 
6  =  9r,  m  =  1  erhält  man  aus  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 
Wurzeln 

,  _  ...  (^fe+l)«    ,     .^  (2ft  +  1)*  . 

X  =  cos f-  t  stn ; 

n  n 

bei  geraden  n  hat  demnach  x  folgende  Werthe: 

Ä      ,     .   .      «  X  ,   ,      X         . 

cos  —   +  tstn  —  ,  cos  —   —  tstn  —  , 

n  n  n  n 

Sx    ,    .  .     3x  Bx         ,  .     3x 

cos \-  t  stn ,  cos t  stn , 

n  n  n  n 

6x    ,    .  .     6x  hx         .  .     5« 

cos H  tstn ,  cos tstn , 

n  n  n  n 


(n—l)x    ,    .  .    (n— l)flr           (n— 1)ä        .  .    (n— 1)ä 
^ 1-  tstn  ^ ^—  ,   cos  ^ tstn  ^ ^  , 


cos 

n 


dagegen  bei  ungeraden  n: 

Schlömllch,  Atialysifl  I.  17 
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€08  —   +  tstn  —  1  cos  — tsin  —  « 

n  n  n  n 

cos \' tstn ,  cos tstn 


n                   n  n                   n 

5«    ,    .   .     5«  Ö«         .  .     5ä 

h  t stn ,  cos tstn  — 

n                   n  n                  n 


(w— 2)«    ,    .  .    (n  — 2)«  (n— 2)«        .  .    (n— 2)« 

cos- ' — \-tstn' —j    cos^ tstn^ —* 

n         '  »   '  n  n 


§.55. 
Die  Exponentialgrössen  mit  oomplexen  Variabelexu 

Unter  der  Zahl  e  wurde  der  Grenzwerth  des  Ausdrucks  f  1  -| j 

für  unendlich  wachsende  o  verstanden;  demgemäss  ist 

e' =  Lim  [(l  +  ^yi 
oder,  wenn  (oe  =  m,  mithin  —  =  —  gesetzt  wird, 

e'  =  Lim  Kl 4-  — J   1  »  (für  m  =  oo). 

Diese  Gleichung  hat  den  Sinn,  dass  die  Exponentialgrösse  als 
Grenzwerth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werden  kann ;  sie  eignet 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  Exponentialgrösse, 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchungen  für  jeden  Fall  die  Be- 
deutung der  Potenz  kennt  Wir  definiren  demnach  e'+'i'  durch  die 
Gleichung 

1)  e'+'i-  =  Lim  [(l  +  ^^)'"]  .  (fiir  «.  =  a,) 

und  setzen  der  Einfachheit  wegen  m  als  ganze  und  positive  Zahl 
voraus. 

Um  den  angedeuteten  Grenzenühergang  auszuführen,  bringen 
wir  zunächst  die  Basis  der  Potenz  auf  die  Normalform,  nämlich 

2)  1  +^^-^^^  =  r(cose  +  isinJ), 
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worans  rieh  ergiebt 

m 

setzen  wir  ferner 

arctan =  Ä", 

m 

Bo  folgt  ans  der,  für  tanO  angegebenen  Gleichung 

wo  h  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet.     Die  Glei- 
chung 2)  lautet  jetzt 

för  Ä  =  0  und  y  =  0  wird  r  =  1 ,  ö*  =  0 ,  mithin 

1  =  caskx  4"  isinhic  =  coslcn^ 
voraus  hervorgeht,   dass  h  eine  gerade  Zahl  sein  muss.     Man  hat 
desswegen  einfacher 

fft 

und  nach  dem  Moi  vre 'sehen  Satze 
3)  e'+'y  =  JKi»  {r'»(casmd  +  isinmff)}  • 

Darin  ist 

ond,  wenn 

m  m^  fi 

gesetzt  wird,  so  stellt  sich  r"»  unter  folgende  Form : 

/n  — •  — 


=0+?/"=[('+?)'']' 


g»+y» 


Bei  unendlich  wacluenden  m  conrergirt  —  gegen  die  Null,  mit 

fr 

17* 
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hin  wird  [i  unendlich  gross,  und  die  torstehende  Gleichung  zeigt 

dann,  dass  r"*  den  Ausdruck  e'  zur  Grenze  hat. 

Was  femer  md'  anbelangt,  so  ist  identisch 

d'  cosd'  y 

m^  =  - — ^  •  mtan^  =  • 


iand"  sind"         -i   i  ^    * 

&  ■'"  m 

bei  unendlich  wachsenden  m  convergh-t  d"  gegen  die  Null, 

gegen  die  Einheit,  folglich  md'  gegen  den  Werth  y.     Nach  diesen 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  Gleichung  3)  zu 

4)  c*+  'y  =  e'^icosy  +  isiny). 

Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  etwas  allgemeinere 
Exponentialgrösse  a'  anwendbar.     Bei  reellen  e  ist 

«'  =  ^"•  =  ^•-[0 +—)"]. 

und  wenn  man    diese  Gleichung  als  Definition  für  den  Fall   g  = 
X  -\-  iy  beibehält,  so  findet  man  ohne  Mühe 

5)  a*+*>  =  a'\cos{ifla)  +  isiniyla)]. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Fundamentaleigenschaft  der  Expo- 
nentialgrösse, nämlich  die  Gleichung  a'  .  a?  =  a'  +  f,  auch  bei  coni- 
plexen  z  und  S  richtig  bleibt,  multipliciren  wir  die  Gleichung  5)  mit 

a^^rin  :=z  a^[cos{rild)'\-isin{rilaj\ 
und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

r{co$Q  -{•i8in6).ri{cosOi  +  ismöi)=rri[cos(ö  +  öi)  4-«s»»(fl  +  0i)]; 
das  Resultat  ist 

und  es  erhellt  hieraus,  dass  jene  Eigenschaft  in  der  That  für  com- 
plexe  Exponenten  gilt.  •  Alle  übrigen  Eigenschaften  der  Exponen- 
tialgrösse, wie  z.  B.  («')*  =  a*',  sind  Folgerungen  der  erwähnten 
Eigenschaft  und  bleiben  daher  gleichfalls  ungestört. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theoreme  ist  folgende. 
In  Formel  4)  setzen  wir  a;  =  0,  das  eine  Mal  y  =  w,  das  andere 
Mal  ^  =  —  u,  und  haben  dann 

e«**  =  C03U  -\-  isinu  ,    e"'*  =  coau  —  isinu^ 
n^ithin  durch  Addition  und  Subtraction 

6)  2C08U  =  ef*  +  c-'*,     2isinu  =  e'»  —  c"'». 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  beiderseits  auf 
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die  mte  Potenz  erhebt  und  rechter  Hand  den  binomischen  Satz  für 
l^anze  positive  m  anwendet» 

7)  2*»  cos^u 

=  (w)oc'»»«  +  (m)ie«<«-2)«  _|_  (wOie'<«-*>«  + . 

8)  2^i^sin^u 

=  (»»)oc""''  —  (w)i  c'^'»-2)»  ^  (m)iC'^~-*>"  — 

Hier  kann  man  jede  ExponentialgrÖBse  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
umsetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
Seiten  vergleichen.     Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

2^cos^u 
=  (m)QC0smU'\'(m)iC0$(m'—2)u-{'(m)iC08(m — 4)w  -{-.... 

Nicht  überflüssig  ist  es,  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  unge- 
raden m  zu  unterscheiden.  Bei  geraden  m  giebt  es  einen  mittelsten 
Binomialcoefflcienten  (ni)i      und   jeder    andere   Coefficient    kommt 

zweimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Coefficienten  ver- 
sehenen Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  zu  folgender  Gleichung  führt: 

9)  2*»-icöS'»w 

=  (m)o  cosmu  -f-  (w)i  co${m — 2)  u  +  (w)^  cos(m — 4)  «*+•••• 
•  •  •  +  (w)i         cos2u  +  i(m)i    . 

|*n — 1  l» 

Dagegen  ergiebt  sich  für  ungerade,  m: 

10)  2"»~*cos"»w 

=  (w)o  cosmu  -\-  (m)i  eos(m — 2)  w  +  (m)j,  cos{m — 4)  w  -{-  •  •  • 
•  ••-!-  (m).  cos3u  +  (w)i  cosu. 

Die  Gleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
zwar  findet  man  bei  geraden  m: 

11)  (—1)*    2'^-^$in'^u 

=  (m)o  cosmu  —  (w)i  cos(m^2)u  +  {m)^  cos(m  — 4)  w  —  .  .  . . 

...  +  (-.I)^""\m),        cös2t.  +  (~l)^"l(m),    , 
dagegen  bei  ungeraden  m: 

12)  (~l.)«^'"~^^2'»-isin'»w 

=  (m)o  mmw  —  (m)i  afw(m— 2) u  -|-  (m)^  s«n(tw— 4)  t«  — 


'J(m-») 
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Die  hier  entwickelten  vier  Gleichungen  bilden  gewissermaassen 
die  Umkehrungen  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  in  §.  54. 

§.  66. 

Die  Logarithmen  complexer  Zahlen« 

Unter  dem  allgemeinen  Logarithmus  einer  Zahl  (  ver- 
stehen wir  jede  reelle  oder  complexe  Grösse  ^,  welcher  die  Eigen- 
schaft e*  =  t  zukommt.  Bezeichnen  wir  diesen  allgemeinen  Loga- 
rithmus Yon  S  mit  L  S  und  setzen 

1)  i  (1  +  iv)  =  ^  +  iy. 

wo  X  und  p  vorläufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

oder 

c*  (cosy  4"  isiny)  =  |  -|-  «ij 

sein.     Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  e*  cosp  =  ^,        e'siny  =  tj 

liefern  erstens 


3)  e'  =  Vi^  +  ri^,  x  =  ll(x^  +  y^\ 

und  zwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne,  weil 
e*  bei  reellen  x  nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichungen  2)  werden 
durch  Substitution  des  Betrages  von  e*  zu  den  folgenden 

4)  cosy  =  -7,  ,  $iny  =  -7=  ^ 

6)  tony  =  -j- ,  y  =  ar<ia/n  -y  +  m  «, 

wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  näher  be- 
stimmen lässt,  weun  man  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  nega- 
tiven I  unterscheidet.  Für  ly  =  0  wird  nämlich  y  =  +  m «  und 
nach  Nro.  4)  cosy  =  -f"  1  oder  cosy  ==  —  1,  je  nachdem  f  positiv 
oder  negativ  ist;  hieraus  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m  eine 
gerade,  im  zweiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  muss.  Bezeichnet 
Ic  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  vermöge  der  Werthe 
von  X  und  y  folgende  Formeln:  f&r  ein  positives  |: 

6)         i  (S  +  in)  =  |l  (P  +  n*)  +  <  \arctan^  ±  2tir], 
dagegen  für  ein  negatives  {: 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Cap.  Vin.  §.  56.   Die  Logarithmen  complexer  Zahlen.    263 

7)  L  (l  +  fi?)  =  \l  (f«  +  iy«)  + 1  [arcfan|-  ±  (2*4-1)^]- 

In  dem  sehr  einfachen  Falle  |  =  +  1  and  17  =  0  erhält  man 
hieraus 

8)  X  (-f  1)  =  +  2 »Äf,         i  (—  1)  =  ±  (2*  +  1)««. 
mithin  kann  bei  positiven  £ 

9)  £  «  +  in)  =  \l  (I*  +  n")  +  i<^r€lan  J  +£  (+ 1),^ 
nnd  bei  negativen 

10)  L  (I  +  «1?)  =  IKS'  +  ^^)  +  <«»*^flw  I  +  £  (-1) 

gesetzt  werden.  Die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
&brigens  nicht  überraschen,  wenn  man  sich  erinnert,  daM 

n  =  Lim  [n  (]/^—  l)],        (für  n  =  od) 

ist  und  dass  p^  t,  den  Untersuchungen  des  §.  54  zufolge,  n  verschie- 
dene  Werthe  besitzt. 
Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  bekanntlich  die  Haupteigenschaft  der  Logarithmen 

jene  Relation  besteht,  wie  in  §.  55  gezeigt  wurde,  auch  bei  oom- 
plexen  0i  und  02,  mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  bei 
complexen  ti  und  ^2*  ^itol^  Anwendung  des  Satzes  besteht  darin, 
dass  man  die  Werthe  von  X(|  +  irj)  und  £(J  — »1?)  nach  Formel  7) 
oder  nach  Formel  8)  entwickelt  und  die  beiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen von  einander  abzieht;  man  findet  so 

11)  L  (|-^4^)  =  2ilarctan^  +  2Ä3rj, 
wo  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 


§.67. 

Die  goniometrisohen  und  oyolometrischen  Functionen  mit 
complexen  Variabelen. 

L    Die  in  §.  55  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 
cosu  = ^ ,  stnu=z ^, 
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wollen  wir  als  die  allgemeinen  analytisclien  Definitionen  von  cosu 
und  sinu  beibehalten;  es  ist  dann 

cos(tv)  = J = , 

stn(tv)  = ^. =  t- 


2i  2        ' 

und  überhaupt  bei  complexen  u  =  x  +  iy 


sin  (x  +  iy)  = 


2  2  ' 


2i  2i 

oder,  wenn  man  e+'*  sowie  e"~**  durch  cosa?  und  sma5  ausdrückt, 

1)  cos(x-\-ty)  = cosa?  —  t sinx^ 

2)  sm(a;+»y)  =  — -^ ^«wa?  +  % cosx. 

Vermöge    der   Werthe  von    C08(iy)  und   sin(iy)    kann  man  dafür 
schreiben 

cos(x-\-iy)  =  cp$xco8(iy)  —  sinxsin(iy)^ 
sin (x  -{-  iy)  =  siJix  cos(iy)  -{-  cosx  sin(iy) , 
woraus    hervorgeht,  dass   die    bekannten  Formeln   für   co$(a  -|-  ß) 
und  sin  (a  -{-  ß)  auch  bei  imaginären  ß  richtig  bleiben.     Die   Glei- 
chungen 1)  und  2)  liefern  ferner 

co$^(X'\-iy)  +  sin^(x-^iy) 

= 1-2— ;  -  i-2— ; = ^^ 

die  Relation  cos'^  s  -\-  sm^  ;ef  =  1  besteht  daher  auch  bei  complexen  ß. 

Für  die  übrigen  goniometrischen  Functionen  behalten  wir  die 
gewöhnlichen  Definitionen 

1  ^  sin  e 

secg  == ,     tanz  = u-  s.  w. 

cose  cose 

unge&ndert  bei.     Hiemach  ist  z.  B* 

ton(a?  +  iy)  =  f"'  +  "~'^^^'^^  +  ^^^'-"""'^"^^^ 

oder,  wenn  man  den  Nenner  durch  Multiplication  mit 
{e9  -\-e'-y)cosx  +  i{ef-^e''y)8inx 
reell  macht, 
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Auf  gleiclie  Weise  lassen  sieb  alle  übrigen  goniometrischen  Func- 
tionen des  complexen  Bogens  x  +  ip  auf  die  Form  g>(x,y)  +  i^(x,y) 
bringen. 

Die  beiden,  in  den  vorigen  Formeln  öfter  vorkommenden  Func- 
tionen 

^  +  e-1^      ^  ev  --  erv 

und  -T 

2  2 

nennt  man  nicht  selten  den  hyperbolischen  Cosinus  und  den 
hyperbolischen  Sinus;  man  bezeichnet  sie  entweder  mit  So^.v 
und  ©in^  oder  zweckmässiger  mit  cshpy  und  snli^y.  Dieselben  be- 
sitzen u.  A.  die  Eigenschaften 

cshp^y  —  snhp^y  =  1,    snhp2y  =  2snÄjpycsÄpy, 

Teiche  gewissen  goniometrischen  Formeln  analog  sind. 
Nach  dieser  Bezeichnung  hat  man  folgende  Relationen 
C08(x  4"  iy)  =  C08X  cshpy  —  isinx  snhpy, 
sin{x  +  iy)  =  swa:  cshpy  +  icosx  snhpy^ 

ianix  +  %y)  = r — rV^, 

^  ^'         cos2x  +  cshp2y 

^,      ...  sm2x  —  isnhp2y 

cc;h    T'y^'  C082x  —  cshp2y 

n.  a.  Unter  dem  Symbole  -4rcsm^  verstehen  wir  im  Folgenden 
jede  reelle  oder  complexe  Grösse  xr,  welcher  die  Eigenschaft  sins  =  ^ 
zukommt.  Hiemach  gilt  für  ein  reelles  |,  dessen  absoluter  Werth 
die  Einheit  nicht  übersteigt,  die  Formel 

4)  Ärcsin^  =  mn  +  arcsin^,    (|*  ^  1); 

dabei  ist  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  es 
entspricht  das  obere  Vorzeichen  einem  geraden,  das  untere  einem 
ungeraden  «n. 

Setzt  man  allgemeiner 

5)  Aresin  (^  +  iri)  =  x  •{•  iy, 

wo  X  und  y  vorläufig  unbekannt  sind,  so  folgt  umgekehrt 

Bin  {x  +  iy)  =  {  +  iij, 
d.  i.  nach  Nro.  2) 

stnx  +  t T cosx  =  I  -f  f ij, 

A  2 
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mithin  dienen  zur  Bestimmung  von  x  und  y  die  beiden  Gleichungen 

nnx  =  I,  ^ cosx  =  ij, 

die  sich  folgendermaassen  auflösen  lassen. 
Man  erhält  zunächst 


(^-t^'  +  »*»**  =  1  +  «*  +  '»*• 

sinrx  =  2| 


und  wenn  hierzu  die  Gleichung 

^-        2 

erst  addirt,  dann  subtrahirt  wird,  so  entsteht  linker  Hand  jedesmal 
ein  vollständiges  Quadrat,  woraus  folgt 

-^ +  sinx  =  1/(1  +  1)2  +  n\ 


6) 


^X ^,nx  =  1/(1  ^  g)2  +  n\ 


Die  Wurzelwerthe  müssen  hier  im  absoluten  Sinne  genommen  wer- 
den, weil  bei  reellen  y  und  x 

\(ei  +  e-»')  >  1,    ünx  <  1 
mithin  jeder  links  stehende  Ausdruck  ^sitiy  ist.    Die  Gleichongen  6) 
führen  nun  zur  Kenntniss  von  x  und  y\  setzt  man  nämlich  zur  Ab- 
kürzung 

7)  ö  =  ilV^T+lF+T*  +  V(i  -  D»  +  i?*K 

8)  ^^  =  i{V(i  +  D'  + 1»  - 1/(1  -  ö*  +  ^*}. 

so  folgt  erstens 

fAnx  =  r  mithin  x  =  -^rcsm  r, 
zweitens 

^^  "*",  ^"^  =  <J  mithin  y  =  K<'  +  V<J^  —  1). 

Wegen 

<,  _  ]/<j3_  1  = 


kann  man  den  Werth  von  y  auch  in  folgender  Form  schreiben 

y  =  ±  Z(<J  +  V<J«  -  1) 
und  hat  dann  y<J'  —  1  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen.  Bezeichnet 
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£  eine  reelle  positive  oder  negatiye  Einheit,   so  ist  vermöge  der 
Werthe  von  x  und  y 

Arcstn^i^  +  iv)  =  Aresinx  +  IbI  (<f  +  y<J»  —  1) 
oder  wenn  Arcsinx  durch  aresin t  ausgedrückt  wird, 


9)  Arcsin  (g  + 1 ij)  =  m«  +  (—  1)«  aresinx  +  iBl{6  +  V<J»  —  1). 
Um  zu  bestimmen,  in  welchen  Fällen  €  =  4"  ^  ^nd  in  wel* 

chen  €  =  —  1  zu  nehmen  ist,  setzen  wir  speciell  {  =  0  und  1}  als 
positiv  voraus ;  es  liegt  darin  keine  Beschränkung  des  ij,  weil  f  ( — ij) 
=  ( —  f)  1]  ist  und  daher  ein  etwaiges  negatives  Vorzeichen  des  i} 
auf  Rechnung  von  i  geschrieben  werden  kann.  Für  die  erwähnten 
Werthe  von  {  und  ij  ergiebt  sich  t  =  0,  <J  =  l/l-f^  mithin 

Aresin  (irf)  =  mit  +  isl(yi  +  i?»  +  fl)i 
ningekehrt  muss  also  die  Gleichung  bestehen 

10)  tri  =  sin  [mn  +  f«Z(yi  +  ij«  +  ij)]. 
Setzt  man  vorübergehend 

liVTTT'  +  1?)  =  i. 

woraus  folgt 


11)  ^  =  l/l  +  V^  4-  1?,    c-*  =  l/l  +  1?«  —  ij, 
80  erhält  man  aus  Nro.  10). 

irj  =  sm  (iwjr  -|-  i« A)  =  cosmn  .  sm  (i«A) 

=  (-  !)•»  «»<»(iA)  =  (-  1)«  si  '—^^ 

cL  ist  nach  Nro.  1 1) 

tij  =  ( —  1)«  eifj  mithin  «  =  ( —  1)"*. 
Zufolge  von  Nro.  9)  gilt  nun  die  definitive  Formel 

12)  Aresinii  +  »ij)  =  m  ä  +  (—  1)«  [aresinx  +  il{6  +  y<j»— l)), 
worin  n>  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Versteht  man  unter  aresin  (|  +  *Vl)  denjenigen  speciellen 
Werth  von  Aresin  ({  +  tij),  welcher  f ür  m  =  0  zum  Vorschein 
kommt,  so  ist 


13)  aresin  (J  +  iri)  =  aresinx  -\-  il(6  4-  y<J«  —  1), 
nnd  daraus  geht  hervor,  dass  die  Relation 

14)  Aresint  =  w«  -f-  (—  ly^aresint 
auch  für  complexe  f  gültig  bleibt. 

Als  specielle  Fälle  sind  die  folgenden  der  Erwähnung  werth. 
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Für  ij  =  0  und  |*  <  1  liefern  die  Formeln  7)  und  8) 

<5  =  L±±±iLlLi)  =  1,      ^  ^  1  +  I  ~  (1  -  I)  ^  g 
2  2 

mithin  wird  nach  Nro.  13)  arcsin^  =  aresin  |.     Dagegen  ist  für 

^  =  0  und  |2  >  1 

g+1  +(g-l)_          ^  _  g  +  1  -  (g  -  1)  ^  , 
<j  _ ^ _  fc     r  _ ^—  _  1 

mithin 


15)  arcst«!  =  \ic  +  »1(1  +  Vi*  -  1).    I«  >  1; 

dieses  Resultat  wird  nicht  überraschen,  wenn  man  beachtet,  dass 
einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinus  kein  reeller  Bogen  ent- 
sprechen kann. 

Für  1  =  0  ergiebt  sich 

16)  aresin (irj)  =  t?(l/l  -f-  ^*  +  fl)« 

b.  Bei  reellen,  das  Intervall  —  1  bis  -f-  1  nicht  überschreitenden 
I  bedeute  Arecos^  irgend  einen  Bogen,  welcher  |  zum  Cosinus  hat, 
dagegen  arecos^  den  kleinsten  (d.h.  den  zwischen  Onndsr  fallenden) 
jener  Bögen;  es  ist  dann 

17)  Ärccos^  =  2mjt  ±  arecos^,    (|«  ^  1), 

wobei  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet 
und  ebensowohl  das  obere-  als  das  untere  Vorzeichen  von  arcco  g 
gut. 

Es  sei  nun  allgemeiner 

18)  Äreeos(^  -j-  tij)  =  a?  +  ty, 
so  folgt  umgekehrt 

cosix  +  iy)  =  I  +  in 
d.  i.  nach  Formol  2)  und  durch  Vcrgleichung  d^r  reellen  und  ima- 
ginären Theile 

— i — eosx  =  I,  — ^ —  ^^^  =i=  —  1?. 

Mittelst  einer  ähnlichen  Rechnung  wie  im  vorigen  Absobuitte 
findet  man  hieraus 

^^±-^  +  cosx  =  V(l  +  D*  +  IJ», 

"  "^  "^  -  cos»  =  V(i  -  D«  +  n\ 
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eosx  =  z  mithin  x  =  Ärccost^ 

also  nach  Nro.  18)  wenn  gleichzeitig  Ärccos  t  durch  arccos  t  aus- 
gedrückt wird, 

19)  Arccos  (I  +  tri)  =  2mn  ±  arecost  +  isl(d  +  l/ö^  —  1). 
Zur  Bestimmung  von  s  dient  wieder  die  Specialisirung  |  =  0;  sie 

giebt 

Ärccos(iri)  =  2mn  +  J«  +  i6l(Yl  +  V*  +  fl) 
und  umgekehrt 

tri  =:  co8(2mx  +  ja  -|-  iaA)  =  If  sin(isk) 

=  +  6Sfw(tA)  =  +  «t1?. 

Hiernach  ist  6  =  —  X  oder  =  -|-  1  zu  nehmen,  je  nachdem  arccos  t 
in  Nro.  19)  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  hat;  die  allgemeine 
Formel  lautet  also 


20)  Arccosi^  +  iri)  =  2inx.±  {arccosv  —  il(ö  +  Yö^  —  1)} 
Definirt  man  arccos  {^  +  *^)  durch  die  Gleichung 

21)  arccos{^  +  tiy)  =  arccosx  —  il{6  +  ^0«  —  1), 
so  erhellt  augenblicklich,  dass  die  Relation 

22)  Arccqsl  =  2wjr  +  arccosg 

auch  für  complexe  f  gilt.  Ebenso  zeigt  die  Addition  der  Gleichungen 
13)  und  21),  dass  die  Gleichung 

23)  arcsinl  +  arecost  =  \7C 
allgemein  richtig  bleibt. 

c.  Dem  bisherigen  analog  bezeichne  Ardan^  irgend  einen 
Bogen,  dessen  Tangente  die  reelle  Zahl  |  ist,  es  besteht  dann  die 
Relation 

24)  Arctan^  =  mn  -\-  arctan^, 

worin  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 
Setzt  man  allgemeiner 

25)  Ardan  (J  +  tiy)  =  a?  -f  ip, 
80  ist  umgekehrt  mit  Beachtung  der  Formel  3) 

I  +  ti^  =  tan(x  +  ^y)  =    ^,,^  ^  .[^^  _^  ,-.,y 
oder  wenn  man  für  den  Augenblick  die  Abkürzungen 
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einfiilirt  nnd  beiderseits  die  reellen  sowie  die  imaginären  Theile 
yergleicht, 

.  sin2x       fc  V  

^^  ca32x  +  u~^'     cas2x  +  u~^' 

Snbtrahirt  man  die  Qnadratsnmme  dieser  Gleichungen  von  der  Ein- 
heit nnd  diyidirt  den  Rest  durch  2,  so  erhält  man  wegen  1  — 
«tn*  2x  =  cos^2x 

C082X  1  —  (g«  +  1?») 

€082X  +  u  2  ' 

der  Quotient  aus  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  26)  und  der  yor- 
stehenden  Gleichung  liefert 

und  daraus  folgt 

27)  x^lAreU^nj—^^-^-^y 

Addirt  man  die  Quadratsumme  der  Gleichungen  26)  zur  Ein- 
heit und  dividirt  die  Summe  durch  2,  so  erhalt  man  wegen  1  +  v* 
=  fi« 

ti  ^  1  +  1^  +  1?» 

cos2x  -\-  u  2 

In  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  26)  giebt  dies 
weiter 

^  +  t^      ^  1  +  f^  +  1?^    ,    ^ 
C082X  +  u  2  "*"  ^' 

u-v     ^  1  +  1^  +  1?^ 
co8  2x  +  u  2  '/' 

ferner  durch  Division 

!L±i  =  l!_±iL±_5)! 
«-»    i^'  +  d-i?)»' 

Znfolge  der  Bedeutungen  von  w  und  v  ist  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  einerlei  mit  e*'',  daher 


«  =  ijr|L+(L±j)!l. 


Nachdem  hiermit  die  Wertho  Ton  x  und  y  bestimmt  sind,  gilt  nach 
Nro.  25)  die  Formel 
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28)  Aretan  (|  +  iij)  =  \Äreta»  ^  _  J/^  ^»^ 

welche  aber  einer  weiteren  Discussion  bedarf,  weil  der  reelle  Theil 
rechter  Hand  eine  Unterbrechung  der  Continnität  erleidet,  sobald 
der  Nenner  1  —  ({*  +  V*)  »iw  dem  Positiven  durch  Null  ins 
Negative  übergeht. 

Ist  nun  erstens  |*  +  ij'  <  1,  bo  kann  man  schreiben 

29)  Ärctan  ({  +  iv) 

oder  für  I  +  f  1?  =  Qff^ 

Ardan  (gef^) 

«\  1  —  ^V  U  +  ^*  —  2Q9tn<oy 

mithin,  wenn  der  echt  gebrochene  Modulus  Q  bis  zur  Null  yer- 
mindert,  a  dagegen  nicht  ge&ndert  wird, 

Ärctan  0  =  \mx  d.  h.  ian\mn  =  0: 
hieraus  folgt,  dass  m  eine  gerade  Zahl  sein  muss. 
Im  Falle  i«  +  ij«  >  I  hat  man 

30)  Ardanii  +  tri) 

=  ,[m^  -  aräan  g,  ^  ^>  ,  ^  +  hl  [f,  +  (i  ^  ^),J 

oder 

Ardan  (q^^) 

./  '    2qco8(o\    .    ,., /l  +  pM-2^»tno\ 

=  i(m«  -  «rdan  ^^)  +  \tl  (i  4,  ^a  +  sgsmi.; 

und  specieller  fOr  ^  =  ao ,  fi)  =  0 

Ärctan  CO  =,  \mn  d.  h.  tan|fN9r  =  00 

wonach  m  eine  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Aus  den  Formeln  29)  und  30)  ergiebt  sich  nun,  wenn  in  der 
ersten  m  =  2 « ,  in  der  zweiten  m  =  2n  +  1  gesetzt  und  unter  n 
eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  verstanden  wird, 
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+  \arctan- — 

ri^  +  (1  +  ny 


2£ 
31)       Arctan  (J  +  in)  =  nx  +  \arctan  ^  _   ^ 


32)  Ardan  (|  +  tij)  =  «  «  +  1  ( «  —  arctan  ^t—, — | ) 

\  5*  +  ij*  —  V 

+  «»^  U«  +  (1  -  vn  ^  +*»>'• 

In  dem   speciellen  FaUe  n  =  0  schreiben   wir  arctan  statt 
Arctan  nnd  haben 

2| 

33)  arcto«  (|  +  iv)  =  \aräan  ^  _    . ^  ^ 

r|2  +  (i  +  ^)r, 

+  i*^  LP^Rr=r^d'    ^  +  ^'  <  ^' 

34)  ardan  (|  +  ti?)  =  jT»  —  ardan  — — 1— — \ 

^ '   U»  +  (1  -  ^)d'    ^  ^  ^  >  ^» 

der  Vergleich   mit   den   vorhergehenden  Formeln  zeigt,    dass  die 
Relation 

Ardan  ^  =  wä  +  ardant 

auch  bei  complexen  ^  richtig  bleibt. 

Für  1  =  0  ergeben  sich  die  besonderen  Formeln 

ardan(in)  =  Itl  (f~^)'  ^'  <  ^' 

ardaniin)  =  \^Jt  +  il  Q^tSj^^      ,«  ->  i. 

Auf  ähnliche  Weise  können  Arccot  (|  +  itj),  Arcsec(^  -|-  tij) 
und  Arccsc(^  +  •^)  entwickelt  werden,  doch  sind  diese  Functionen 
Yon  so  seltenem  Gebrauch,  dass  wir  ihre  Discossion  übergehen 
können. 


35) 
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§.  B8. 


Differentiation  complexer  Ausdrücke. 


Den  Torigen  Untersnchangen  zufolge  kann  eine  Function,  welche 
ausser  der  Yariabelen  e  noch  die  imaginäre  Einheit  %  enthält,  auf 
die  Normalform 

1)  /M=9W  +  i*W 

gebracht  werden,  dann  lässt  sich  aber  auch  eine  bündige  Erklärung 

über    den  Differentialquotienten  von  f(£fji)  geben.     Unter  /'(0ji) 

Tersteht  man  nämlich  den  Ausdruck  9>'(^)   -f-   t^'(^)   und  es  ist 

daher 

^  dz     ~     dz     '^       dz 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  Differentialquotienten 
der  einfachen  Functionen  complexer  Variabelen  aufsuchen. 

Die  Potenz.     Setzen  wir  nach  §.  53 
{x  4-  iyy  =  [r(cose  +  isind)^  —  rf^cosfid  +  irf^siniid. 


r  =  IAM^      ^  tand  =  A 

X 

80  erhalten  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 


es  ist  aber 

Schiamilch,  Analyaia.  L  JQ 
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80 y sinO 

8a?  ""  "~  Ä»  +  y2  —  r  ' 

—  =  -f  =  +  cos  ö, 

^«  Vx^  +  y^ 

mithin  nach  Substitution  dieser  Werthe  und  gehöriger  Zusammen- 
ziehung 

=  ftr/"-i[cos(ft  —  l)ö  +  tsiw(ft  —  1)Ö] 
d.h.. 

Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  findet  man 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  3)  und  4),  dass  die  Differentiation 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszuführen  ist,  als  wenn 
i  ein  reeller  Coefficient  wäre. 

Die  Exponentialgrösse.  Durch  Differentiation  der  Gleichung 

e»  ^=  e*  cosy  +  ic'siny 
erhält  man  augenblicklich 

ö)  *  -^ =  e^cosy  +  ie'siny  =  e*+*, 

8e*+^ 
6)  — —  =  —  e'siny  +  i^cosy  =  16*+^; 

wie  man  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  ungestört. 

Der  Logarithmus.     Die  Formeln  6)  und  7)  in  §.  56  können 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden 

X(|  +  ir})  =  IKS»  +  ^^  +  •  (arctan  -^  +  c), 

wo  C  eine  von  £  und  ij  unabhängige  Grösse  bezeichnet;  daher  ist 
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-x  dLi^-\-iri)  _       I       _  .      n      _  |-«i? 

_       1 

„>  dL(l±in)  _      V        ,  4—1—  —  iLzilL 

_.    1 


'i  +  ir,. 
Auch  hier  geschieht  die  Differentiation  ebenso,  als  wenn  i  reell  wäre. 

Die  trigonometrischen  Functionen.     Aus  der  Gleichung 
Sin(x-f-ty)  = stnx  -f-t cosx 


erhält  man 

9)  \ —  = r cosx  —  t stnx 

^  dx  2  2 

=  cos(x  +  it/), 

10)  V-J — -  = r stnx  +  t — i- cosx 

dy  2  '  2 

Für  die  übrigen  trigonometrischen  Functionen  ist  ebenso  leicht 
nachzuweisen,  dass  die  gewöhnlichen  Differentiationsregeln  ungeändert  ' 
bleiben. 

Die  cyclometrischen  Functionen.     Setzen  wir,  wie  in 
§.  67,  Nro.  4) 

Aresin  (|  +  tri)  =  o?  +  ty , 
wobei  zwischen  x  und  j^  die  Gleichungen 

ev-^e-y  .  ^       ey  —  e-y 

stnx-r^l, cosx  =  71 

stattfinden,  so  haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  { 
folgende  drei  Gleichungen 

d  Aresin  (^  +  iri)        dx    ,    .dy 

^^^  dl         -  81  +  '-äl • 

ev  +  e-y  dx    ,    ey-^e-y  .       dy 

—--cosx^  +  —^—stnx^  =  1, 

ey  —  e-y  .       dx    ,    ey  +  e-y  dy 
2— '^^^81   +  —2— '"'^81"  =  ^• 

18* 
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Ans  den  beiden  letzten  Gleichnngen  erhält  man 

8a? l(e9  -\- e'-'v)  cos X 

8|  ""  l^(e»  +  e-'v)co8xy  +  ß(ßy  — e-y)s«wa?p' 

dp l(e»  —  e~^)sinx ^ 

8^  ~  [^{ev  +  e'-»)cosxy  +  [|(ey  — c-y)stna;]2* 
substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  und  berücksich- 
tigt die  Relation 

j?  +  tg  ^        1 

p'  +  a^      P  —  H' 

80  gelangt  man  zu  der  Formel 
d  Aresin  {^-{-iri) 


8^  \{ey  -\-e-y)cosx  —  i\{ey  —  e^^) sin x 

—  1  „  1 

~  cos(x  +  iy)  ~  Yi^sin^(x  +  iy) 
oder 
12)  d Aresin  (^  +  irj)  _  1 

»S  Vl-a  +  ifi/ 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  sich 
dArcsinj^  +  irj)  _  ,  1 

''^  "         8^  -Vl-(l  +  i^)^' 

es  gilt  daher  die  gewöhnliche  Regel  zur  Differentiation  des  arctis 
Sinus  auch  bei  complexen  Variabelen.  Für  die  übrigen  cyclometri- 
sehen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Differentialquotienten  complexer  Aus- 
drücke erreicht  man  häufig  den  Vortheil,  verschiedene  Differential- 
quotienten  unter  einen  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  brin^ren. 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

darctan-^ —  =    o  i   oo  »^^ 

nicht  wesentlich  Ton  einander  verschieden;  setzt  man  nämlich  in  der 
ersten  iß  für  j3,  so  wird 

d.  i.  nach  Formel  11)  in  §.  56 
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idfardan-^—  +  2Ä3t  )  =  i    ,  .    ^.   -(?a?, 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  übereinkommt. 

Dasß  der  Gebrauch  complexer  Zahlen  auch  bei  der  Entwickelung 
höherer  Differentialquotienten  von  wesentlichem  Nutzen  sein  kann, 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 

<"     =J-r— ? l—\ 

a^  +  ß^x^         2i\ßx--ia        ßx  +  iaj 
erhält  man  durch  m- malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 
^^(        «        \_(-^l)->1.2...m^-(  1 1__| 

""  2i  *  (aa-|-|82a;2)m+i 

Um  die  imaginären  Ausdrücke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 
ßx  +  ia  =  r(cosÖ  +  isinö) 

r  =  y/32a?2^a2,        Ö  =  arcian-^', 

es  wird  dann 

(/Ja;  +  ta)"»+i  —  (/So;  — ta)«'+i 
_  r'^-k-'^\cos{:m-\- 1)0  +  tsm(m  +  1)Ö] 

—  r"»+^[cos(m4-  l)ö  —  fsiw(w+  1)0] 

=  2«>^+ism(m+l)0==2«X«*  +  i5^^^)"^^*"^*^«*^[(^+l) 

ml  (m  +  1)  arciaw  3—  I 


mithin 


1*)  ^'"(^jn}^)=<-i)'"i'2-3-*«^'" 


(a»  +  ^«»')'^'"-'" 


Aus  der  identischen  Gleichung 

^^        ^    1    /^       1  .    — i— ^ 

cc8  4./j2a;3        2i  \j8a?  — »«  ^  ßx  +  ia/ 

erhält  man  nach  derselben  Methode 


15)  i>»(^r^)=(-i)"'i-2.-3--/J'» 


cos\  (m  +  1)  arcian  -g-  j 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  a  =  j5  =  l,w  =  n—  1  und 
berücksichtigt,  dass 

2)"~M --T — -]  =  B^ardanx 
Vi  +  xV 

ist,  so  kommt  man  auf  dasselbe  Resultat  zurück,  welches  in  §.  14, 

Nro.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Verfahren  gefunden  wurde. 

§.  59. 
Fotenzenreihen  mit  imaginären  Variabelen. 
Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

1)  i^(^)  =  i«'  +  l^«  +  l^^  + 

2)  arctany  =  }3^  —  |y'  +  |y*  — 

-  l<a?<  +  1,      -  1  <y<  +  1. 
so  fällt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Beihe  mit  der  zweiten  identisch 
werden  würde,    wenn  man  ihr  den    Zeichenwechsel  zu  yerschaffen 
wüsste.     Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  x=z  iy\  die  linke 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 

wobei  1 1  als  eindeutig  =  0  vorausgesetzt  wird ;  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1)  geht  über  in 

i(ky-W  ^-h'- ), 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,   ist 
eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,  weil  die  Formel  1) 
nur  für  reelle  x  bewiesen  wurde.     Die  Gleichung  2)  zeigt  nun,   dass 
in  der  That  die  Gleichung  1)  für  a?  =  «2/  ihre  Gültigkeit  behält. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

X     ,     1    a?»         1  .  3  a?5 
1^23^2.45^  * 


—  1  <x^  +  1,       —  1  ^y^  +  1, 

deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann,  der  in  §.  47 
zur  Entwickelung  der  Reihe  für  aresin x  eingeschlagen  wurde;  auch 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  a;  =r  fj/  die  erste  Reihe  in  die 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  aresin  x  für  ima- 
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ginäre  of  richtig  bleibt,  wenn  deren  Modulus  die  Einheit  nicht  über^ 
schreitet. 

Behufs  einer  dritten  Anwendimg  gehen  wir  von  dem  leicht  be- 
weisbaren Satze  aus,  dass  ein  Product  von  der  Form 

(1  +  a,  x)  (1  -f  «2«)  (1  -f-  «8») f 

völlig  entwickelt,  zu  einer  Potenzenreihe 

l  +  Cix  +  C^x^  +  C^x^  + 

fuhrt,  worin 

Ci  =  «1  +  a,  +  «3  +  «4   H , 

C%  —  aiu^  +  «iffa  +  ai«4  H 

+  «a«3  4-  «a«4  H 

XL  8.  W. 

und  überhaupt  jeder  Coef&cient  nach  einem  bekannten  combinatori- 
schen  Gesetze  gebildet  ist.     Demzufolge  hat  man  z.  B. 

')     (•+ife)0+i^)('+Ä)-- 

=  1  +  CiX  +  C,x^  -\-  GsX*  + 

und  fttr  den  ersten  Coefficienten 

^         7C^\V   ^   22    ^   32   ^   43   ^        / 
und  nach  §•  50, 

Auch  die  übrigen  Coefficienten  sind  leicht  zu  bestimmen;  setzt 
man  nämlich  x  -=  —  e^  und  multiplicirt  beide  Seiten  der  Gleichung 
3)  mit  jer,  so  erhält  man 

=  5  —  Oiier»  +  Cjier»  —  Cstf^  + , 

und  hier  ist  die  linke  Seite  identisch  mit  sing  (§.  49  Formel  16), 
mithin  muss  die  rechte  Seite  mit  der  Sinusreihe  übereinstimmen, 
woraus  folgt 

^^TTITs'      ^  =  1.2. ..6*      ^  =  1.2...7 '*'**' 
Aas  Fofmel  3)  wird  jetzt 

('  +  lfe)('+lfe)0+3fe)-- 

X  x^  x^ 

^  1.2.3  ^  1.2.. .6  ^  1.2.. .7  ^ 
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und  zwar  gilt  dies  für  alle  reellen  x.    Setzt  man  a;  =  -^  y'  und 
multiplicirt  beiderseits  mit  y^  so  geht  die  Reihe  über  in 


1.2.3    '    1.2. ..5    '    1.2..,7    • 

—  füzifZ! 

~        2 

und  man  hat  daher  die  Gleichung 

welche  zeigt,  dass  das  unendliche  Product  für  sin  z  auch  in  dem  Falle  | 
richtig  bleibt,  wo  z  durch  die  imagin&re  Variabele  iy  ersetzt  wird. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen  ! 

4  4  4         .  I 

man  gelangt  nämlich  zu  der  Formel 

welche  beweist,  dass  dag  unendliche  Product  für  cose  auch  im  FaUe 
z  z=z  iy  richtig  bleibt. 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  nämlichen  Transfonna- 
tionen  anwendbar,  welche  in  §.  50  mit  den  unendlichen  Producten 
für  sinz  und  cosz  ausgeführt  wurden.  Nimmt  man  zuerst  die  Lo- 
garithmen und  differenzirt  nachher  in  Beziehung  auf  y^  so  erhalt  man 

6)  ""'''' 

_  J_    .  2y  ,  2y  2y 

«  "^  ri jr^»  -4- «» "'"  r2«i2  -1- «» "^  (?iix\i  -I-  «1  "•■  •  *  *' 


I 


7) 


8) 


») 


c»  -I-  e-* 

_      2y       ,       2y       I       2y       , 

(1,1)« +  y»  1-  (|är)*  +  y»  "^  (!«)»  + y»  "^ 


e»  —  e-* 

l 2y        ,        2y 2y 

y         (ljr)»  +  y»-|- (2«)»  +  y»       (3jr)»4.j,tT-  • 

2 

c'  +  c-» 
« 3ar  6» 

-(J«)»  +  y»         (|«)»  +  y.  +  ^„)«  +  yJ  ' 
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dieselben  Resultate  ergeben  sich  ans  den  Formeln  3),  4),  6)  und  7) 
des  §.  50  durch  Substitutition  von  e  =  iy. 

Verwandelt  man  ferner  die  soeben  gefundenen  Reihen  in  Poten- 
zenreihen, so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

10)  ^  'i^r^y 


11) 


y     '      1.2  ^        1.2. .4''     '    1.2. .6* 


12) 


e^  +  c-y 

2«(2«~-l)Bt      _  24(2^  ■■  1)^3   .  ,    2^(2«- 1)^5     .  _ 

1.2         ^  1.2. .4      ^  "^      1.2.. .6      ^ 

—  iÄ<y  <  +  J«, 

2 


e^  -—  tf-y 


2(21-^1)^  2(2»^  1)^3      _  2(25 -1)J 

1.2         ^  "^       1.2. .4      ^  1.2. ..6     ^  ^     ' 


13) 


—  Ä  <y  <  +  Ä, 

2 


e^  +  c- 


•y 


1.2^    ^  1.2. .4^  1.2. .6^    ^ 


—  |Ä<y  <  +  5^; 
darin  bedeuten  J?i,  £3,  P5  etc.  die  Bernoulli 'sehen  Zahlen,  r^,  r4, 
r«  etc.  die  Secantencoefficienten. 

Man  ersieht  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
mehtt  29),  30),  31)  und  24)  in  §.  50  auch  für  e  =  iy  richtig  bleiben, 
wenn  p  auf  dasselbe  Intervall  wie  e  beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
es  nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mac-Laurin  auf 
compleze  Yariabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
unter  denen  die  Gleichung 

=  /(0)  +^(x  +  iy)  +  4^(*  +  «y)»  +  •  •  •  • 

gültig  ist ;  diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen« 
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Die  Zerlegung   rationaler   algebraischer  Functionen   in 
Factoren  und  Partialbriiche. 

§.  60. 

Der  Fundamentalsatz  der  Lehre  von  den  algebraischen 
Gleichungen. 

Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt,  dass  Gleichungen  der 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  complexe  Wurzeln 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  daher 
die  Frage  nahe,  ob  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleich- 
falls stattfindet.  Die  Theorie  der  imaginären  Zahlen  macht  eine 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  möglich,  welcher  wir  nur  eine 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  c©,  Ci,  C21  •  •  •  c»  gegeben 
ist  und  die  Zahl  g  grösser  als  jeder  der  Quotienten 

Ck  +  l  gife  +  a      ^  ^  ^  ^      Cn 

Ck      '  Cit  +  i   '  C„-i 

gewählt  wird,  so  kann  man  aus  den  Ungleichungen 

.     g*  Ct  +  i  c„-i 

leicht  die  folgenden  ableiten 

diese  fuhren  noch  zu 

<  CkW*(qw  +  q^w^  + -|-  g"K?"), 
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worin  w  eine  beliebige  positive  Yariabele  bezeichnet.  Wählt  maii 
letztere  <;  _,  so  wird  gw  <  J  und 

q,v)  -f-  q^vß  +  •  •  •  +  g"«e^" 
<  i  +  0)*  +  ®'  +  •  •  •  •  in  inf., 
wobei  die  Summe  rechter  Hand  =  1  ist     Die  nunmehrige  Unglei- 
chung 

enthält  folgenden  Satz:  in  der  aus  positiven  Grössen  bestehenden 
Beihe 

Cfs  +  Ci«e^  +  C2<P'  + +  ^n«?* 

läset  sich  w  immer  so  klein  wählen,  dass  irgend  ein  Termc*w*mehr 
beträgt  als  die  Summe  aller  nachherigen  Glieder.  —  Sind  die  Glie- 
der theils  positiv  theils  negativ,  so  kann  man  sie  auf  ihre  absoluten 
Werthe  reduciren  und  dann  bleibt  die  Schlussweise  dieselbe.  Man 
ersieht  hieraus,  dass  bei  hinreichend  kleinen  v>  das  Vorzeichen  der 
Summe 

mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt. 
Wir  betrachten  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 

1)  f{^)  =  flo  +  öna?  +  «2^?*  +  •  •  •  +  «na?", 
welchen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  nten  Grades 
zu  nennen  pflegt.  Setzt  man  für  %  die  beliebige  complexe  Zahl 
u  -^  iv,  so  stellt  sich  f(x)  =  f(u  -\-iv)  unter  die  Form  Jf  +  iiV, 
wo  M  und  N  ganze  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Die 
Norm  von  M  +  iN^  d.  h.  der  Ausdruck  M^  +  N^y  kann,  wie  leicht 
zu  sehen  ist,  beliebig  gross  gemacht  werden,  wenn  man  u  oder  v 
oder  u  und  v  zugleich  in's  Unendliche  wachsen  lässt;  dagegen  kann 
M^  -\-  JV*  niemals  negativ  werden,  und  folglich  hat  dieser  Ausdmck 
ein  Minimum,  welches  entweder  =  0  oder  >  0  ist.  Welcher  von 
diesen  Fällen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  M^  4*  N^  selber  bezeich- 
net werden  soll  und  u  -}-  iv  der  complexe  Werth  von  x  sein  möge, 
für  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

Es  bedeute  q  eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
w  eine  beliebige  reelle  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  1)  x  =  u  -|-  iv 
4~  9^  gesetzt;  man  erhält  dann  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2)  /(u  +  iv+Qio)  =  F  +-  iQ, 

dessen  Norm  P^  -f~  Q^  ^<>t.  Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 
sen  von  qw  ordnen,  indem  man  «♦  -|-  tv  +  911?  als  ein  aus  u  -]-  iv 
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und  QUO  bestehendes  Binom  ansieht  und  dem  entsprechend  die  Poten- 
zen von  u  -{-  iv  -{-  Qw  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Gestalt 

f{u  +  iv  +  Qw)  =  M+iN'-\-  (Ml  +  iNi)QW  -f  •  •  •  . 

+(Mn-{-lNn)Q''W\ 

worin  M,  N  die  vorige  Bedeutung  haben ,  und  My^  Ni,  M2,  ^2» 
.  .  .  Mn,  Nn  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
Mk  und  Nt  die  ersten  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  FunctioneB 
bedeuten;  es  ist  dann 
3)  f(u  +  iv  +  QW) 

'     —  M+  {1^+  (Mjt  +  iJV*)  (»*w*  4. .. .  +  (JJf„  +  iNn)  9"w». 

Für  p,  welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wui^de,  lassen  sich 
vier  verschiedene  Wahlen  treffen,  nämlich 

2_  1.  1  i- 

Q  =  (+l)\         Q  =  (-l)\  Q=(+i)'.         C^  =  (-^)*, 

welchen  die  Werthe 

9*  =  +  1,        p*  =  —  1,         p*  =  -f  i,         p*  =  _  t 
entsprechen;  bezeichnet  demnach  e  eine  reelle  (positive  oder  nega- 
tive) Einheit,  so  kann  einerseits  q*  =  £,  mithin 
f(u+  iv  +  Qw) 

==  J!f  +  sMtW^  H +  iiN+  sJSTmW^  -\ ), 

andererseits  ^*  =  fi«,  folglich 

f(u  +  iv  +  Qw) 
=  M  —  BNkW^  _|-  .  . . .  -f  i{N-\-  sMtW*  +  •  •  •) 
gemacht  werden.      Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind  *für  die   ge- 
nannten Fälle 

F^  +  Q^  =  M^  +  N^  +  26(MMt  +  NNk)w^  H 

P2  ^   §2  =  j|f2  +  jy2  +  2B{NMt  —  MNk)W*  ^ , 

demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

i^  +  ö^  —  (-Äf *  +  ^^)  =  2B{MMit  +  NNk)w^  H 

als 

P2  4.  ^2  _  (jif2  ^  jy2)  =  2s{NMi  —  MNi)w^  -\ 

zu  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  w  hat  jede  der  Summen  recHter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied,  man  kann  daher  jene 
Summen  negativ  werden  lassen,  indem  man  dem  s  das  hierzu  erfor- 
derliche Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
VorauBsetzong,  dass  M^  +  N%  das  Minimum  der  Norm  also  P^  +-  ^« 
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^  (Jf '^  -\-  N^)  positiv  sein  boU  ,  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
dann  auf,  wenn  gleichzeitig 

MMi  +  NNt  =  0,  NMt  —  MNt  =  0 

isi     Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

nnd  da  mI  +  nI  nicht  =  0  ist,  so  muss  Jf«  +•  ^2  =  0,  d.  h. 
M=  0,  N  =  0,  mithin  auch  f(u  -f-  iv)  =  0  sein.  Demnach 
existirt  immer  wenigstens  ein  complexer  Werth  a;  =  u-|-tf;, 
für  welchen  die  ganze  Function /(x)  verschwindet. 

Bezeichnet  fi  einen  complezen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
^^/(fi)  =  0,  mithin 

f(x)  =fix)  -/(n) 

=  o,(a!-r,)  +  (h(x*-r^  H +  o.(x»  -r,»); 

jeder  auf  der  rechten  Seite  yorkommendeParentheseiiinhalt  lässt  sich 
darch  x  —  fi  ohne  Best  dividiren,  und  daher  hat  man  auch 

...  +  a,(«— 1+.  ...  +  rJ->)] 
=  («  —  fi)  [a,  4-  o»n  +  Oar/  +  . . .  +  o,rJ~* 
+  (%  4-  flan  H +  Oi.rJ"*)ir 

+ +  o-*— >] 

oder  unter  Benutzung  leicht  verständlicher  Abkürzungen 

fix)  =  iX''ri)(ho  +  hx  + +  5„_ia;»~0- 

Der    zweite  Factor    rechter  Hand   ist    eine    ganze  Function 
(» —  l)ten  Grades,  die  wir  mit/i(a;)  bezeichnen  wollen,  so  dass 
f(x)  =  (x-^r,)A(x). 
Von  der  Function  fi  (x)  gilt  nun  wieder  der  Satz ,  dass  sie  für 
einen    gewissen  Werth  x  =  r^    verschwinden  muss;   hieraus   folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

Mx)t=(x  —  r2)f2(xl 
wo  fi  (x)  eine  ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades  bedeutet.    Auf  die- 
sem Wege  fortgehend,  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung 

/n_,(ic)  =  (a?  — rO/«(») 

und  darin  ist  /„  (x)  vom  Grade  w  —  n  =  0,  d.  h.  eine  Constante  CL 

Durch  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhält  man 

f(x)  =  a„ir»  +  an^io?"-!  +  -  --  +  aiX  +  Oq 

=  C(a!--ri)  (o?  — fa)  ..  •  .  («  — r„), 
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worin  0  =  a„  sein  muss,  wie  man  u.  A.  auf  die  Weise  erkennt,  dass 
man  beide  Seiten  durch  x^  dividirt  und  nachher  x  in's  Unendliche 
wachsen  l&sst.     Die  Gleichung 

4)  f(x)  =  a„(a;-ri)  (x^r,)  .  .  .  (x-fn) 

zeigt,  dass  f(x)  jedesmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x  einen 
der  Werthe  fi,  r2,  .  .  .  r„  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jede 
algebraische  Gleichung  nten  Grades  [f(x)  =  0]  hat  n  Wur- 
zeln*). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  zur  nähe- 
rungsweisen Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  weil 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  ande- 
rerseits, weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  für 
algebraische. 

um  einen  reellen  Werth  von  x  zu  finden,  welcher  die  Gleichung 
f(x)z=zO 
beiriedigt,  suche  man  zunächst  zwei  Näherungswerthe  Xi  und  X2  der 
Art,  dass  die  Functionen /(oj), /'(rc), /" (05)  endlich  und  stetig  bleiben 
von  xzzixi  bis  x=i  rcg,  und  dass  /{x^)  und  /(aJa)  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben.  Denkt  man  sich  Xi  und  y^  =  f{Xi)  sowie  x^  und  ^2 
=  jf(^2)  *l8  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten der  Abscissenachse  liegender  Curvenpunkte  Pj  und  Pg,  wobei  OMi 
=  a?i,  MiPi  =  yj,  OM2  =  X2,  M2P2  =  ^2  8®^^  ™öge,  so  wird  die 
Curve,  deren  Gleichung  y  =  f{x)  ist,  die  Abscissenachse  zwischen  !Äfi 
und  Jlfa  in  einem  Punkte  M  schneiden,  dessen  Abscisse  OM  das  ge- 
suchte X  darstellt;  auch  existirt  nur  ein  solcher  Durchschnitt,  wenn 
die  Curve  von  P^  bis  P2  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwährend 
fällt,  d.h.  wenn  /'(a?)  innerhalb  des Intervalles  x  z=:  Xi  his  x  z=  ajg  sein 
Vorzeichen  behält.  Setzen  wir  noch  voraus,  dass  f(x)  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  gleichfalls  keinen  Zeichenwechsel  erleide,  so  sind 
hinsichtlich  des  Verlaufs  der  Curve  von  P^  bis  P2  nur  vier  Möglichkei- 
ten vorhanden :  die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  oder 
sie  fallt  mit  concaver  Krümmung,  oder  sie  fallt  convex  oder  steigt  con- 
cav.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  f'{x)  und  /"(ä)  gleiche  Vor- 
zeichen; wir  ziehen  dann  die  Sehne  P1P2,  welche  die  Abscissenachse 
im  Punkte  8  schneiden  möge,  legen  an  P2  die  Tangente  P2^a9  und 
haben  iü  beiden  Fällen 

OS  <  0M<  OT2 
d.  i. 

Im  dritten  und  vierten  Falle  sind  f'(x)  und  f"{x)  von  entgegenge- 
setzten Vorzeichen;  wir  legen  dann  an  P^  die  Tangente  Pi^i,  ziehen 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 

0^1  <  0M<  08 
d.  i. 
m  ^         /(^i)  ^  ^  ^  ^1/(^2)  -  a;2/(gi) 
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Wenn  die  Goefficienten  Oq,  ^i ,  .  .  .  o»  reell  sind  und  x  = 
tt  -f  iv  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  =  0  bedeutet, 
80  geüügt  dieser  Gleichung  auch  der  conjugirte  complexe  WertU 
Jf  =  tt  —  t>,  wie  man  aus  den  über  f(u  -{-iv-^  Qiv)  angestellten 
Betaachtungen  leicht  erkennen  wird;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paarweis  vor.  Ist  nun  z.  B.  fi  =  A  +  tfi  und  die 
coigugirte  Wurzel  r.2  =  X  —  f>,  so  können  die  beiden  complexen 
Factoren  x  —  Ti  und  x  —  r^  zusammengezogen  werden  und  liefern 
den  reellen  quadratischen  Factor 

(a;  — A  — t»  (aj  — A  +  t»  ==  (a;  —  A)2  +  (t*. 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  in  reelle 
Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Als  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f(x)  =  x^  —  1  dienen, 
wobei  die  Wurzeln  der  Gleichung  a?"  —  1  =  0  aus  §.54  bekannt 
sind.    Mau  erhält  für  gerade  n: 
5)  »•—  1 

=  (j;-l)  (x+l)(x^'-2xcos^+l)  (x^'-2xcos^  +  lJ 

/  -o      «          (n  — 2)jr'  ,     \ 
.-  -  {x^—2xco8^ ^  )  • 


en  für  ungerade  n: 

6)  a?»—  1 

=  (X—  1)  (x^—  2XC0S \-l)  (x^ -—2X008 |-lj  •  •  •  - 

^  o      «          («— l)3r  .     \ 
•  •  •  {x^-'2xcos  ^ —  +  iy 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  x*  -J-  1  ^=  0  gelangt  man  zu 
analogen  Resultaten;  es  ist  nämlich  für  gerade  n: 

7)  x^+  l 

=  (x^  —  2xC0S \-l)  Ix^ —  2X008 l^lj 


Wenn  demnach  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem  f'{x)  xindf'^{x)  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
oder  BJ^  neue  und  zwar  genauere  Näherungswerthe. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren- 
zen, zwischen  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng  ziehen. 
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und  für  ungerade  n: 

8)  a?»  -f  1 

=  (x  +  1)  (x^ -^2x008  -^+1)  (a?2  — 2«cös— +lj  •••• 

[X^ —  2X008 +^)  ' 

Diese  vier  Sätze  gestatten  eine  geometrische  Interpretation,  wenn 
man  einen  mit  dem  Eadius  =  1  beschriebenen  Kreis  in  2  9»  gleiche 
Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  mit  einem  festen  Punkte  verbin- 
det, welcher  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehenden 
Durchmesser  um  x  vom  Centrum  entfernt  liegt. 

§.  61. 
Die  Zerlegung  äoht  gebrochener  Functionen. 

Unter  einer  gebrochenen   rationalen    algebraischen  Function 

f(x) 
versteht  man  einen  Bruch  /  \  \  ,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze 

F(x) 

Functionen  sind;  sie  heisst  acht  gebrochen,  wenn  der  Nenner  von 
höherem  Grade  als  der  Zähler  ist,  im  Gegenfalle  nennt  man  sie 
unächt  gebrochen.  Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann  man 
mit  dem  Nenner  so  lange  in  den  Zähler  dividiren,  bis  ein  acht  ge- 
brochener Rest  zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  jede  unächt  gebro- 
chene Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  acht 
gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe  mehrerer  acht  gebrochenen  Functionen  ist  wieder 
eine  acht  gebrochene  Function,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  das 
Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  darstellt,  z.  6« 

3  2x     5a;^  — 2a;  +  3 

JUl  +  a;2— 1  —  (a;—  1)  (a?*  +- 1)  ' 

man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  um- 
gekehrt wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  acht  gebrochene 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Par- 
tialbrüche, zu  zerlegen.  Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir  uns 
vorerst  den  Nenner  F(x)  in  Factoren  zerlegt,  etwa 

and  nehmen  0=1,  worin  keine  wesentliche  Beschränkung  liegt, 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochenen 
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Function  durch  den  Coefficienten  der  höchsten  im  Nenner  vorkom« 
menden  Potenz  dividiren  kann.  Da  möglicherweise  mehrere  der 
Wurzeln  fi ,  r^,  .  .  .  r»  gleich  sein  können,  so  wollen  wir  annehmen, 
es  seien  vorhanden  a  Wurzeln  jede  =  a,  ß  Wurzehi  jede  =  &  u.s.w.; 
es  ist  dann 

1)  F(x)  =  (x  —  a)«  (x  —  h)ß  (x-'C)y  .  ..  (a;  — *)«, 

(^  +  ß  +  Y  -\ +  x  =  n 

und  die  Grössen  a,h,c,..>}c  sind  jetzt  sämmtlich  verschieden.  Der 
Zähler  der  gegebenen  Function  heisse  f(x) ;  sein  Grad  ist  •<  «• 

Für  den  Augenblick  sei 

2)  0  (x)  =  (x-  h)ß  (a;  —  c)y (a;  —  hy, 

mithin 

3)  F(ir)  =  (ic  — a)«  0(ic), 
ferner 

es  gilt  dann,  wie  durch  Substitution  der  Werthe  von  A  und  fi(x) 
sogleich  geprüft  werden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 

5^  /(^)  _       Ä  Aix) 


{x  —  df  Q^(x)       {x  —  df  ^  (aJ  —  a)«-^  <b{x)  ' 

and  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Bemerkungen.  Da  0{x) 
den  Factor  x  —  a  nicht  enthält,  so  ist  ^(a)  von  Null  verschieden, 
mithin  A  eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Femer  hat  man  zufolge 
des  Werthes  von  A 

X  —  a 

der  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  X  und  verschwindet  für  a;  =  a;  eben  dess wegen  lässt  sich 
diese  Function  ohne  Rest  durch  x  —  a  dividiren  und  folglich  ist 
der  Quotient,  d.  h. /i(a;)  eine  ganze  Function  von  x.  In  der  Glei- 
chung 5)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
acht  gebrochene  Function  in  zwei  acht  gebrochene  Functionen  zer- 
legt werden  kann,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie' 
dieUrfunction,  während  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  eine 
Einheit  niedriger  ist.  Indem  man  dasselbe  Theorem  wieder  auf  die 
zweite  Function  rechter  Hand  anwendet,  erhält  man 

SchlOmiloh  Aiudysis.  |9 
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m 

1    /_      „\«— 1  i" 


~  (x  —  a)«  ^  (x  —  a)«-i  ^  (x  —  a)«-^  0(x)  ' 

"^'  =  Ö(^  •         f'^^^  = IT^a ' 

es  erhellt  augenblicklicli ,    wie  dieses  Yer fahren  fortgesetzt  werden 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  muss: 

ßN  /(fl?)  ^        ^  .  ^1  ,    

^  (a?  — a)«0C^)        (aj--a)«  "^  (a;  — a)«-i.       

•  •  •  •   + + 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

^(x)  =  {x—c)y [x  —  Uf, 

so  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

0{x)   ~  (x-'hyWix)  ' 
mit  dieser  acht  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselben 
Umwandlungen  vornehmen  wie  in  Nro.  6)  und  indem   man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleichung 

^  F(x)  ~  {x  —  aY  "^  {x  —  a)«-i  "^  "^  a?  —  a 

4.       ^       J_         -gl  ^  .  .  .  .  J.  ^-zL  ^ 

■^  ix'-'h)ß  "^  (x-^^ß-^  "^  '^  x—b 

+ 


(x  —  k)''    *    (a;— Ä;)'^-!  ^  ^  a:  — ä 

Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegung 
acht  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  auf 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  -4,  ^i,  .  .  .  Äa—iiB,Bi  etc. 
an.  Diese  würden  sich  zwar  bei  wirklicher  Ausführung  der  vorhin 
angedeuteten  Operationen  unmittelbar  finden,  doch  ist  dieses  Ver- 
fahren so  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt. 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  offenbar,  allen  auf  der  rech- 
ten Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  Nenner 
(x — a)^(x — b)ß...(x — ky=F(x)  zu  verschaffen  und  dann  die  Zähler 
zu  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  f(x)  und  dem  rechts  zsuin 
Vorschein  kommenden  Zähler  ist  aber  nur  möglich,  wenn  beiderseits 
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gleich  hohe  Potenzen  von  x  gleiche  Coefficienten  besitzen;  man  er- 
hält damit  a  -1-  j3  -f-  •  •  •  +  3*  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 
stimmung der  eben  so  viel  Unbekannten. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  von 
9a;a  —  3g  +  8 
a?8  —  af'  •—  a?  +  1 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  x^  —  x  -\-  l  sind  a?=  -f-  1» 
x~  +  l,x=--l,  daher  ist  «»  —  o;»  —  «  +  1  =  (jr  —  1)« 
{3>  4-  1)  ^^^ 

9a;^  —  3a;  +  8     _  9x^  —  3a?  +  8 

a-3  —  a;2  _  a?  +  1  ~  (a?  —  1)2  (a;  +  1) 


(a?— 1)2    '    aj— 1    '    a?  +  l 

Nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  {x — 1)'  (a;  +  1)  hat  man 
die  beiden  Zähler 

*9a;2  —  3a;  4-  8 
=  (ili  +  5)  a;«  +  (^  —  2  5)  a;  +  (yl  -  ^1  +  B\ 
deren  Identität  folgende  drei  Gleichungen  liefert 
A,  ■\'  B—%,        il  —  25  =  —  3,         .4  —  ^,  +  ^  =  8; 
man  findet  hieraus  A  ^=^  1  ^  Ai  =  4,J?  =  5,  mithin 

9a;2  — 3a;  +  8 L_  4.      ^       ,        5 

a;3_^2_a;+l  ~(a;— 1)«  "^  a;— 1  "•"  a;  +  1 ' 

Bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Partialbrüchen  würde  auch  die- 
ses Verfahren  sehr  weitläufig  werden;  wir  wollen  daher  noch  andere 
Methoden  zeigen. 

§.62.. 
Die  Zähler  der  Partialbrüche. 

Zunächst  mag  der  einfache  Fall  betrachtet  werden,  wo  a  =  /9 
=  y  =1^  .  .  .  ==  X  =  1  ist,  also  der  Nenner 

1)  Fix)  =  {x-- a)  {x  -^h)  {x-- c) (a;  —  Ä) 

keine  gleichen  Factoren  enthält;  die  Gleichung  12)  lautet  jetzt 

m^,A_^B_^_C_  .       K 

^        Fix)         x--a^  x  —  h  ^  X'-c  ^ 


Wir  bringen  dieselbe  auf  die  kurze  Form 


19" 
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3)  /(^)    ^     ^      _^    ^(^ 


F(x)         x-'U  ^    0(x)  ' 

le  aller  übrigen  Partialbrüche 

0(x)  =  (a?  —  5)  (a?  —  c)  .  .  .  (o; —  k), 


CD  f  aj  I 

WO    -)  >    die  Summe  aller  übrigen  Partialbrüche  bezeichnet  und 


mithin 

4)  F(x)  =  (x-a)0(x) 

ist    Durch  Multiplication  der  Gleichungen  3)  und  4)  erhalten  wir 

f(x)  ==  A^(x)  +  (x  —  a)  (p(x) 
und  für  o;  =  a 

.     f(a)  =  Ä^(a)oieTA  =  ^- 

Um  aus  dieser  Gleichung,  welche  mit  Nro.  4)  des  vorigen  Para- 
graphen übereinstimmt,  0(a)  zu  entfernen,  dififerenziren  wir  die  Glei- 
chung 4),  wodurch  entsteht 

F'ix)  =={x^a)  0'{x)  +  0(x), 
und  nehmen  auch  hier  x  =  a;  dies  giebt 

F'(a)  ==  Oia\ 
mithin  nach  dem  Vorigen 


6)  Ä  = 

Ffir  jeden  anderen  2 
gestalten  und  es  ist  daher 


F'(a} 
Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  ganz  analog 


fß) 


Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 
x^  —  7 


a;8  4-2a:2— 5a;  — 6 

Der  Nenner  desselben  verschwindet  für  «  =  —  1,0?=  -f-  2, 
fl?  =  —  3  und  ist  daher  =  (x -^  l)  (x  —  2)  (x  -|-  3);  die  Zerlegung 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

iC»  —  7  Ä  B  C 


»»  +  2a!«  — 5a;  — 6        «4-1    '    x  —  2    '    x-{-3 

Hier  ista  =  —  l,6=-f2,c  =  —  3, 

f(x)  =  a«  —  7,  F'(x)  =  3««  +  4»  —  5, 

^_  /(-l)    _■  -6  ,    ^ 

^—  F'i-1)  —  -6  —  +  ^' 
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F\+2)  "~  +15   ~"        ''' 

C-  fi-^)    _  +    2   _ 

FfH3)  ~  4-10  "~  "^  *• 
und  daher  zerlegt  sich  der  betrachtete  Bruch  wie  folgt 

a:2  — 7  1  11,1  1 

1    T 


a?»+2a;2  — öar  — 6        a;  +  1         6     o?  —  2  ^  5     x  +  3 

Das  soeben  auseinandergesetzte  Verfahren  bleibt  im  Wesent- 
lichen nngeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  a,  b,  c,  .'  .  .  Ä; 
complex  sind,  denn  die  vorgenommenen  Rechnungsoperationen  gelten 
ganz  gleichförmig  für  reelle  und  complexe  Zahlen.  Will  man  aber 
den  üebelstand  vermeiden,  dass  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 2)  imaginäre  Grössen  vorkommen,  so  braucht  man  nur  je 
zwei  solche  Partialbrüehe  zu  vereinigen,  deren  Nenner  je  zwei  con- 
jngirte  complexe  Wurzeln  enthalten.  Um  dies  näher  zu  erläuterp, 
wollen  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(a?)  =  0  habe  nur 
zwei  complexe  Wurzeln;  diese  sind  dann  einander  coi\jugirt  und  von 
den  Formen 

a  rrt  j}  4-  t g ,      •  5  =  j)  —  tg[. 

Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 

7)   /(^)    ^  ^  ,  B  C  JT     ' 

F{x)         x—p  —  iq^    '    «— j)-f  tg  ^  X  — c  ^       ^a?  — *' 
and  darin  ist 

.  _  /0  +  tg)  „  _  /(P-tg) 

Die  vollständige  Entwickelung  von  A  führt  zu  einem  Werthe 
von  complexer  Form  etwa 

A  =  M  ■{-  iN, 
da  sich  aber  A  und  B  nur  in  dem  Vorzeichen  von  %  unterscheiden, 
so  muBS  B  den  conjugirten  Werth 

B  =  M--iN 
besitzen.    In  Nro.  7)  lassen  sich  jetzt  die  beiden  ersten  Partialbrüehe 
zusammenziehen;  der  gemeinschaftliche  Nenner  wird  (x — jp)*  +  2^ 
im  Zähler  kann  man  zur  Abkürzung 

2M=F,        ^2{Mp  +  Nq)=  Q 
setzen  und  erhält  dann 

'         Fix)         («— j))»  +  g»  ^  o;  — c  ^         ^  x  —  h 
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Die  beiden,  zu  conjugirten  Wurzeln  gehörigen  imaginären  Par- 
tialbrüche liefern  also  zusammen  einen  reellen  Partialbruch  mit  qua- 
dratischem Nenner,  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  jedes  Paar 
von  Partialbrüchen,  welches  von  einem  Paare  conjugirter  Wurzeln 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

Die  Wurzeln    der  Gleichung  x^  —  Sx^  -^  x  +  6  sind  x  = 
2  +  i,  X  =  2  —  t,a?=  —  1,  mithin  wird  die  Zerlegung 
Tx^B  A  ,  B  ,       C 

1  +   ^         Ol.'   + 


x^'-Sx^  +  x  +  b  ~  x  —  2—i   ^0?— 2  +  i    '    x+l 
liier  ist 

a  =  2-f-*',         ö  =  2  — i,         c  =  —  1, 
f{x)  =  7ä  —  3,         F\x)  =  3^2  —  6a;  +  1, 

^-  JP'(2  +  i)  -  -    2  +  6i  -  i  -  ^*' 

/(2-t)__+ll-7i        , 
^—F\2-^i)  —  -^    2-6.-5"'"  ^*' 

''-i^'(-i)-  +10  -""'• 

folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7a;  — 3  _     |~2i  |  +  2i 1_ 

«8  — 3a?2-|-a?+5~a?  — 2  — t"^a;  — 2  +  i        «  +  1 
d.  i.  bei  Zusammenziehung  der  beiden  ersten  Partialbrüche 
7a;  — 3  .__       x  +  2  1      ^ 

a;«  — 3a;2-f  a?  +  5  ~  a;2  — 4a;4-5        a?  +  1  ' 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


a;»— 1  ' 
worin  tn  und  n  ]>  m  —  1  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  mögen. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  =  -ö* ,  so  hat  die  Gleichung  a?"  —  1 

=  0  bei  geraden  n  die  beiden  reellen  Wurzdn 
«=+1,         x  =  —  1 
und  n  —  2  complexe  Wurzeln,  welche  aas  den  Formeln 

X  =  coshd"  +  isinh^^        x  =  coshd'  —  isinh^ 
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dadurch  erhalten  werden,  dass  man  Ä  =  2,  4,  6  .  .  .  .  n  —  2  nijnmt 
Nun  ist  im  vorliegenden  Falle 

f{x)  —  a;"»-i,    F{x)  =  a?«  —  l ,        F\x)  =  nx''-'^\ 

die  heiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  Partialbrüche 

1       ^  (— I)"*      1 

n  X —  1  '  w     rc  +  1  * 

Femer  giebt  die  Wurzel  a?  =  CöSÄ^  +  isinh%^  einen  Partial- 
bruch,  dessen  Zähler  ist 

{coshd"  -(-  isinhdy^~^ cos'k(m  —  n)^  -\-  isinh(m — n)^ 

~~  n(coshd'-]-isinhd'y~^  n  ' 

wobei  der  Moivre'sche  Satz  benutzt  wurde.  Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  n^  =  Jt  und  h  eine  gerade  Zahl  ist,  erhält  man  ein- 
facher 

coshmd'  +  isinhmd' 

H  =  ; 

n 

die  Wurzel  x  =  coshd"  -f-  isinh&  giebt  also  den  Partialbruch 

1     cosfimd"  -]-  isinhmd' 

n  X  —  (coshd'  4-  i  sinh%) 
Der  conjugirten  Wurzel  x  =  coshd'  —  isinhd^  entspricht  der 
coDJugirte  Partialbruch 

1     coshmd' — isinhmd' 

n  X  —  (coshd-  —  isinhd)  * 
beide  Partialbrüche  zusammen  liefern  den  reellen  Bruch 
2  (x  —  coshd) coshmd  —  sinhd  sinhmd 
^^^         '       "w  x^ '-'2x  coshd  ^l  ' 

dessen  Zähler  sich  noch  etwas  reduciren  lässt,  was  aber  späterer  An- 
wendungen wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhält  nun  die  gesuchte 
Zerlegung,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebenen  Bräche  nebst  den 
Brüchen  summirt,  welche  aus  Nro.  10)  für  Ä  =  2,4,6,...n —  2 
hervorgehen ;  unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  (2^  ist  also  für 
gerade  n: 

11)       ^""'   =  1  .J_    .    (-^)"       1 

^n  —  1  ^a;  —  1'  ^        a?-fl 

2   xn  (^  —  coshd)coshmd  —  sinhdsinhmd 
"^  w"  ^  x^  — 2x coshd -^-l  ' 

Ä  =  2,  4,  6, w  —  2. 

Bei  uugeradffli  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  a?*»  —  1=0 
folgende 
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x=  +  1. 

jx  =  coshd'  4-  isinhd',        x  =  coshd"  —  isinh^t 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  n  —  1; 

die  Rechnung  nnterscheidet  sich  jetzt  nur  dadurch  von  der  varigen, 

dass  die  Wurzel  x  =  —  1  nebst  dem  entsprechenden  Partialbruch 

wegfällt;  daher  ist  für  ungerade  n: 

x"^-^  1        1 

12) =  ^  — ^ 

a?» —  1         n  X  —  1 

j,  2_  xr^  (x  —  cos h d)  cos h m %•  —  shi h ^  sin h m ^ 

+  w    ^  a?«  — 2xcos/«0'  +  l 

Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  .  n  —  1. 

Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  n.  Im  ersten 
Falle  hat  die  Gleichung  a?"  -f"  I  =  0  nur  complexe  Wurzeln  von 
den  Formen 

X  =  coshd'  -[-  tsinÄ-ö",        x  ==  coshd'  —  isinhd' , 

wo  &^=  —  und  /i  =  1 ,  3,  5 ,  .  .  .  n  —  1  zu  setzen  ist.   Der  Wur- 
fi 

zel  x  =  C08hd'  -\-  isinhd'  entspricht  ein  Partialbruch  mit  dem  Zähler 

cosh(m  —  1%)^-  -{■  isinh(m  —  n)d' 

^= » 

n 

wofiir  man  wegen  nO"  =  ä  und  wegen  des  ungeraden  h  schreiben 

kann 

coshmd'  +  isinhmd' 

«     Jti  =  —  • 

n 

Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  liefern  daher  die  conjugirten 
Partialbrüche 

1     coshmd' +  isinhmd'        ,        1     coshind" — isinhmd^ 
und 


n  X  —  (coshd'  -{■  isinhd)  n  x  —  (coshd  —  isinhd-)  ' 

die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.     Damit  gelangt  man  bei  ge- 
raden n  zu  folgender  Zerlegung: 

^     a;»  +  1  ~  *»  -^  ,         x^ '-2X  coshd +  1 

Ä=l,3,5,...n  —  1. 
Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  -\-  1  =r  O 
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X  =  cosh&  -f  isinhd',        x  =  coshd^  —  isinh^^ 
Ä  =  1,  3,  6,  .  .  .  n  —  2; 
die  Zerlegung  geschieht  also  wie  vorhin ,  nur  kommt  noch  der  Pni^ 
tialbruch  hinzu,  welcher  der  reellen  Wurzel  x=-  —  1  entspricht.   Man 
hat  daher  für  ungerade  n: 
14)       ^"^'    ^(-,i)m~i      1 

j_  2  ^  —{x  —  co8hd)co8hmd'  -}- 


a?»  +  1  .  n        a?  +  1 

2  ^  — (a?  —  co8hd)co8hmd'  +  sinh^sinhm^ 

■^  n"-^  fl:2  — 2a:cosÄ'9'-f  1  ' 

A  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  2. 


§.  63. 
Eortsetsung  und  Schiusa. 

Wir  hetrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  a,  /3,  .  .  .  x  nicht 
sämmtlich  =  1  sind  (Formel  7  in  §.  61).     Es  sei  r  irgend  eine  der 

Grossen  a,  &,  c,  .  .  .  %,  und  es  hedeute  ^  die  Summe  aller  Par- 
tialbrüche, in  denen  r  nicht  vorkommt;  die  Gleichung  7)  in  §.  61 
lässt  sich  dann  folgendermaassen  darstellen: 

/(x)  _     it  le,  Bg-i      ip(x) 

^      Fix)  ~  (X'-r)9  "^  (a?-~r)?--i  "^       '^x^-r  ^    0(x)  ' 
nnd  zwai^ist  hier 

2)  F(x)  =  {x  —  r)9  0(x). 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wohei  zur  Abkürzung 

3)  B  +  Bx(X'-'r)  +  B>(x^ry  +  *"  +  Bg^i(X'-r)Q-^=X 
gesetzt  werden  möge,  ergiebt  sich 

4)  f(x)  =  X0(x)  +  («  —  r)9  q)(x). 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  mehrmals  nach  einander  und 
nehmen  in  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Nro.  12) 
selbst,  X  =  r  was  bei  X  und  seinen  Differentialquotienten  X',  X" 
etc.  durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  wir  haben 
dann  folgende  Gleichungen: 
Ar)    ==X,<&(r), 
f(r)  =Xr^'(r)  +X^^(r), 
f'(r)  =  X,«2>"(r)  -1-  2X'r^'(r)  +  X;'<f(r), 

U.  8.  W. 
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Andererseits  ergeben  sich  aus  Nro.  3)   folgende  Werthe  von 

Xrt  Xpi  Xr    etc. 

Xr  =  B,  Z;=lBi,  Z;'=1.2JB2,  Z;"=1.2.31?3  U.8.W.; 
substituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichungen  und  bezeichnet 
aur  Abkürzung  1.2.3...m  mit  m',  so  gelangt  man  zu  folgenden 
Gleichungen : 

(     /(r)    =B0(r), 

{     f\f)  =  BO'\r)  +  2 .  l'JBi  <^'(r)  +  2'122^(r), 
u.  s.  w. 
deren  allgemeines  Schema  ist 

/(«)(r)  =  22a><«»>(r)  +  (w)i  rjSi*^"»-!)^  ^-(m).i2'i^,^<»»-2>(r)  +  •••• 
Man  kennt  hier  ^{x),  mithin  auch  0{r),  <^'(r),   ^"(r)  etc.; 
die  Gleichungen  5)  enthalten    daher   nur  die  Unbekannten  22,  72|, 
JRj  etc.,  welche  der  Heihe  nach  daraus  entwickelt  werden  können. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 

1 

x^ix^iy  {x-\-  1) 

a.3    T     ^2     T    ^      T  (a._l)2  '^  x  —  l'^  x-^l 

Um  zunächst  J.,  A^  A^  zu  bestimmen,  hat  man  A  für  12,  r  =  0, 
und 

^{x)  =  (a?— 1)2  (a;+l)  =a?»-.aj2  — rc+l, 
<^'(a?)  =  3a?2  — 2aj— 1,         0'\x)  =  6af  — 2 
zu  setzen,  während  f(x)  immer  =  1  ist     Die  Gleichungen  5)  wer^ 
den  jetzt 

1  =  ^, 

0  =  .l(--l)  +  ^i, 
0  =  il(— 2)  4-  2^i(— 1)  4-  2^, 
und  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

^=1,      ^1   =   1,      ii2  =  2.  ' 

Um  B  und  Bi  zu  finden,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B  statt  Bt 
setzt  r  =  1, 

0(x)  =  x\x  +  1)  =  a:*  +  x\ 

0\x)  =  4a?8  +  Sx%  1 


und  erhält 
mithin 


l  =B.2  0  =  B.7  +  Bi.2, 
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Zar  Bestimmung  von   C   gehören    endlich    die  Sabstitutionen 
Ä  =  C,  r  =  —  1, 

0(x)  =  a?3(a:— 1)2.; 
die  erste  der  Gleichungen  5)  liefert  dann 

1  =  C(— 4)    oder    6'=  —  J. 
Zufolge  dieser  Coefficientenwerthe  hat  man  jetzt  folgende  Zer- 


x^(x  —  1)2  (x  +  1) 


a?»    •     a;2     '     x     '    2(ir— 1)»        4(a;— 1)        4(a:  + 1) 

Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach  unge- 
ändert,  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  A;  complex 
ausfallen,  nur  wird  man  das  Imaginäre  wie  früher  dadurch  vermei- 
den, dass  man  je  zwei  Partialbrüche  vereinigt,  welche  conjugirten 
Wurzeln  entsprechen.  Ein  Beispiel  dürfte  hinreichen,  um  diese  Mo- 
dification  kennen  zu  lernen. 

Wenn  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 
a;  +  l 

(0,2 +1)2(^^1) 

handelt,  so  zerfallt  man  erst  x^  -\-  1  in  (x  —  i)  (x  +  0  und  setzt 
dann 

__£+_!___ x  +  1 

(a;2  +  1)2 (a;  —  1)  ~  (x  —  iy(x  +  iy(x—l) 
_       A  Ai  B  Bi  C 

(x  —  ty  "*"  x  —  i  '^  (x  +  iy  '^  x-\-i  '^  x  —  l' 

Die  Gleichungen  5)  liefern,  wenn  man  f(x)  =  x  -\-  1,  A  für 
5,  t  für  r  und  ^(x)  =,  {x  +  i)^  (x  —  1)  setzt,  die  Werthe 

A=jf  Ai  = —' 

Zur  Bestimmung  von  B  und  Bi  ist  keine  neue  Bechnung  erfor- 
derlich, denn  es  würde  sich  diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter- 
scheiden, dass  überall  —  i  an  der  Stelle  von  i  und  B  statt  Ä  stände; 
mau  hat  d^ber 

Die  Substitution  r  —  1,  B=  C,  0(x)  =  (x^  +  1)2  giebt 
noch  C  =  I  und  daher  ist 
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(^'  +  1)^(^-1) 

_  i  r_L_  _.  _L^1 «  i  [Lz!  +  i±il  +  1  -L. 

oder  bei  Zosammenziebimg  der  conjugirten  Partialbrüche 

—  __        a?  1    «+11        1 

+  "5" 


(x«  +  1)«       2  a?«  +  1  ^    2  a?  —  1 
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Cftp.  X. 
Fundamcntalsätze  der  Integralrechnung. 

§.  64. 
Bestimmte  iind  unbestimmte  Integrale. 

Die  Betrachtung  einer  Function  F(x)  und  ihres  Differentialquo- 
tienten  F'(x)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben,  nämlich  ent- 
weder F'ix)  aus  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
wenn  F'(x)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differentialrechnung,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Function  mit  f(x) ,  so  würde  es  darauf 
ankommen,  die  unbekannte  Function  F(x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f{x)  der  Differentialquotient  ist. 

Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differentialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  mau 
die  Gleichung 

.)  £fe±«iiiw  =/(.,  +  , 

benutzt,  in  welcher  q  eine  mit  d  gleichzeitig  gegen  die  Null  conver- 
girende  Grösse  bezeichnet.     Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

F(x  +  Ö)-F(x)=fix)d  +  Qd, 
nehmen  dai*in  der  Reihe  nach 
a;  ==  a,  a  +  3i,  a  +  dl  +  «2,  .  .  .  a  +  «1  +  .  •  •  -f  5n-u 
S  =  di^      *2»  ^3»  •  •  •  ö« 

und  bezeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  Q ,  welche  jenen  Sub- 
stitutionen entsprechen,  mit  pi ,  ^2  >  •  •  •  (>n  >  &^ch  wollen  wii-  zur  Ver- 
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meidung  jeder  Doppeldeutigkeit  von  f{x)  vorausBetzen,  dass  /(a;)  reell, 
endlich  und  continuirlich  bleibe  von.  x  =  a\Ai  x  =  a  -\-  Si  +  •  • 
•  •  +  ^B-i;  wir  haben  dann  folgende  Gleichungen: 

F{a  +  «0  -  F{a)=f(a)  Ö,  +  pi  «i 
F{a  +  0,-1-  öj)  _  F(a  +  Ö,)=/(a  +  «i) «»  +  Q->  *» 
F{a  -f  3,  +  d,  +  «3)  _  JF(o  +  «1  +  Ö4)=/(o  +  «1  +  Ä»)  Äs  +  «»3  «3 


Durch  Addition  derselben  ergiebt  sich 

1^(«  +  *i  +  «i  +  •  •  •  +  5«)  -  2^(a) 

•••  +/(«  +  «! +  «2  +  •••  +  ö„_0(5„ 

+    ^1  *1    +    ^J*S    +    98*3    H +   (>«  *«  • 

Wählen    wir    die  beliebigen  Grössen  ^i ,  Ö.2 ,  .  .  .  Ö«  so ,    dass    ihre 
Summe  1)  —  a  beträgt,  so  ist  auch 

2)              F(P)  ^  F(a)  ^  [Q,d,  +  Q,d,+  .  •  •  +  (>n5«] 
=  Aa)di  +f(a  +  d,)S,  +f(a  +  d,  +  d,)ds+ 

•••+/(a  +  «i+«2  +  •••  +  5„-i)ä». 

Zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  h  lassen  sich  nun  belie- 
big viele  Zahlen  ajj,  a?2»  ^a »  •  •  •  a^n— 1  einschalten  und  wenn  die  An- 
zahl der  letzteren  willkührlich  bleibt,  so  kann  man  dieselben  um  be- 
liebig kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unterschiede 
Xi   —  a,     X.2  —  iTi,     Xi  —  i»2>  •  •  •  •  Ä?n-i  —  ä;„~-2,     h  —  Xn~j 
so  klein  machen,  als  man  will  *).     Auf  den  vorliegenden  Fall  für 

Xi  —  a  =  Oj  ,     a?2  —  ^1  =  *2  > ^  —  ^n  —  l  =  "« 

angewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grössen  5j ,  $2»  •  •  •  ^n 
beliebig  verringern  ohne  hierbei  die  Bedingungsgleichung 

*i  +  Ä«  +  •  •  •  •  +  *»  =  ^  —  « 
zu  stören.  Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grössen  p^, 
(»•2,  .  .  .  Qn  ^6^  ^uU  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absoluter 
Werth  kleiner  als  eine  willkührliche  Grösse  k  gemacht  werden  kann. 
Man  hat  also  bei  hinreichend  grossen  n  und  hinreichend  kleinen  dj, 
da,  .  .  .  S„ 


*)  Geometrisch  ist  dies   der  unmittelbar   einleuchtende  Satz,    dass 

•  man  zwischen  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Strecke  AB  beliebig" 

viele  Punkte  ilfj,  Jif2>  •  •  •  -^«-1   einschalten  und   diese    beliebig    nahe 

nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  so  gross,  als  man  wiU^ 

gewählt  werden  darf. 
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-^<Pi<  +  A,     -A<9,<  +  A,...— A<9,<  +  A 
folglich,  weil  alle  S  positiv  sind, 

-M«i+.Ä»  +  «8+  •••••■  +  «.) 
<  9i  *i  +  Qt  *»  +  Q3  V+  •  •  •  +  9«*»  < 

+  X(d,  +  5,  +  d»+ +Ö,) 

oder 

—  A(6— a)<pi*i4-p«Ö3H ^Q^dn<  +  l(b'-'ä). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  ^i  ^i  -|-  -  *  *  -h  9«  'n  ^O' 
Üebig  weit  yerriugert  werden  kann,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst 
und  jedes  5  unendlich  ahnimmt,  während  die  Bedingung  ^i  +  ^2  +  '• 
•  •  4"  ^n  =  ft  —  öt  ungestört  hleihen  muss.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen ist 

3)  Liin(QiSi  +  P2*«  H +  Q»Sn)  =  0, 

mithin  nach  Nro.  2) 

4)  F(h)  -  Fia) 

=  IAmlf(ä)S^  +/(«  +  «0«a  +/(a  +  «1  +  Ä2)«3  + 

+/(«  +  «!   +Ö2+    •••    +«H-l)«n]- 

Hiermit  ist  die  anfangs  ei^ähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende 
freisteht,  x  für  das  beliebige  h  zu  schreiben. 

Den  vorhin  ausgesprochenen  Bedingungen,  dass  bei  unendlich 
wachsenden  n  jedes  S  gegen  die  Null  convergiren  und  die  Summe 
aller  8  constant  =  h  — a  bleiben  muss ,  genügt  man  u.  A.  durch 
die  Annahme 

*i-  =  *2  =  A3  •  •  •  •  =  Ä„  =  -— —  , 

n 

in  welchem  Falle  einfach  d  für  di,  ^2  etc.  geschrieben  werden  möge; 

est  ist  dann 

5*)  F(h)  —  F(a)     . 


=  Lim{{/ia)  +/(a  +  <5)  +/(a  +  28)  +  ...  +/(a  +  n-  1«)]«}. 

n 
wobei /(a?)  continuirlich  bleiben  muss  von  x  =  a  hia  x  =:  h. 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
(rlieder  von  der  Form  f(x)  6  sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 


*)  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
f(x)  =  Xy  mithin  F(x)  die  unbekannte  Function,  deren  DiflFerentialquo- 
tient  =  X  sein  soll,  so  wird 

flohlOmilchAnalysiB.  20 
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F(h)  -  F(a)  =  Ltm2Jf(x)d, 
wobei  sich  das  Smnmenzeichen  auf  die  Addition  aller   der  Glieder 
bezieht,  welche  für 


X  =  a,  a  -{•  Ä,  a-f2Ä,  ...a  +  n— Ifl 
ans  f(x)  d  hervorgehen ;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

F(b)  —  F(a)  =  UmSfix)  «, 

a 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a  der  erste  Werth  von  x^  dass 
jeder  folgende  Werth  um  8  grösser  und  dass  endlich  5  —  S  der  letzte 
Werth  von  x  sein  soll.  Insofern  hier  8  die  DiflTerenz  zwischen  zwei 
Nachbarwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^x  besser 
als  d,  also 

F(f>)  —  F{a)  =  LimSf(x)^x. 

a 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  lAm 
erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  unendlich  wach- 
senden n  der  Ausdruck =  5  ==  dx  die  Null  zur  Grenze  hat 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme  des  ^x  kürzer  durch  das  Zei- 
chen des  Differentiales  {dx)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

FQ>)  ''F(a)  =  Sf{x)dx, 


F(b)  ~  F{a) 
=  JWw{[a  +  (a  +  (f)  +  (a  +  2cr)  +  ...  +  (a  +  n=Tcr)]cr} 

=  Xrfm  {na<r  +  (l +24-8 . .  .  +  ir:^«fa} 


und  wenn  man  far  cf  seinen  Werth einsetzt: 

n 


F{b)  -  F(a)  =  Ltm{a(jb-a)  +  |(6-.a)(l>— a— ^:^)} 
=  «(&-«) +  i(ö-a)> 

Daraus  folgt,  indem  man  o;  far  6  schreibt: 

F(x)  ==  Ix^  +  F(a)  ^  la^, 
oder,  wenn  der  von  x  unabhängige  Theil  F(a)  —  |a*  mit  O  bezeichnet 
wird: 

F(X):=\X^+C, 

WO  nun  C  eine  willkährliche  Gonstante  bedeutet     In  der  Tkat   wird 
F^x)  =  X,  wie  verlangt  wurde. 
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wohn  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen;  die  ße- 
zeichnung  ist  nun 


«) 


F(b) 


9 

F(a)  =Jf{x) 


dos. 


Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  x  =z  a  und  x  =  h  genommene  Integral  von  f(x)dx 
oder  auch  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx,  genommen 
von  a?  =  a  bis  x  =  h. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die  geometrische  Bedeu- 


Fig.  40. 


tung  dieses  Ausdruckes  ken- 
nen zu  lernen,  wenn  wir  auch 
jetzt  nicht  tiefer  darauf  ein- 
gehen. In  Fig.  40  sei  in  recht- 
winkligen CoordinatenOJf=aJ 
die  Abscisse,  MP  =  f(x)  die 
Ordinate  und  die  von  einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
GrH  an  gerechnete  Fläche 
QHPM=  F(x\  dann  bedeu- 
tet F(h)  —  F{a)  eine  Fläche, 
welche  die  Strecke  h  —  a  der 
Abscissenachse  zur  Basis  hat;  für  OA  =  a  und  OJB  =  &  ist  dem- 
nach 

FQ>)  —  F{a)  =  Fläche  ABDC. 
Man  wird  sich  femer  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen,  dass  der  Differentialquotient  von  F{x)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F{x)  ist  oder  in  Zeichen 

dF{x) 
dx 


7) 


=m. 


dass  also  hier  zwischen  F{x)  und  f{x)  dieselbe  Beziehung  stattfindet, 
welche  wir  anfangs  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F{x)  oder 
F(6)  —  F{a)  durch./(a?)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische  Be- 
merkung, dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABDC 
erhält ,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteck* 
förmiger  Streifen  vorstellt;  für  MMi  =  -^a?  ist  die  Fläche  eines 
•olchan  Streifens  z=zf{x)dXi  mithin  näherungsweise 


FQi)  —  F(a)  =  Sf(x)Jx 


20* 
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und  genau 

r 

FQ>)  —  F(a)  =  Lir)i2Jf(x)  Jx  =     f{x)dx, 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  jP(5) — F(a) 
aus  f{x)  hat  zwar  den  Vortheil,  ganz  direct  zu  sein  und  die  auszufüli- 
renden  Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachherigen  Gren- 
zenübergang) deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet  an  der 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ausfuhrbar 
sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.  Man  ist 
daher  genötbigt,  einen  indirecten  Weg  einzuschlagen,  welcher  darin 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F{x)  den  Differentialquotienten 
fix)  oder  das  Differential  f(x)  dx  entwickelt  und  durch  ein  neues 
Zeichen  den  Rückgang  von  f(x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.  Demgemass 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  ff(x)dx 

jede  Function,  deren  Differential  =  f(x)  dx  ist  und  nennt  den  in  8) 
verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  f(x)dx. 
Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  z=zf{x)dx  ist,  so  kann  man 
umgekehrt 

9)  ff{x)dx  =  F{x) 
oder  auch 

10)  ff{x)dx  =  Fix)  4-  Comt. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge- 
sprochenen Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkührliche  Constante  anzuhängen.  —  Durch 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  sich 


d  Cf{x)  dx  =  dF{x)  =  fix)  dx. 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und/  sieh  gegen- 
seitig aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich-  auch  das  bestimmte 
Integral  wieder  herleiten;  denn  setzt  man  nach  geschehener  unbe- 
stimmter Integration  einmal  rr  =  b,  dann  x  =^  a,  so  folgt  dmch 
Sttbtraction 

^f(x)  dx  —  Jfix)  dx  =  Fip)  —  Fia)  =  j  fix)  dx. 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Cap.  X.    §.  65.   Die  Fundamentalformeln.  809 

Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Special werthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass/(a?)  innerhalb  der  Grenzen  x  =  a 
und  X  =  b  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin« 
det  eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modification,  die  wir  später  erörtern  werden. 

§.66. 
Die  Fandamentalformeln. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differentialformel  Gelegenheit  zur  AufsteUung  einer  Integralformel, 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
darf.    Aus  der  Differentialformel 


•m- 


welche  fär  alle  fi,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  f*  =  —  1 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

xf^dx  =  —TT  +  Canst.,  [k^  —  X. 

Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

ans,  so  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

2)  f(a  +  hx)fdx  =  ^"Jl'^jy'  +  ^^*"  **  <  -  ^- 
Die  Differentialformel 

dlx  =  —  dx 

X 

giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 

3)  /  —  =  lx  -{•  Canst.; 
allgemeiner  ist  ^ 

womit  fär  den  Ausnahmefall  [i  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelung.  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben  Yer- 
fahrens  leitet  man  die  folgende  Integralformel  ab: 
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^^  /  /     ,  X  NO  =  —  r? — nr^  +  Const., 

welche  nur  den  speciellea  Fall  ft  =  —  2  von  Formel  2)  darstellt; 
femer  hat  man  nach  §.  6 

*^  IwT^^  =  iß"''^''''  IT  +  ^*^**- 

oder  für  «2  :— :  flj^  ^2  :=  [>^  ^o  nun  a  und  5  noth wendig  positiv  sein 
müssen: 

/dx  1         ^       äjVT    ,    ^      . 

Ans  §.  6  ergiebt  sich  bei  gleicher  Behandlung 
oder  _ 

wobei  a  and  b  an  sich  positiv  sein  müssen. 
Nach  §.  6  ist  weiter 

«^  /^  =  ^^(«+*-')+^'^ 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformeln, 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehen. 

Aus  §.  6  erhält  man  femer  die  Integralformel 

Va^-^ß^x^        P 
oder  für  a«  =  a,  /S«  =  &, 

t/  y  a  +  da?«        V  & 
auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

dx  1  '    ßx    t     n      M 

y««  — /52a;2        /3  a 

oder 

V*  /*      da?  1  a^y  5         ^ 

10)  /  ,y  =  77=  orcst»  -77«=  +  Cbns*. 

J  y«— &aj2     yT         y  a 

Die  Differentialformeln  in  §.  6  liefern  noch  die  Integralformehi: 

11)  /  -.  = i^- —  +  Const.,    • 

7  Va  +  bx^  ^ 


j\ 


A 
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12)  f—J^='  =  '^ +Con^. 

xdx         1 

(a-\-hx^)^~       Wa-^-lx^ 
Hiermit  ist  die  Reihe  derjenigen  Grundformeln  beendet,  welche 
irrationale   algebraische  Ausdrücke  unter   dem  Integralzeichen  ent- 
halten. 

Aus  der  Gleichung  dixlx^-x]  =  Ixdx  folgt  weiter 

14)  flxdx  =  xQx—l)  +  Const. 

Durch  Umkehrung  der  bekannten  Formel 


<^)= 


\  a  / 
wird  femer 

e^'dx  — h  Canst. 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen ,  welche  bei  der  Integration 
Yon  logarithmischen  und  Exponentialfunctionen  Anwendung  finden. 
Kehrt  man  femer  die  vier  Gleichungen  um: 

80  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln : 

16)  rsiniiudu=  —  ^^^    +  Const. 

17)  fcosiiudu  =  +  ?^    +  Const. 

18)  Jtmiiudu  = ^^^  +  Const 

19)  J  cot^iudu  =  +  J!^üi  +  Chnst. 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  in  §.  6  geben  femer 

20) 


21) 


f. ^!L =  l,arctm(^  +  Cons^. 

J  a^eos^w-ß^Bin^u        2 aß     Xa-^ßtanu/ 
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Wir  fugen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aas  den  Diffe- 
rentialgleichongen 

dlxarcstnax  -| =  arcstnaxdx, 

dlxarctanax ^— ^ 1\  =:  ardanaxdx 

L  2a        J 

entspringen,  nämlich 

aresin  axdx  =  x  aresin  ax  -| j-  Cmst, 

23)        /  ardanaxdx  =  xaretanax ^— ^^ +  Const. 

J  2a 

&.  66. 
Allgemeine  Beduotionsformeln. 

Sind  die  Differentiale,  um  deren  Integration  es  sich  handelt^ 
nicht  so  einfach  wie. in  den  oben  entwickelten  Grundformeln,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  m  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welche, 
einzßln  genommen,  integrirt  werden  können,. und  nachher  das  Inte- 
gral der  complicirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestandtheile 
zusammensetzen.     Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

L  Es  mögen  a  und  b  Constanten,  U  und  V  Functionen  von  x, 
endlich  u  und  v  die  DiflFerenticJquotienten  jener  Functionen  bezeich- 
nen ;  es  ist  dann 

d(aU+hV)  =  (au  +  hv)dx, 
mithin  umgekehrt 

1)  fiau  +  hv)  dx  =  aü  +  bV. 

Zufolge  der  Bedeutung  von  u  und  v  gelten  ferner  die  Gleichungen 
du  =  udXf         dV  =  vdx, 
aus  denen  folgt 

17=   I  udx,        V=z  I  vdx; 

nach  Substitution .  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  1)  in  die  fol- 
gende über 

2)  /  (au  -^'bv)dx  =  a  1  udx  +  b  1  vdx^ 
welche  die  Regel  zur  Integration  der  Aggregate  enthält. 
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Hiernach  ist  z.  B. 

aj   X  aj  a  +  ßx  a  a  ß 

_  1  y  «^  \ 

a     \a  +  ßxj 

Da  die  Dififerentialformel ,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
auch  for  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  lässt  sich 
die  Formel  2)  gleichfalls  aof  jede  endliche  Eeihe  ausdehnen;  z.  B. 

'1— X" 


/ 


l—x 


dx 


=  y  (1  +x-\-x^  +  x^+ 4-  a?»-^)cla? 

=   1  dx  -{-    I  xdx  -j-  /  x^dx  +  •  •  •  +   /  Ä*~'  dx 

n.     unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält   man  aus 
der  Differentialformel 

d(üV)  =  Uvdx  +  Vudx 
die  folgende  Integralformel,  wobei  von  der  Regel  für  die  Integration 
der  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 


oder 


jUvdx  +  JVudx  =  U7 


jüvdx  =  CTF  —  JVudx. 
Zufolge  des  Werthes 

V  =  jvdx 
ist  die  vorige  Gleichung  identisch  mit 

/  TJvdx  ==:  U I  vdx  —  /  I  /  vdxiudx^ 
wofür  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

/  Uvdx  ==  ü  I  vdx  —  I  udx  I  vdx^ 
oder  aucli,  weil  udx  ^=^  du  war, 


Digitized  by  CjOOQ IC 


814        Cap.  X.    §.  66.   Allgemeine  Reductionsfonneln. 

^  f  Uvdx=U  I  vdx  —  I  dU  I  vdx. 

Diese  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integration 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  das  Integral  von  vdx  leicht 
gefunden  werden  kann  and  gleichzeitig  d  ü  ein  nicht  zu  complicirter 
Ausdruck  ist. 

So  hat  man  z.  B.  für  U=  1(1  '■\'X^)^v  =  x, 

fl(l  +  x^)xdx  =  1(1  +  x^)fxdx  -/r^/^^^ 

und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 
SO  ergiebt  sich  schliesslich 


/ 


xl(l  -{- x^)dx  =  1(1  +  x^)l(l  +  x^)  —  I«»  4-  Const. 


in.     Befindet  sich  unter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Function,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der  Form 


/ 


f[<p(x)]dx, 

so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Yariabelen  häufig  gute  Dienste; 
man  kann  nämlich  q)(x)  z=  y  setzen  und  nunmehr  y  als  neue  un- 
abhängige Yariabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
(p(x)  =  y  auf  X  zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Form  x  =  if(jy)  kommt,  man  druckt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  man  durch  DiiSerentiation  der  vorigen  Gleichung  (}a;=V^(^)^^ 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 


f/Mx)]  dx  =  Jf(p)  *'(y)  dy. 


Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen ,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 

ff(y)'^'(2f)äy  =  Fiii)  +  Cmst. 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

ff[9(x)]äx  =  F[(p(x)]  +  Consta 
womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist. 
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So  z.  B.  wird  man  in  dem  Integrale 


/; 


X 


c*  =  y  setzen,  woraus  a?  =  i^y,  ela?  =  —  foJgt;    das  Integral  ver- 
wandelt sich  jetzt  in  das  folgende 

r    1      dt,      r  dy 

dessen  Werth  arctcmy  4"  Const.  ist;  man  hat  daher 
dx 


h 


-—  =  arct(m{e*)  +  Const. 


e*  +  6- 

Hinsichtlich    der    vorhin    erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 

(p{x)  =  y  müssen  wir  noch  hemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

x^  —  l 
mehrere  verschiedene  Werthe  für  x  geben  kann  (aus  — =  y 

z.  B.  folgt  ebensowohl  «  =  y  +  Vy^  +  1  als  »  =  y  —  Vy^+1) 
und  es  wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh- 
men Bei,  üan  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  x 
aasgedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  q)(x)  zurück- 
konmit,  von  welchem  man  ausgegangen  war. 


§.  67. 
Integration  durch  unendliche  Beihen. 

Wenn  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integration 
einer  gegebenen  Function  zu  bewerkstelligen,  so  versucht  man,  das 
Integral  in  eine  unendliche  Beihe  zu  verwandeln;  dies  geschieht 
meistens  auf  folgende  Weise. 

Das  Integral  sei  von  der  Form 


ß 


f(x)q>(x)dx 


und  f(x)  eine  Function,  die  sich  wenigstens  for  alle  zwischen  x  =  X 

und  ^  =  ft  liegenden  x ,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  lässt, 

etwa 

1)  fix)  =  X,  +  X,  +  X,-^  X,  + j 
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es  ist  dann 

2)  ff(x)(p(x)dx  =   Hxq  +  Zi  +  Zj  H )(p(x)dx. 

Hier  fragt  gich  vor  Allem,  ob  der  m  §.  54,  I.  für  endliche  Rei- 
hen bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bleibt; 
wftre  dies  der  Fall,  so  würde 

3)  ,  ff(x)q>{x)dx 

=  J  Xo  q>(x)  dx  +  I  Xi  (p(x)  dx  +   /  Z2  ^(a:)  dfa?  +  •  •  •  • 

sein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  können, 
so  wäre  das  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  ausge- 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  Integrations- 
methode abhängt,  lässt  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht  ent- 
scheiden, doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall,  wo  die 
Reihe  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  vollständig  erörtern. 

I.     Die  Reihe  £üx  f(x)  habe  die  Form 

4)  f(x)  =  Oq  +  ciix  +  üiX^  +  a^x^  + 

und  es  sei  bei  unendlich  wachsenden  n 

lAm  — ^  =  A, 

«n  +  l 

woraus  folgt ,  dass  die  obige  Reihe  fiir  —  A<;a?<;-|-A  conver- 
girt;  endlich  sei  zur  Abkürzung 


dXi 


5)  ^(a?,  n)  =  J  x*q)(x) 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Constante  angehangen  wer- 
den möge.  Wenn  nun  die  Reihe  aoif(Xj  0)  +  aiif(x,  1)  -f-  etc. 
innerhalb  jener  Grenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  bestimmte 
Function  von  x  etwa 

6)  F(x)  =  ao*(a;,  0)  +  a,t^(fl;,  1)  +  Og^Ca?,  2)  H , 

und  von  dieser  wollen  wir  den  Differentialquotienten  aufsuchen. 
Lassen  wir  x  um  h  wachsen,  wobei  aber  h  so  klein  zu  wählen  ist, 
dass  auch  x  -\-  h  zwischen  —  A  und  -f-  A  fällt,  so  haben  wir  zu- 
nächst 

F(x  +  fe)  —  F(x) 
h 

=  oo j^ +  a, f 
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Rechter  Hand  benutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

welches  voraussetzt,  dass  ^(ä)  und  fl}'(x)  von  «=  —  Abisa;=-|-X 
stetig  und  endlich  bleiben;  femer  substituiren  wir  gemäss  Nro.  5) 
x*ip(x)  statt  V'(a?i  n)  und  erhalten 
7)  F(x+h)^F(x) 

h 

wo  #0 ,  d'i,  0*2  etc.  positive  echte  Brüche  bedeuten. 

Um  vorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erörtern ,  wollen  wir  x  und 
alle  Coefficienten  Oq  ,  ai ,  Oj  etc.  als  positiv  voraussetzen.  Nun  lässt 
sich  h  so  klein  wählen,  dass  die  Function  (p(e)  von  e  =  x  bis 
e=x  -\-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt ;  im  ersten  Falle 
ist  jede  der  Grössen  9P(a;  +  '^o^)i  9(^  4"  '^i^)  6*c«  grösser  als  q)(x) 
nnd  kleiner  als  (p(x-\-h)j  während  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
gekehrt wird.  Femer  liegt  (x  -\-  d'nhy  immer  zwischen  x*  und 
(aJ-f-Ä)*»;  bei  positiven  h  und  wachsenden  (p(x)  ist  demnach  die 
Summe  der  Reihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

(hq)(x)  +  aiXip(x)  -f  a2X^(p{x)  +  •  •  •  =f(x)(p(x) 
und  kleiner  als 

acH^  +  h)  +  (h(x  +  h)(p(x  +  h)  H =f(x  +  h)(p(x  +  h), 

also 

/ix)g>ix)  <  -^(^  +  fe),  -  m  </(^  +  ft)y(^  +  ft); 

bei  abnehmenden  9)(a;)  tritt  das  Zeichen  >  an  die  Stelle  von  <• 
Aehnlich  verhält  sich  die  Sache  bei  negativen  Ä,  aber  in  jedem  Falle 
erhält  man  beim  üebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

F'(x)=fix)q>ix), 
mithin  umgekehrt 

F(x)  =  Jf(x)  q)(x)  dx  +  Const. 

d.  L 

F(x)  =  /  (oo  +  Ol«  +  (h^^  +  •  •  •  • )  g)(x) dx  +-  Const. 

Vergleicht  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
F{x)  in  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  ^(a;,  0),  ^(ä,  1) 
etc.,  so  hat  man  folgende  Gleichung 

8)  f  ((h  +  (h^  +  (h^^+  •  •  ')vix)dx  +  Const. 
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=  oo  J  q>(x)  dx  -\-  ai   Ix  (p(x)  dx  +  a^  1  x^(p(x)dx -{-''>'  •; 

diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  auf  gewöhnliche  Weise  ausge- 
führt werden  daif.  Auch  bleiben  die  vorigen  Schlüsse  an  der  Grenze 
der  Convergenz,  d.  h.  für  a;  =  +  A,  richtig,  wofern  die  beiden  Rei- 
hen noch  convergiren,  nur  muss  man  in  diesem  Falle  h  negativ  neh- 
men, um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  überschreiten. 
Wenn  die  Reihe 

f(x)  =z  Oo  +  aix  +  a^x^  +  (hx^  + 

positive  und  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x  immer 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Yorzeichen  auf 
Rechnung  der  Coefficienten  schreibt;  femer  lassen  sich  alle  positiven 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfassen  und  es  erscheint  dann 
f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren  jede  für  sich  nur  positive 
Gliede^r  enthält.  Der  anfanglichen  Yoraussetzung  zufolge  convergiren 
diese  Reihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Func- 
tionen, etwa/i(aj)  und/2(a;),  also 

f(x)=Mx)^A(xy 

Hieraus  folgt 

ff(x)  (p(x)  dx  =  ffi(x)  q>(x)  dx  —  rMx)  (p(x)  dx; 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwend- 
bar und  man  gelangt  damit  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung  8) 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Reihe  positive  und  negative  Glieder 
besitzt.  Bei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  demnach 
nur  zwei  Bedingungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der  vor- 
kommenden Reihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit 

von  g)(x)  und    1  x^<p(x)dx. 

Hiemach  ist  z.  B.  bei  echt  gebrochenen  x 
J^—dx=J{l^x  +  x'^'-x^-\-"    )x^'-'^dx 

Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Ein- 
heit, so  darf  diese  Entwickelung  nicht  angewendet  werden,  vielmehr 
wird  man 


m"-fi 


4-»         J  L.  -1-1 


dx 
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nnd  —  =  y  oder  o?  =  —  setzen,  wo  nun  y  ein  echter  Bruch  ist. 
Das  Integral  wird  jetzt 

+  I I -I +  Cmst. 


1  — a'2  — o        S  —  a 
oder  durch  Bestitution  des  Werthes  YOn  y 

'dX 


/ 


1  +x 

a  — 1        a  — 2  ^  a  — 3        a  — 4  '  ^ 

80  dass  nun  der  Werth  des  Integrales  für  alle  Fälle  entwickelt  ist. 

IL  Ein  anderes  Verfahren  um  üher  die  Gültigkeit  der  allge- 
meinen Gleichung  3)  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass  man  die 
Reihe  1)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufugt, 
nämlich 

9)  f(x)  =  Xo  +  X,  +  Xi  +  -'--\-  X,-i  +  Bn. 
Dies  giebt 

10)  rf(x)  (p  (x)  ix  —   Tb«  qp  (ä)  df  a; 

=  /  X^fp[pi)äx  +    /Zi  (p(x)dx  + +    f  Xn^i(p(x)dXy 

und  wenn  nun  beide  Reihen  in*s  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
len, so  muss  erstens  LimBn  ==  0,  d.  h.  die  Reihe  in  Nrp.  9)  conver- 
gent  sein  und  ausserdem 


lAm  I  Bn  (p(x)dx  =  0 


werden,  was  aus  LimBn  =  0  nicht  geschlossen  werden  kann  und 
daher  einer  besonderen  Untersuchung  bedarf.  Hierzu  gehören  aber 
einige  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen ,  welche  erst  später  ent- 
wickelt werden. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Rei- 
hen verwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
der  Integration  durch  unendliche  Reihen  einen  hohen  Grad  allge- 
meiner Anwendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
Capiteln  auch  nur  diejenigen  Differentialformeln  betrachtet  werden, 
deren  Integration  ohne  jenes  Hülüsmittel,  d  h.  in  geschlossener  Form, 
möglich  ist. 
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§.  68. 
Flxirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 

Das  allgemeine  Problem,  womit  wir  uns  im  vorliegenden  Capitel 
beschäftigen,  ist  die  Entwickelang  des  Integrales 


-/; 


dx* 

a  -{-  J)x  -}-  cx^  +  •  •  •  +  Ä^** 
wobei  m  and  n  ganze  positive  Zahlen  bedeaten.  Die  anter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  gebrochene  rationale  algebraische  Function 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein;  im  letzteren  Falle  lässt  sieh 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  echt 
gebrochenen  Best  zerlegen,  was  durch  die  Gleichung 

a  +  ßx  +  yx^  ^  .  .  .  ^  Ix^ 

a  +  5a?  +  caj2  -f  .  .  .  -f-  hx^ 
=  «1  +  ßi^  +  yi^'*  +  •  '  •  +  XiÄ?*»-» 

A  +  Bx  ■\'  Gx"^  +  "  '  ■\-  Jfa?*-^ 

a  -{•  hx    -\-  cx^   +  •  •  •  +  *^" 
ausgedrückt  werden  möge.     Bezeichnet  man  den  echt  gebrochenen 

Rest  mit  ■   ^  <'  i  so  ist 
F{x) 

S=y*[«i  +  ßix  +  yirr^  +  •  •  •  +  xiic— «  +  ^]d« 
und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Cap.XI.  §.68.  Fixirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  ders.  821 

Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Integration  einer 
unecht  gebrochenen  Function  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen zurückgeführt  werden  kann;  wir  haben  uns  daher  nur  mit 
letzterer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte  Integral 
zu  folgendem 

r-=--  dX  =  Ä  I  r-r—  dXj 

a  +  ox  J  a-\-hx 

dessen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Grundformel  4)  in  §.  65  er- 
giebi 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 
Integrale 

Ä  +  Bx 


h 


-dx 


a-\-'bx-\'  cx^ 
zn  thun ;  dieses  zerfällt  in  zwei  Integrale,  nämlich 

'^fa  +  bl  +  ex^^''  +  ^fa  +  ix  +  cx'^"' 
deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.     Es  ist  identisch 

cdx 


f ^f =  f. 

J  a-^-tx-^-cx^       Ja 


-{-hx-^-cx^       J  aC'{-'bcx-\'d^x^ 

cdx 


=fi 


nnd  wenn  man  eine  neue  Yariabele  y  mittelst  der  Substitution 

ex  -\-  Ih  =  y  ,    cdx  =  dy 
einfuhrt,  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

^  J  a  +  hx  +  cx^       J  (ac  — i&2)  ^  y« ' 

Hier  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  ac  —  \y^  positiv,  Null 
oder  negativ  ist;  denn   der  Werth   des  Integrales  erhält  nach   den 
Grundformeln  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nen- 
ner die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt 
Im  ersten  Falle 

ac  —  Jl>«  >  0    oder    4 ac  —  b«  >.  q 
istVac  —  Jl>*  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen; 
die  Gleichung  3)  giebt  dann  unter  Anwendung  der  Fundamental- 
formel 6) 

— ,  ,  ^: =   /    ^  f   ,  =  —  arctan  —  +  Const, 

a+hX'\-cx^       J  a^  +  y^        a  a    ' 

SohlOmilch,  Analysii.  21 
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Nach  Bestitation  der  Werthe  vop  y  und  a  hat  man  ^ 

dx  2  ,        h  +  2cx      ,     *'   2 

i  +  hx  +  cx^       V4ac  — 62  y4ac  — 5« 

4ac  —  62  >  0. 
Im  zweiten  Falle  (ac  — |62=o)  wird  die  Gleichung  3)  eur  fol- 
genden 

f—^1—--    r^==^l  +  Const. 
J  a  +  hx  +  cx^       J   y^  y 

d.  i.  vermöge  des  W«rthes  von  y 

5)  f     ,  /^,  _g^  +  c^. 
^                   7  a+6a?7fca;»  l>  +  2ca? 

4ac  —  6«  ===  0. 

Im  dritten  Falle  (ac— 3*?>2<;0)  ißt  Jb^  — ac  positiv,   mithin 

V- "*^ 

\h^  —  ac  eine  reelle  Grösse, ^liie  a  heiseen  möge;  die  Gleichung  3) 

lautet  jetzt 

J  a  +  bx  +  cx^        J  —a^-\-y^        J   a^^y^ 

2a    \a^yj  ^ 
und  daraus  ergiebt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  y  und  a 

6)  f  J-      ,=  -T7-^=^    .Vg34j;+Z,  +  2..X 
J  a-^hx-\'CX^  y  b«— 4ac    \l/63_4ac— 6— 2ca;/ 

4ac  —  62  <  0.^ 
Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  vod 
der  identischen  Gleichung 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  l  ( —  1)  in  die  willkührliche 
Integrationsconstante  einrechnet;  es  ist  dann 

7)  f        ^^       —  '^  ^/b-^2cx^V}>^--^e\      ^^^ 
V  a+6ir+ca?«          V5«— 4ac    \6  +  2ca;— Vt«— 4ac/ 

und  man  wird  nun  die  Formel  6)  oder  die  Formel  7)  benutzen,  je 
nachdem  im  speciellen  Falle  V  6^  —  4^0  mehr  oder  weniger  als  6  -|-  2 ex 
beträgt 

n.     um  das  zweite  der  in  Nro.  2)  verzeichneten  Integrale  so 
entwickeln,  gehen  wir  von  der  Di£Perentialformel  aus 
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Die  ümkehning  derselben  giebt 
h'\-2cx 


L 


dx  =  l(a  +  6«  +  cx^ 


a  +  bx  +  cx^ 
oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

J  a-\'lx-\'cx^   ^       J  a-\-}>x+cx^        ^ 

und  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 
hält man 


S)f—J^ =  ±ica  +  hx  +  cx^)-  —  f- 


dx 


hx-^-cx^        2c    ^  2c J  a-^hx+cx^ 

Bas  gesuchte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte- 
gral zurückgeführt 

III.     Setzt  man  in  der  Gleichung 

f  ty^  ,^--^f  ..A  ,+^/'  ...''1  , 

J  a  +  hx+cx^  J  a'\-hX'f'CX^         J  a  +  bx  -{-cx^ 

statt  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Wertfa  aus  Nro.  8), 
so  erhält  man 

Bx 

\  +  cx^^ 
5  w     .  ,      .       »X    .    2Äc--Bh    r         dx 


9)  f    ^  +  f-   Jx 

J  a  +  hx-*  -"* 


.l(a  +  l,a,  +  o.»)+£i^/- 


2c   ^  2c        J  a  +  hx  +  cx^ 

und  damit  erledigt  sich  die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
braischen Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 

§.69. 

Folgerungen  aus  dem  Vorigen« 

Bevor  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
vornehmen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  übersteigen,  wollen  wir 
erat  nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

x^dx 


fi 


(a  +  da?  +  ca?«)«+» 

auf  die  obigen  Integrale  zurückgeführt  werden  können,  wenn  m  und 

n  ganze  positive  Zahlen  sind. 

Bezeichnen  wir  das  Trinom  a  +  5a?  -|-  cop*  kurz  mit  T,  so  ist 

durch  gewöhnliche  Differentiation 

21* 
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unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(b  +  2cx)^  =  4or—  (4ac  — 5«) 
und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  wird  hieraus 
./l>  +  2cx\        .  ,„.         äx  ^  ,^         ,.  äx 

Die  Integration  giebt 

-^  =  (iac-l^nj  ^5^  _2c(2«-l)y  —  ; 

reducirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setzt  zur  Ab- 
kürzung 
1)  4ac  —  52  =  A^ 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 


r  dx     _  l>  +  2ca?        (2n— l)2c  T i^ 

Diese  Reductionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  von 

Cdx       pdx        Pdx 
J  T^'  J  'T^'  J    T*  ' 

indem  man  successive  n  =  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  .  nimmt  und  jeden  gewonne- 
nen Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt.     Man  hat  demnach 

Cdx        l-\-2cx    ,    2c   Pdx 
fürn=l,    J  —  ^-^^^  +  -J—. 

"wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen 
Paragraphen  bekannt  ist;  femer 

Pdx  _  l  +  2cx    ,    Bc^  Cdx 

turn  — 2,    J   ^3—    ^^^^    '^    xj   T^ 

_  l-\-2cx        Bc(h  +  2cx)        6£2    Pdx 


Ueberhaupt  können  nach  diesem  Verfahren  alle  Integrale   von 
der  Form 

dx 

f 

auf  das  in  §.  68,  I.  betrachtete  Integral  zurückgeführt,  mithin   auch 
vollständig  entwickelt  werden. 


/1 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Cap.  XI.    §.  69.   Fortsetzung  aus  dem  Vorigen.        325 
Weiter  ist  nnn,  wie  man  durch  DiiSerentiation  findet, 

oder,  wemi  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt, 

Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 
-^  =  (m-  l)ay    y,^i    -  (n^m  +  l)«^^     yn  +  i 


.       ra?^da? 1__ 


-m-l 


l)c       T« 

_    (n  — w  +  l)l>    ^£^121^  j_       (wt— l)a       Cx'^-^dx 
(2»  — m  4- 1)00/     T«+i     "^(2n  — m  +  l)c7     T^+i 
Geht  man  von  dem  Werthe  m  ==  1   aus  und  sieht  das  Integral 
700  dx  :  T'^^^  als  bekannt  an,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die 
Integrale 

Pxdx  Cx^dx  Px^dx 

J  T«+i  •        J   T«  +  ^  •        J   T^  +  i  '  '  *  * 
entwickeln,  nämlich 

_  Pxdx    _  1 h     r   dx 

'"■"    •        0/   T«  +  i  ""       2»cT«         2cJ   T^  +  ^' 

—  Q  fx^dx X (n—  1)5    r  xdx 

"*""    •        0/   T«+i  ~       (2n— l)cT«        (2n— l)c7    T»+i 

+  (2n— l)c7  T»+i  ; 
wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vori- 
gen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successivie  Anwen- 
dung der  Formeln  2)  und  3)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes  Inte- 
grales von  der  Form 

''A  +  Bx  +  Cx^  -\ 4-  Hx^ 


ß 


vollständig  ermittelt  werden. 


•dx 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  bemerkeu,  dass  die  Gleichung  3)  für 
negative  m  gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrung  einer 
für  alle  möglichen  m  und  n  richtig  bleibenden  DiiSerentialformel  dar- 
stellt. Lassen  wir  nun  —  m  -]-  2  an  die  Stelle  von  m  treten,  so 
nimmt  die  Gleichung  3)  folgende  Form  an: 

f       dx 1 1 

(n  +  m  — l)l>    r       dx (m  — l)a        C     dx 

(2n  +  m—l)cJ  a?«»-iT»  +  i        (2»+m  — l)c7  a^'^T'+i 

und   wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  hafc  man 

4)  r_i^=_ i 

(w  +  m--l)ft  r       dx         __  (2n  +  w— l)c  r       dx 
(m— l)a    o/ a?~-^T»+i  (m— l)a     J  x^-^T^^^' 

Für  m  =  1  ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  man  kann  in 

diesem  Falle  die  Substitution  x  =  —  anwenden  und  erhält  dadurch 

z 

direct 

M^n-^idx 


r ^? =^  r. 

J  x{a-\''bx-\'Cx'^Y^^  J  0 


wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  2)  und 

3)  auszuführen   und  nachher   rückwärts  4r  =  —    zu    setzen    hat. 

'  X 

Nimmt    man  hierauf  in  Nro.  4)  fn  =  2,  3,  •  •  .  ,  so  kann  man  die 
Integrale 


C     dx  C     dx 


der  Reihe  nach  entwickeln  und  überhaupt  den  Werth  jedes  unter 
der  Form 


stehenden  Integrales  ermitteln. 


dx 


(a  +  da? +  (?»«)»+* 
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§.70. 
Die  Integration  echt  gebrochener  Fuiiotionen. 


Wenn  es  sich  um  die  Ansführung  der  Integration 


J  1 


dx 


handelt,  worin  m  und  n  '^  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist 
es  von  Vortheil,  zunächst  rc»  von  seinem  Coefficienten  zu  befreien, 
was  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  Nq 
diyidirt;  der  neue  Nenner  heisse  dann  F(x),  der  Zahler /(a?).  Wir 
unterscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  62. 
L    Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F(x)  =  (a?  — a)0»  — l>)(aj  — c)  ....  (a;  — ft), 
wobei  a,  Z>,  c,  .  •  .  X;  als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wer- 
den, so  hat  man 


/(*><!* 


J  \x  —  a       x  —  b        x  —  c  x  —  h/ 


dx. 


Bei  reellen  a,  &,  c,  .  •  .  X;  lässt  sich  die  Integration  sofort  aus- 
fuhren und  giebt 


J  j 


■dx 


F(xy 

=Al(x  —  a)  +  Bl(x  —  l)  +  Cl(x-c)+-'-  +  Kl(x—h)  +  Const. 
Hiernach  ist  z.  B. 

,        r  x'  —  7 

J  «8  +  2«»  — 6»— 6 
=  l(a!  +  l)  —  ll(x  —  2)  +  \l(x  +  3)  4-  Consi. 
Sind  einige  der  Grössen  a,h,  c,  .  .  .  h  von  complezer  Form, 
etrs  a  =  j>  -(~  *2«  ^  =^P  —  tfli  so  giebt  die  Formel  8)  in  §.  62 


=/, 


J  F(x) 


^äx 


Fix) 


das  noch  übrige  Integral  rechter  Hand  gehört  unter  diejenigen,  wo- 
mit wir  uns  in  §.  68,  III.  beschäftigt  haben,  und  kann  daher  ent- 
wickelt werden.    So  ist  z.  B. 
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=  |?(5  — 4aj  +  a;2)  +  Aarctan{x--2)  —  ?(!  +  «?)  +  öww«. 

IL     Es  sei  femer  F{pS)  von  der  Form 

Fix)  =  (ä  — a)«(aj-.5)i»(iB  — c)y («  —  *)« 

mithin 


/(a?)  _        Ä  Äi  ,     ^«~ 

F(x)  ~  {X'-aY  "^   (a;  — a)«-i  "*  "^  a?^c 


+ 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  &,  c,  .  .  .  %  reell  sind,  bat 
man  sogleich 

F(x) 


h 


(a.—\){x-af-^     (a— 2)(«!-a)«-»  x—a 

B  Bi  B, 


£ 3 £1 3 £fci+B.  il(x-b) 

(ß-l)(x-b)P-^     (ß-2)ix-b)ß-^  x-b^^P-^   ^       ' 


Kl  Kx—3 


(x-l)(ir-Ä)«-i     (x-2)  («-&)«-»  x—k 

So  ist  z.  B. 

r  dx 

J  x\x—iy(x  +  i) 

~J  b«  "''  «5  +  7  +  2(a!— 1)»  ""  4(a;— 1)  ~  4(j;  +  1)J '^^ 

=  -2^-7  +  2^*-2^-^<^-^)-^(^  +  l)+<^ 

Wenn  endlich  unter  den  Grössen  a,b,  c,  ...  %  complexe  Zah- 
len vorkommen,  so  entstehen  Partialbrüche  von  der  Form 

[(*-!>)» +2*]'    * 
WO  s  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  auch  diese  sind  nach  §.  69  immer 
integrabel.     So  hat  man  z.  B. 
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x+l 


/ 


ix^  +  l)Hx-l) 


dx 


_  /T  X       _  1^  x+l        1^     1    1 

=j ;;qri  -  t^(«'*  + 1)  -  i" «**«*•«*  +  y'^^- 1)  +  ^'^^ 

Ein  paar  allgemeinere  Beispiele  für  diese  Integrationsmethoden 
sind  folgende. 

m.    Nach  §.  62  (S.  295)  gilt  unter  Voraussetzung  eines  gera. 
den  n  die  Zerlegung 

1)         •      a?"*"^  _  1_      1        ,    (— 1)"*       1 
a?» — 1        n  x—1  n      x-\-l 

,    2  Tr-\(x  —  CQg/^^)  cog/^ wO'  —  sinhd' sinhtnd' 
+  n^  x^  —  2a?c(?sÄa'  +  1 

Ä  =  2,  4,  6,  ...»—:  2 ; 
dagegen  ist  fär  ungerade  n: 

2)         f!lli  —  i  _L- 

a;*»— 1        n  x—l 

■^  n"^  a?«— 2a;c(?sÄa'+l  ' 

mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
leicht  zu  prüfenden  Formel 

/(a?  —  coshd")  coshmd'  —  sinhd"  sinhmd'  , 
x^'—2xcoshd'+  1 

=  cosÄw^»lZ(a?^  —  2xcoshd'  4-  1) —  sinhmd' ,  arctan  — t-t-^ — , 

80  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten: 

a.  für  gerade  n  und  ^  =  — : 

//»m— 1  1  / "iNm 

-  ^^[sinhm^.  ardan  ^^^^]  +  C, 
Ä  =  2,  4,  6,  .  .  .  w  —  2 ; 
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b.  für  tt&gerade  n: 

^^21  sinhmd' .  arcUm  — ^-=-5; —  1  +  ^« 

Ä  =  2,  4,  6,  .  . .  n  —  1. 

IV.     Nach  §.  62  (S.  296)  ißt  für  gerade  n: 

V       d?"""^  2  -s^ —  {x  —  C08h^)co8'hm%'  +  sinhd'  sitihrnd" 

^      iP»+T~n*-^  x^  —  2xcosh^+l  ' 

^  =  1,  3,  5,  •  •  •  •  9t  —  If 
dagegen  für  ungerade  n: 

a.m-1        (— l)m-i       1 


^6) 


a?"+l  n        oj  +  l 

2^ — (x  —  cosh^)  coshmd'  +  sinhd'  sjnhmd' 


Ä  =  1,  3,  5,  .  •  .  n  —  2 ; 

mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dx  und  integrirt  wie  vorhin, 
80  erhält  man 

a.  far  gerade  n  und  ^  =  — : 

9} 

Ä  =  1,  3,  5,  .  .  .  w  —  1 ; 

b.  für  ungerade  n : 

l=+T'"  =  ^4— '"  +  » 

—  i^^UofiÄm«^ .  Z(a?«  —  2fl?  cosAÖ'  + 1)1 

Ä  =  1,  3,  5,  ...  »  —  2. 

y.     Auf  die  soehen  entwickelten  Integrale  läast  cdch  das  etwas 
allgemeinere  Integral 
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/: 


dßf 


aß*"  ±  b 

leicht  Kurückfiüiren.    Unter  der  Yoraussetzimg,  dass  a  und  h  an  liöh 
positiv  dnd,  Bubstitnirt  man  nämlich 

1  l 


ond  erliält 


wo  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelbar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  dass  auch  jede  Integration 
Ton  der  Form 

""Ä  +  Bjs  +  Cjg^  +  ...  +  Kzr 


ß 


az'Th ^' 


rölli^  ausgef&hrt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand- 
)  derselben  die  eben  erwfthnte  Substitution  anwendet 
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Integration  irrationaler  Functionen. 

§.71. 
EinflEUShBte  Falle. 

Unter  den  FundamentaJformeln  des  §.65  befinden  sich  nur 
wenige,  die  zur  Integration  irrationaler  Functionen  dienen  können; 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  darin  nur  Quadrat- 
wurzebi  aus  ganzen  Functionen  ersten  oder  zweiten  Grades  vorkom- 
men. Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  Verallgemeinerun- 
gen jener  Integrale. 

I.    Das  einfachste  von  den  Integralen  irrationaler  Functionen  ist 


/^ 


ein  allgemeineres  erhält  man  aus  der  Formel 


/ 


(a  +  M^d*  =  (?i|^  +  Cburf. 


für  fi  =  Ä  —  |,  wo  fc  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeu- 
ten möge;  es  wird  nämlich 


J  Vö+b«  (2fc  +  1)& 

Man  hat  ferner  durch  theilweise  Integration 

J    Vo+ba;         y/o+fta;  J  J  Va-\.hx 

=-' (2fc+l)b (2FFi)67  *"  H«4-M*Va+l»*ix 
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oder,  wenn  in  dem  Integrale  rechter  Hand 

gesetzt,  jeder  einzelne  Theil  integrirt  and  die  Gleicliiing  mit  (2jfe  -|-  l)b 
moltiplicirt  wird, 

=  2x«(a  +  bx)*  Va  +  lx  -  2ma  /'«''"    V«  +  M*^^ 

J       V  a-\-bx 

(a+hx)* 


J     Va  +  bx 


Schafft  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite, 
80  erhält  man 


"(g  +  bx)* 
Va  +  bx 
2g«'(a  +  bxyVa  -\-  bx     2ma  fx'^^ja  +  bxy 


J     Va  +  bx 


~T7 


dx. 


'    (2i»  +  2Ä  +  l)5  (2m  +  2Ä+l)57       M a^hx 

Form  =  If  2,  3  etc.  ergeben  eich  hieraus  der  Reihe  nach  die  Inte- 
grale 

J   Va-\-bx  J    Va-\-bx 

daher  lässt  sich  auch  dae  Integral 

Cf{x){a-\-bxy 


f- 


dx 


Va^ybx 

jederzeit  entwickeln,  wenn  f{x)  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  von  x^  und  h  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet. 

IL     Um  femer  den  Werth  des  Integrales 

dx 


A 


Va  +  hx  +  cx^ 

zu  bestimmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  L,  doch 
müssen  wir  dabei  die  Ealle  eines  positiven  und  eines  negativen  c 
onterscheideü. 

Der  absolute  Werth  von  c  heisse  y,  so  ist  im  ersten  Falle  c  a 
-f-  y  und 
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J  Va  +  bx  +  yx*       J  Yay  +  hyx  +  y*afl 


Zur  Abkürzung  sei  ay  —  J2»'  =  A;  und  gleichzeitig  werde  eine 
neue  Yariabele  y  mittelst  der  Gleichung 

eingeführt;  es  ist  dann 

=^r' '8  «•+)■*+ V  )■(<.+»«+}■«■)) +  c 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdruok  bringen  wir  auf  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  2  und  setzen 

— -i=:-J2  +  C=  Canst.; 
Vy 

vermöge  der  Bedeutung  von  y  haben  wir  dann  folgende  Integral- 
formel 

3)  f.      ^^ =  -^  Z(&+2ca?+2VT/a+fta?+ca?«)+  Const. 

J  V  a-^-hx+cx*        VC 

e>0. 
Im  zweiten  Falle  c  =  —  y  rechnen  wir  ähnlich: 

dx r  YTäx 

y  a-^-hx  —  ya?*       J  V ay  •\''byx  —  y^x^ 

und  setzen  J5*  +  «^y  =  «'» 

yx  —  \b  =  y,    g  =  '^  y    ,    <»«  =  ~<iy; 

dies  giebt  unter  Anwendung  einer  bekannten  Fundamentalformel 

Va  +  baj—ya?»      Vy^/  V a«— y«      Vy  « 

Nach  Substitution  der  Werthe  von  y  =s  —  c,  a  und  y  folg^ 
nun 


Digitized  by  CjOOQ IC 


fv7- 


Cap.  Xn.   §.  71.   Einfachste  Fälle.  335 

äx  1       •      .    —  5— .2ca?    ,    ^     . 

===== =  ^1        arcHn  ^,  +  Canst. 

\  +  hx  +  cx*       V—c  V5»  — 4ac 

c<0. 

Der  dritte  Fall  c  =  0  bedarf  keiner  Erörtening«  weil  er  auf 
das  zu  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  zurückführen  würde. 

nL  Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als 
Ausgangspunkte  für  fernere  Fntwickelungen  dienen,  wenn  man  die 
in  §.  69  unter  2) ,  3)  und  4)  entwickelten  Reductionsformeln  damit 
in  Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln 
die  ümkehrungen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  für  belie- 
bige m  und  n  gelten.     Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

5^  f  ^^     —  ^  +  ^g^    I    (2n— l)2c  Pdx 

[T=  a  +  6a?  -f  ca?«,    l  =  4ac  —  6*] 

der  Reihe  nach  n  =  |,  |,  |  etc.,  so  gelangoi  wir  zu  folgenden  Olei^ 
chimgen : 

/äx       5+  2ca; 
tVt  ~     kVr  ' 

/dx      _  ^fc  +  2ca?       8c^  P  dx 
t^Vt  ~  •  xtVt     3x7  tVt 

u.  s.  w., 

ans  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

/dx 

worin  h  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollst&ndig  entwickeln 
lasst  und  für  X;  >>  0  eine  algebraische  Function  von  x  ist 

\  Kehrt  man  diiS  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech* 
ter  Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

^         J  T^~      (2n— l)2cT«  "^  (2n— l)2Co/   T»+i  ' 
förn  =  —  |,  —  |,  —  I  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 


VL  B.  W., 
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durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

für  ein  ganzes  positives  h  entwickeln  lässi  —  Ueherhaupt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 

Ctp  dx  =  j{a  +  5a?  +  cx'^y  dx 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  +  (k  -j-  |)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  69  folgt  hieraus  unmittel- 
bar, dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

I  x'^TPdximd    I -^TPdx 

entwickelt  werden  können ,  indem  man  n+  l=i:(fc  +  D  setzt 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfährt.  So  erhält  man  z.  6. 
f ürn  =  —  |: 


/x'^dx fl;m~iyy        (2m— 1)&     /^a?"*""^  c 
Yt   ~       ^c  2mc       J      Yt 

mc     J    Yt 

woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  rx^dx  Px^dx 

Vt  '   JITt'   JTt"" 

der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.  72. 
Integration  duroh  Wegschaffong  des  WurzelsseiohenB. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Yariabeln  von  der 
Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu  einer 
vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen  werden 
kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale  Form 
und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  Die  Fälle, 
bei  denen  das  genannte  Verfahren  gute  Dienste  leistet,  sind  folgende. 

L  Um  ein  Badical  von  der  Form  V  a-]-  ßx  wegsuicbafiren, 
setzt  man  einfach 
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1)  Va  +  ßx  =  y,  mithin  x  =  ^^7""  ,     dx  =  ^<iy; 

da  die  Werthe  yon  x  und  dx  rational  sind,  so  leistet  die  Substitution 
das  Verlangte. 

Hiemach  ist  z.  B. 

r ^£_=i  r^^=±  r(i i_Vy 


fl 


Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung 

äx 

(a^hx)V«+ßx 

_  £  r       yäy r       dy 

Hier  ist  zu  unterscheiden,  ob  aß  —  ha  und  h  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen ;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra^ 
tion  leicht  ausgeführt  werden. 

Dfus  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 

Radical  von  der  Form  k  a  +/Ja?  wegzuschaffen  ist;  man  setzt 
nämlich 

K  a  4-  pa?  =  y,  mithin  x  =  ^—5 —  ,    dx  =  -^^-5 — dy 

P  P 

ond  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

II.     Wenn  ein  Radical  von  der  Form  V  a*  +/J2^2  vorkommt, 
80  ist  die  vorige  Substitution  ohne  Nutzen;    die  Gleichung 
Yu^  +  ß^x^  =  y  giebt  nämlich 

_  Vy»-a«  _       ydy 

X  = 3 »    äx  =     ,y  , 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
statt  deren  aber  durch  x  und  dx  zwei  neue  Radicale  hereinbringt. 
Man  setzt  in  diesem  Falle 
2)  Va^  +  ß2a,^^ßx  ^ 


Sehlfimiloh,  Aiudysis.  ,22 
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hieraus  folgt 


g  =  l  '^—y^ 


,   Vtt«  +  /i^a;'  =  tt^  j"^*. 


und  diese  Ausdrücke  sind  sämmtlich  rational. 

Mittelst  des  angegebenen  Verfahrens  erhält  man  z.  B. 

r       äx         ^  _  2  f       ^y       . 

o/  (flF  +  5a;)ya2^-]32a.2  J  ha  +  2aßy  —  bay^'  . 

nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seite  gleich 

Va^ß^  +  h^cc^    ^aß  —  hccy  —  Va^ß^  +  h^a^/ 
und  wenn  man  hier  den  Werth  von  y  aus  Nro.  2)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

4)  r ^-^ 

J  (a+  hx)  Va»+/3«a!« 


Ka«/J*  +  6«a2  ^aß -^Ißx—hV  «»+ ß^x^—Va^ß^  +6*«'/ 

III.    Um  ein  Radical  von  der  Form  Va*  —  ß*x^  wegzuschaffen 
benutzt  man  die  Substitution 


welche  giebt 

die  letzten  drei  Ausdrücke  sind  rationfU  und  bringen  daher  keine 
neue  Wurzel  in  das  Integral. 

Nach  diesem  Verfahren  erhält  man  z.  B. 

r  äx  _       ,   r  dy 

t/   (a  +  hx)Va^  —  ß^x^  J  a/J  +  5a  +  (a/3  —  5a)j^«  ' 

hier  ist  zu  unterscheiden,  ob  a/J  +  b«  und  aß  —  ba  gleiche  oder 

entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen,  ob  also  a^ß*^  —  b*a*  positiv, 

Kuli  oder  negativ  ist;  den  genannten  Fällen  entsprechen  die  Werthe 
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^^       4-  Gmse., 


a/J  +  6« 


_       1         /}^+^+i;b^^=^.y)  ^  c^,,. 

y&'o«  — o«/J«  W  5a  4-  a^  _  y  Ja  —  a/J . y/ 
Nach  Wiedereinsetznng  des  Werthes  von  y  gelangt  man  zu  fol- 
genden drei  Integralformeln  • 

7)  für  a*i3»  — b'a*  >  0,        / ^f 

-  -  ,,        '  ardan  VMEMI^EM  +  f^. 

Va«^»  _?,*„«  K    (o/S  +  ba)  (a  +  /3x)  ^  ' 

8)  für  a«^»—  feä««  =  0,       / f'^ 


9)      för  a»/32  — ft2a2  <o,      j 


(a  +  5a;)  Vaä--^ 


1  ^/Y(fe«+«ffi(«+/^^)+^(^g-^/?)(«~^^)\  .  g 
Vft2a2_a2/3«  Vy  (5a+a/3)(a+/5a:)— V  (ba—aßXa—ßxy 

Als  zweites  Beispiel  diene  folgende  Entwickelang.    Nach  Nro.  6) 
erhält  man 

/dx  _  r        (l+y^)dy 

2  /*(  1  2£  ) 
r=^  V  il -f  «  +  (1  -  «)y»  ~  [1  +  c  +  (1  -  f)y«]»|  ''y- 

und  wenn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  Beductions- 
formel 

r      äy       ^  y  l^   r    dy 

J  {a-\-cy^y       2a(a4-C3/2)  "^  2a  J  a  +  cy^ 
anwendet,  so  findet  man  für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung: 

2       I  ^y /  dy  ) 

1  — £2  \i+s  +  (l^B)y^       J  l+B  +  (l^B)y^) 

Die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  ausführbar,    wobei  die 

Fälle«2<;;;;  1,62  =  1  unda«>«  1  zu  unterscheiden  sind;  durch  Re* 

ititation  des  Werthes  von  y  erhält  man  schliesslich 

22* 
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dx 


10) 


für 


1       («y  1  —  aj» 


6«<  1,  / ^, 

J  (l  +  aaj)«yi-.a?2 


1  —  «*  (   1+6«  y  1 «a 

11)  fiare»=l, 


»orcto» 


L-6)(l-a!) 


Ik«' 


r  dx  _        1   2  +  a?1A-a? 


12) 


für«2>  1, 


fia;)2yi— a?3 


^(1+ 

"*«-i  vv  (i+o(i+^)-y  (i-*)(i~a:)/)  "^  • 


1   (    bYT^^ 

~«a— 1|       l+fo? 

IV.  Durch  ähnliche  Substitutionen,  wie  sie  in  den  beiden  vori- 
gen Abschnitten  benutzt  wurden,  lässt  sich  auch  eine  Wurzel  von 
der  Form  V a  -{-  ßx  +  yx^  wegschaffen,  wobei  y  an  und  für  sich 
immer  als  positiv  betrachtet  wird. 

Im  Fall  das  obere  Zeichen  gilt,  sei  zur  Abkürzung 
13)  Y  ^ay  —  ß'^  =  %\ 

nian  benutzt  dann  die  Substitution 

2y7"y«  +  /8a?  +  ya?^  —  (/?  +  2ya?)_ 


and 

A 

erhält 
f                                          A(l-y»)-2/Jy 

All«' 

15) 

%  1+y», 

<^*  =  -  777  -^iy- 

4y  y2 

Wenn  dagegen  das  untere  Zeichen  gilt,  so  setze  man  zur  Ab-  , 
kürzung 

16)  y4ay  +  /3a  =  ^ 

und  mache  Gebrauch  von  der  Substitution  1 


17)  yfi  +  /?-2ya; 

aus  welcher  sich  folgende  Werthe  ergeben 


=  y. 
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'-        2y(l+y»)        ' 


V«4-/»«-y««  =  :j^j^. 


Nach  diesen  Formeln  hat  man  z.  B. 

f  dx  ^ 2_  r   dy 


2  2  \   /  ß 

=  —  77=-  a/rdmy  =  —  rp=-  arcfa»  1  /  r — ^-—^  • 

V7  Vy  1/    i^^llzzl 

Hier  I&sst  sich  arctan.  in  oroeog.  oder  aresin*  umsetzen,  wenn  man 
bemerkt,  dass  aus  der  Gleichung  cosu  =  »  folgt: 


iom 


A 


2arcfan  1/  -— r —  =  arccosa  =  -r-  —  arcw»jr; 
f    1  -{-a  2 

es  wird  nämlich 

dx  1  ,   2ya? — ß   .    ^     . 

Va  +  /Ja?  — ya?«       Vy  f* 

was  mit  Formel  4)  in  §.  71  übereinstimmt. 

§.  73. 
Integration  binomischer  Difll^rentiale. 

.   unter  dem  Namen  der  binomischen  Differentiale  versteht  man 

Ausdrucke  Yon  der  Form 

JL 
X'^-^(a  +  hx'')9dx, 

worin  m^  n,  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
gration solcher  Differentiale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen^ 
entweder  durch  Wegscha£[ung  des  Wurzelzeichens,  oder  -durch  Re- 
daction  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 
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L    Setzt  man  erstlich 


i-i 


80  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differential  vorhanden,  so- 

bald  —  eine  ganze  Zahl  ausmacht.     So  z.  B.  hat  man  nach  den  obi- 

gen  Formeln 

fx^il-'X^ydx  =  —  jf(0'f'-iyz^dg, 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  0  durch  Entwickelnng  von 
(xr^  —  1)3  ausgeführt  werden  kann ,  und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  0  aus  der  Gleichung 

.=(£;=ii)L(,-..,i 

ZU  nehmen,  also 

jef  =  (l— aj2)| 
einzusetzen  ist. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  rationalen 
Form  führen  kann,  ist 

i  L 

o\                      /    ^    \"   1      j               2öt*      09'^^d0 
3)  X  =  [  ■— — 7 )   also  (?«  =  —  i— ; 

man  erhält  durch  dieselbe: 

0P-^9-ld0 


^T-4-^+i 


4)      fx^-^(a+hx^)f  dx^—  -^il—l  r. 

und  hier  wird  das  Differential  rechter  Hand  rational,  wenn 1-  — 

n  q 

eine  ganze  Zahl  ist.     So  hat  man  beispielsweise 
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und  darin 


=(^) 


X 


nach  welchen  Angaben    die  Rechnung   keinen   weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 

n.    lat  weder  —  noch 1-  ■=-  eine  ganze  Zahl ,  so  lässt  sich 

»  n  q 

das  binomische  Differential  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 

man  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Reductionsformeln, 

die  übrigens  allgemein  für  beliebige  m  und  n  gelten. 

Bezeichnen  wir  —  kurz  mit  8  und  a  +  hx^  mit  Z,   so  giebt 
die  partielle  Integration: 

Jx'^-^X'dx  =  X'  fx'^-^dX'-s  fx'-^dX  fx'^-^dx 

=  fX*^^8  fx'-'dX—, 
m        J  m 

und  weil  dX  =  Inx^^^dx  ist: 

5)  fx^-^X'dx  =  ^^  -  —  fx^  +  ^-'X'-Hx. 

J  m  m  J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
von  m  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  s  wünschenswerth  ist. 

Durch  Ümkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

fx^+n-^X'-^dx  =  ^^-^  —  r^  fx^-^X'dx 
J  uns  onsj 

oder,  wenn  m  —  n  für  w  und  s  +  1  für  s  gesetzt  wird, 

x-'-^X^dx  =  \   ,    ,   ^.    -  r^T-TTT  /  ^"»-"-'X'  +  ic^o;; 
ln{s  -|-  1)         hn{s  +  \)J 

mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrössert  gleich- 
zeitig $. 

Wenn  man  ferner  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
Jx'^-'^X'dx  =  y  aj«-i(a  +  5aj»)X*-'c?a; 

=  a  Cx"^-^ X'-^dx  +  h  y  a?"»+»-iX*-ic?a? 
mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zunächst 
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m  J 


m 


in  dieser  Oleichung  schreiben  wir  s  +  1  f ür  s  und  sehen  das  erste 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

J  am  am         J 

diese  Reductionsformel  vergrossert  m  ohne  s '  zu  ändern.  Druckt 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  und 
schreibt  nachher  m  —  n  für'm,  so  ist: 

8)  L^-^x'ä^  =  ^T!^  _  ^a^  A-.-x.d:., 

J  5(w  -f  ns)         }>\m  +  ni)J 

womit  eine  Verkleinerung  von  m  ohne  Aenderung  von  s  herbeigeführt 
wird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand: 

jx'^-^X^dx 

^zafx'^-^X'-^dx-^l^^^  ""  &^y^'"'"^^'^' 
Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fx^-^X'dx  =    '^"!.-^*    +     ^y      fx'^-^X'-^dx, 

J  m  +  ns       m  +  nsj 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s  ohne  Aenderung  von  m 
dient.  —  Schreibt  man  noch  s  -)-  1  für  3  und  reducirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

J  an(8  +  1)    '     an(8  +  l)J 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  8  ohne  Störung  des  m  zu 
vergrössem. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Reduc- 
tionsformeln  die  benutzen. wird,  welche  im  gegebenen  speciellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z.  B. 
das  zu  entwickelnde  Integral 
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r    x^dx  r  *._!,         .-1  . 

/    y  =    /  X     a(a— a?)    «io?, 

*^   V  ax  —  05*       «/ 

und  darin  A;  eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
successive  Verkleinerung  von  h  auf  das  Integral 


li 


dx  .   2ä  — a    ,    ^    ^ 

,  =  arcstn f-  Ccnst. 

ax  —  x^  ^ 


zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  und  man  erh&lt  dadurch 

r    x^dx      _ _  g^-^Vaa^  —  a?«       a(2Ä;  — 1)  C  x*-^dx 
J  Vax^x^  ~  *  '^         2k      J  y ax--x^  ' 

wie  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71   finden  kann.     Aehnlicher 
Ueberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Reductionsformeln  für 
m  —  n  =  0,  sowie  für  w  +  ns  =  0  nicht  in  Anspruch  genommen 
werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
nen lässt  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die  Difife- 
rentialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  genannten 
Beduddonsformeln  nicht 


§.74. 
Integration  mittelst  unendlicher  Beiheiu 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
eines  irrationalen  Differentiales  auszufuhren,  so  benutzt  man  gewöhn- 
lich das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  stellt  das  Integral  als 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
so  mancherlei  Modificationen ,  dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
sein  dürften. 

a.    Handelt  es  sich  um  das  Integral 

J  V  1  —  («»  +  /S*)a?»  +  a«/J«a;*  ""  J  Vi  — a^a?«  Vi— /J^aj« 
worin  a,  /3  und  x  echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  ver- 
schiedene Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
dem  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Reihe  verwan- 
delt oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  ist  es  von  Vortheil,  den- 
jenigen Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
Brüche  a  und  ^  enthält,  weil  die  Reihe  um  so  rascher  convergirt  je 
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kleiner  die  Grösse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortschreitet     Unter 
der  Voraussetzung  a*  >  ß^  erhält  man  zufolge  des  Gesagten 

r dx 

J  V(l  — a»aj2)(i«.|32a.2) 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  Xo,  X»,  X^ 
etc.  bezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinzufügt, 

1)  /"-= ^^  +  C(mst. 

J  V(l  — a»a;«)(l— /S«»«) 

Das  erste  der  Integrale  Zo,  X3,  X4  etc.  ist   unmittelhar  be- 
kannt,  nämlich 

^v  _        aresin  ax 

2)  2.=— j^; 

zur  Berechnung  der  übrigen  dient  die  Reductionsformel 

x^dx 


f 


V 1  — «»«« 


^^^^ 1  r  x^-^d» 

+    """o/  Vi-««»» 

3)  X^ 


oder 

ma*  * 

worin  der  Reihe  nach  m  =  2 ,  4 ,  6  etc.  zu  setzen  ist. 

Will  man  den  zweiten  der  angedeuteten  Wege  gehen,  so  bat 
man  die  beiden  Gleichungen 


Vi  —  a^x^  2  ^2.4  *   2.4.6 

mit  einander  zu  multipliciren ;  das  Resultat  ist  von  der  Form 
1 


V(l  — «^a?')(l— /S^aJ«) 
und  zwar 


=  Co  +  C2«2  +  04»*  +  Ce»«  4- 
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C4  =  1(3  a*  +  2a^/S2  +  3/S*) 

Ce  =  ife(5a«  +  3a*/J«  +  3a»/J*  +•  5/3«) 


Darch  Integration  erhält  man  hieraus 

5)    f  ^^  =  ^  4-  ^^  4-  ^^  + 

J  V{l-a^x^)(l^ß^x^)  1     "^     3      "^      5      "^ 

wo  nur  noch  eine  willkührliche  Constante  heizufügen  ist. 

b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


fV 


1  —  52^.2 

dx,  ««  <  1,  a;2  <  1, 


1— 0?« 

welches  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung  /  / 

vorkommen  wird.    Ist  6  ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  =  Jk  2,      »  A/ '  , 
so  thut  man  am  besten,  nur  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  verwan-  . 
dein  und  zur  Abkürzung 

x^dx 


A 


Vi— a?3 
zu  setzen.     Man  findet 


=  ü„, 


und  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  TJ  bezeichneten  Inte* 
grale  nach  den  Formeln 

n\     TT  TT  _(m  — i)rr,„-2  — Ä?*""^Vi  — a;2 

7)      Uq  =  arcsinx,      ^m  =  ^^ ^  . 

tn 

"Wenn  dagegen  s  wenig  von  der  Einheit  diflferirt,  so  besitzt  die 
gefundene  Beihe  6)  eine  so  langsame  Convergenz,  dasB  man  eine 
sehr  grosse  Menge  von  Beihengliedem  summiren  müsste,  um  eine 
nur  massige  Genauigkeit  zu  erreichen;  dann  sind  folgende  Transfor« 
mationen  von  Nutzen. 

Man  hat  identisch 

und  hier  lässt  sich  die  Wurzel  rechter  Hand  in  eine  convergirend« 
Beibe  Tcrwandeln,  sobald 
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ist;  dies  giebt 

7<    ^2      1—««  2.4    (1—««)«    ^        I 

Dnrdi  Integration  der  einzelnen  Beihenglieder*)  erh&lt  man 

/VW- 

a;3  <      ^ 


=  2  —  6«  ' 

wobei  zur  Abkürzung 

r  x^*dx    _ 
J  (1  — a?2)*  —  ^* 
gesetzt  worden  ist    Mit  Hülfe  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  findet 
man  leicht 

^    \  2     Vi— a?/ 

'9)  ( 

{  ^*  =  2Fr2iä^^i-(2*-^>^*-!' 

wonach  die  successive  Berechnung  von  F2,  Vs  etc.  keine  Schwierig- 
keit bietet. 

Im  Fall  a?2  die  angegebene  Grenze  übersteigt,  verliert  die  For- 
mel 8)  ihre  Anwendbarkeit;  'man  benutzt  dann  die  identische  Glei- 
chung 


♦)  Die  Befugniss  zu  dieser  Operation  ersieht  man  leicht,  wenn  man 
sich  für  den  Augenblick 

=  g^  oder  X  =  ^> 


l-a?a 
gesetzt  denkt;  es  wird  hierdurch 


Die  letzte  Beihe  schreitet  nach  Potenzen  von  g  fort  und  daher  dür- 
fen ihre  einzelnen  Glieder  nach  §.67  integrirt  werden,  wofern  (1  —  t*)2f* 
ein  echter  Bruch  ist;  durch  Restitution  des  Werthes  von  g  gelangt  man 
nachher  zu  der  oben  angegebenen  Beihe. 
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J     V  1  — a**» 

Torin,  vegen  «^  <<  1,  auch  immer 

(l_a«)a;8 

1  — 6»a!»   ^ 
und  d&her  die  Reihenentwickelong  erlaubt  ist.    Dies  giebt 


/t 


^2    1  —  «»«»  ^  2.4(1— 6«»«)»^         * 


md  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

=  Con8t.  +  x  +  j  (1  -««)TFi  +  1^  (1  -^6«)«TF,  +  ••••; 
dabei  ist 

wie  man  mittelst  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  leicht  findet. 

Endlich  Hesse  sich  die  verlangte  Integration  auch  dadurch  aus- 
fuhren, dass  man  die  beiden  Gleichungen 

V  1— «2a?2  =  1  —  |««a?2  —  ls*x* 

mit  einander  multiplicirt  und  Alles  nach  Potenzen  Ton  x  ordnet;  die 
Bechnung  ist  dann  ähnlich  wie  bei  der  letzten  Entwickelung  des 
ersten  Beispieles. 

c.  £s  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
anendlicher  Reihen  auch  in  dem  Palle  anwenden  kann,  wo  bereits 
auf  anderem  Wege  der  Werth  des  Integrales  in  geschlossener  Form 
entwickelt  ist;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
und  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Constante  differiren 
und  lassen  daher  eine  Yergleichung  zu,  welche  jederzeit  auf  ein  zur 
Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  fuhrt. 

So  hat  man  z.  B.  einerseits 

^    ^dx  =  l(l+x)  +  G, 


/ 


1  -\'X 
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andererseits,  wenn  x  zwischen  —  1  und  +  1  liegt, 

=  1^;  — lir3  +  |a?8  — Ja?*  -] +  Ci, 

mithin  durch  Vergleichung 

1(1 -\-x)  +  Const  =  |ic  —  Ja;2  +  |fl?8 

-  1  <  a?  <  +  1. 

Der  Werth  von  Const.  =  Ci  —  C^  hestimmt  sich  durch  die 
Specialisirung  x  =  0;  man  findet  Const.  =  0  und  kommt  damit 
auf  ein  bekanntes  Resultat  zurück. 

Nach  demselben  Verfahren  lässt  sich  die  Reihe  für  arcfün  x  aus 
der  Gleichung 

JTTT^'^^  =^(1  —«2  +  0?*-««  +  •  •  ')dx, 
«>  <  1, 
herleiten,  ebenso  die  Reihe  fiir  aresin  x  aus 

«2  <   1. 

Ein  ähnliches  Resultat  liefert  die  Gleichung 

VT+^  71         2       ^2.4  J 

d.  L 

l(x  +  V  1  +  «2)  +  Const. 

~1  2    3    "^  2.4  5         2.4.6  7    ""  * 

Für  «  =  0  erhält  man  Consf.  =  0,  mithin 

12)        ?(a,  +  VTT^)  =  ----  +  —- . 

-  1  <  «  <  +  1, 
wie  schon  in  §.  59  erwähnt  wurde. 
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Integration  transcendenter  Functionen. 

§.  75. 
Differentiale  mit  Exponentialgrössen. 

I.   Enthält  die  zu  integrirende  Function  nur  £xponentialgrö&- 
sen,  ist  also  das  Integral  von  der  Form 


P 


80  kann  es  mittelst  der  Substitution 
i\  «*  -^t-  ^^     j  1    dg 

a  a    z 

auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Exponentialgrösse 
vorkommt;  man  erhält  nämlich 

Hiemach  ist  z.  B. 
3)  f l da:=ir-l-^  =  ir~^ 


e 


^^—arctane  +  Const.  =  —  arc^aw(e**)  +  GcnsL 
a  a  V     /    1 

Als  zweites  Beispiel  diene  das  Integral 

J  Vl+e^'   ^~  ^J  Vl+0  ~  ' 
für  1  4-^  =  **^  woraus  V  1  -f-j?  =  w,  ir  =  t*»  —  1  und  dg^=z2udu 
folgen,  yerwandelt  sich  dai  letzte  Integral  in 
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aj  u^  —  l         a     \tt+l/  ^ 
mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u  und  e 

IL  Betrachten  wir  nim  den  Fall,  wo  das  Differential  Exponen- 
tialgrössen und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
Integrales  ist 

und  es  liegt  nahe,  die  Begel  der  partiellen  Integration 

/  uvdx  =  u  I  vdx  ^—  I  du  I  vdx 

darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

5)  J  e^'dx  =  —  +  Const. 

Gebrauch  macht;  man  findet  so 

x'^e^'dx  = /  x'^-^e^'^dx* 

Im  Fall  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwährend 
verkleinernd,  zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen ;  in  der  That 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

7)  y  a?»e«*d« 

,    ,     ,/  m(w—  r)..2.11  .     ^ 

•  •  •   +  (-1)"       ^       ^n,U Y"'   +    ÖW«rf- 


/' 


Hiernach  lasst  sich  auch  das  Integral 
q){x)e^'dx 

entwickeln,  wenn  (p{x)  unter  der  Form  A  -f-  J5a;  -j-  Cx'^  -|-  etc.  ent- 
halten ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  —  m  -|-  1  an  die  Stelle  von  m 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 

ö)    AA«"'^^  =  -  / ^7  «   1  +  — ^.  /'-;r-r<^"^«» 
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welche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  m  =  1  benutzt  werden  kann. 
Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  unbranchbares  I^sultat  und 
es  bMbt  dann  nichts  übrig,  als  eine  Reihenverwandlung  vorzuneh- 
men; yermöge  der  für  alle  x  geltenden  Gleichung 


X    ~  o;  "^   1   "^  1.2  "^  1.2.3  ■*"' 


erhält  man 

e^'dx  =  Canst.  +  Ix 


•>/i' 


"""l     1    "^2    1.2"''3   1.2.3  "^ 


und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m  =  2,  3,  ...  die 
Werthe  der  Integrale  ^ 


f^e"dx,     fj,e"äx, 


der  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dafls 
das  Integral 


/ 


B         C 

*(a;)c«*(f«,^ worin  if(x)  =  il  +  —  +  —  + « 


X     '    x^ 

jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinem, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

^e^dx^ 


A 


Vi  +  X^ 

80  kann  man  für  den  Fall  emes  echtgebrochenen  x  die  Umwandlung 

J   \         2        ^  2.4  2.4.6       ^  ) 

vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 

griren;  ist  dagegen  x  ^  1 ,  so  wird  man  xy    1  +  —  für  Vi  -|-  x^ 
setzen  und  dem  Integrale  die  Form: 

SehlGmilch}  Analysii«  23 
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J   xX        2x^^2.4x^        2.4.6  rc«^  J 

gehen,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendhar  sind. 

§.  76. 
Logarithmische  Differentiale. 

Enthält  das  zu  integrirende  Differential    nur  Logarithmen  in 
der  Weise,  dass 


fm) 


dz 


das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Suhstitution 

1)  Ijg  =  y,  also  ^  =  ev,  dz  =  e^dy 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  JfQz)  dz  =  Jf(y)  ey  dy, 

wo  nun  die  Entwickelungen   des  vorigen  Paragraphen  henutzt  wer- 
den können. 

So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

f{lz)'^dz  =    iy'^evdy 

=  U»»— W3/m-i_^^(^«.l)ym-2 1-(— l)«»m(m  — I..2.1U», 

und  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt: 

3)  /  Qz)'^dz=  nlz)"^  —  m(?jef)"»-i  +  w(m—  l)(Zif)«-«  —  .  . . 

+  (— l)"»m(w  — 1)...2.1J^  +  OmsL 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  Tori- 
gen  Paragraphen: 

4)  [^  =  Const.  +  IQz) 

■^1     1    "^2    1.2    "^3   1.2. 3"*" 

und  aus  der  Formel  8): 

.^  r    dz Z  \  r      dz 

^  J  (Iz)"^  ~       (w  —  1)  Qz)"^-^  "^  w  —  1 7  G^)-""* ' 

Die  unter  Nro.  1)  angegehene  Substitution   ist  auch  bei  den 
allgemeineren  Integrale 
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fzl^fQe)dz 
voriheUhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 

6)  fs!('f(lz)de  =Je^f*'^^)^f{y)ay. 

So  ist  z.  B.  für  den  speciellen  Fall  f*  =  —  1,  fQe)  =  (Ijp)«: 

7)  J  LQg)mdg—j  ym^y—Vl^^^    Const. 

und  in  dem  Ausnahmefalle  m  =  —  1 : 

8)  y  777^^  ~J^^^  =  ^y  +  f^o^^' 

=  IQz)  -f-  Const. 

Für  ein  von  —  1  verschiedenes  ffr  und  ein  ganzes  positives  m 
liefert  die  Gleichung  6)  zunächst: 

Czl*Qz)'^dz=  je^^-^^^ify'^dy, 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y: 

In  allen  übrigen  Fällen  müssen    die  Integrationen  logarithmi- 
scher DifiFerentiale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werdon. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 

worin  1  -\-  z  positiv,  mithin  z  zwischen  — 1  und  4"^  enthalten 
sein  muss,  wenn  1(1  -{- z)  reelle  Werthe  haben  soll.  Behufs  der  Rei- 
henentwickelung sind  hier  die  beiden  Fälle  —  1  <  ä?  <;  +  1  und 
i;  ^  -|-  1  zu  unterscheiden ;  im  ersten  Falle  ist 

1(1  +g)  =  lg  ^  l0^  +  izz  ^  . .  . . 
folgUch 

- 1  <  *  <  -I- 1, 

33* 
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Für  den  zweiten  Fall  benutzt  man  die  Transformation 

—  z    j-ll  —  lio-ii  — 

und  erh&It 

/ü±.'). 

z>\. 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  hier  erlaubt,-  weil  die 

Substitution  —  =  a;  zu  einer  nach  Potenzen  von  x  fortgehenden 
Reihe  führen  würde. 


§.  77. 
Rein  goniometrische  Differentiale. 

I,  Wenn  das  gegebene  Differential  nur  aus  den  verschiedenen 
gonioraetrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogens  besteht,  wenn 
mithin  das  gesuchte  Integral  unter  der  Form 


P 


F(sinu^  cosut  tanuy  .  •  .)du 
enthalten  ist,  so  kann  man  sich  zuerst  der  Gleichungen 

C08U 


=  K  1  — sm^w,        tanu  =    ,.  ,  etc. 


Vi  — sm^tt' 

bedienen,  um    alle  vorkommenden  Functionen    durch  sinu  auszu- 
drücken; das  Integral  erhalt  dann  die  Form 

f{sinu)du^ 


p 


wobei  immer  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  u  zwischen  —  |  ar  und 

-\'\it  enthalten  sei.     Mit  Hülfe  der  Substitution 

,  dx 

8tnu  =  Xf         du  =:  —7=== 

Vi  — «» 

ergiebt  sich  nun 
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und  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  zurückgeführt,  welches 
keine  goniometrischen  Functionen  mehr  enthält. 
Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B. 

r     ,       r     du  r  dx 

I  secudu  =  /  ,  >        T  =    / ^r 

2     Vi— ic/         2-  \\  —  %inu) 
und  bei  Anwendung  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

1)  /  secudu  =  ltan(^7e  -f-  i^)  +  C. 
Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

r     ^        r  du       r    dx 

I  CSCU  du  =     f  — : =     /      ,y 

J  J  stnu       J  xyX—x'^ 

=  _  yi+T^l—^A  ^  _  J\-VeoBu\ 
\  X  )  \    sinu    ) 

oder  kürzer  ^ 

2)  /  CBCudu  =  Itanlu  +  0. 

Mit  Hülfe  der  genannten  Substitution  erhält  man  auch 
JsinPu  cos^u du  =  fxP  (1  —  a;2)a^«~ ^^  dx ; 

auf  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Reductious- 
formeln  des  §.  73  anwendbar,  wobei  a=  1,  6  =  —  1,  w=i)+  1, 
» =  2,  s  =  |(g  —  1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
von  X  =  sinu  und  dx  =  cosudu  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Gleichungen 

3)  I  sinPucos^udu 


^-^f" 


II  I        I   1    1  sinP+^ucos^-^udu 

i>+l  P  +  lJ 

sinP^^ucos^  +  ^u    ,    p— 1    r.        ^  .o     ^ 
r^ TT  /  stnP^^ucos^+^udu 

sinP  +  ^ucos^-^^ti    ,    p  +  q  +  2   T.      ,« 
-— \-  ^  '  ;  '       /  stnP-^^ucos^udu 

sinP-^^ucos^+^u    .  1?— 1    r  .  «    «        ^     , 
; \-^—-. —  /  stnP-^^ucos^udu 

p  +  y.  p  +  aJ 

sinP'^^ucos^-^u    ,    g— 1    r  •  «        n    9    j 

\ h  ^-1 —  /  stnPucos^~^udu 

P  +  ä  P  +  aJ  . 

sinP-^^ucos^-^^u    .   p-\-q-\-2   C  .  „         ^. .,     . 
,   -t-  '  i^  «       /  smPucos^'^^udu. 


2+1  *       3+ 
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Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprüngliche  Integral 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück ,  worin  p  oder  q  oder  beide 
um  2  grössere  oder  kleinere  Wertbe  besitzen;  die  fortgesetzte  An- 
wendung der  genannten  Reductionsformeln  fühlet  schliesslich  auf  ein 
Integral,  worin  die  Exponenten  von  sinu  und  cosu  nicht  ausserhalb 
des  Intervalles  —  1  bis  +1  liegen.  Sind  _p  und  g  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen ,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der  folgen- 
den Integrale 

/  du^  I  sinudu^  j  cosu  du, 

r .        ,       rdu       r  du 

I  smu  cosu  du^       1  —, —  i      /  - 
J  J  stnu       J 

/tanudUj       1  cotudu,       1 
J  J    stnu  cosu 

die  sämmtlich  durch  die  Substitution  sinu  =  x  entwickelt  werden 
können.  So  erhält  man  z.  B.,  wenn  p  und  g  positive  ganze  Zahlen 
bezeichnen, 


cosu 
du 


4)      für  gerade  j?,       /  sin^udu 


cosu 


sinP-^u 


i>  — 2  (i?— 2)0?— 4) 


+ 


(p— l)(ff  — 3).,.3.1 


(j?~l)(j>-3)...3 
(i>-2)(p-4)...2 

u  +  Const.\ 


stnu  I 


l>(i>  — 2)(i)  — 4)...4.2 
6)      für  ungerade  |?,       /  sin^u  du 


cosu 


stn^~ 


■sinP-^u-\- 


(p-l)0-3)...4.2 


6)      für  gerade  g, 

sinu  (       ^    , 
= \cos^^^u- 


/■ 


■'■(i)-2)(i.-4)...3, 
cos^u  du 


St«P-»M-J-.« 

Y  j  +  Const.; 


«  ~  ^cos^-H  ^r  (g-lKg-3)c^g,-»^  ^ , 


ä-2 


(2-2)(g-4) 


+ 


(«z- 


(2- 


(g-l)(g-3)...3.1 
ä(«-2)(ä-4)...4.2 


l)(a— 3)...8  \ 

w  +  Ccmsf.; 
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7)     fär  ungerade  g,       /  cos^udu 

,         «    (  ^3-2  («-2)(g-4)  ^ 

..      ■    (g-l)(g-3)...4.2j 
!  ^(ä  — 2)(2-4)...3.ll  ^  ^^' 

8)     fär  gerade  j),  1  tan^udu 

tanP-^u       tanP-'u   .    tanf-*u 


p  —  1  p  —  3  p  — 5 

9)     für  angerade  p,       /  tan^udu 

tan^''^u       tan^^^u        tanJ^~^u 


Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  die  Integrale 

I  svn^udu   und    I  cos^udu 

anch  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen.     Bei  geraden  i»  hat  man 
nämlich  (s.  §.55  Formel  11) 

=  (w)o  cosmu  —  (m)i  cos(iii  —  2)  w  +  (111)2  cos(iii  —  4)t*  —  •  •  • 
•  •  •  +  (-l)^""'W|«-i^ö«2w  +  (-l)^l(m)i^ 
und  daraus  folgt  sehr  leicht 
10)      für  gerade  m,        /  sin^u  du 

Auf  ahnliche  Weise  erhält  man 
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11)     für  ungerade  m,  /  $in^udi^ 

(—  l)2<"»+^>  (eosmu      ,  .    cos(m  —  2)tt   ,    .  .    cos(w— 4)« 


+  (_l)ic-V).,_/^}+a; 


12)  für  gerade  m,  /  cös'^udfw 

1     (sinmu    ,    ,   .   sm(m  —  2)m   ,    ,   .    sin(m  —  4)w    , 
=  2^1^r+^'">^      m-2       +^"'>^       ;n-4        +•••• 

13)  für  ungerade  fw,        .  /  cos'^udu 


stnmu    ,    .   .    Sfn(tw — 2)u    ,    ,  ^  stn(m — 4)t«   , 
h  Wi  — ^^ —^ — h  W2  — ^^ :: —  + 


•  •  •  •  +  (^k(«-i)  -1-}  +  ^' 
II.     Eine  zweite  Umwandlung  des  Integrales 
F(sinu,  cosUf  tanUy  .  ,  .)du 


ß 


besteht  darin,  dass  man  alle  vorkommenden  goniometri sehen  Func- 
tionen durch  cosu  ausdrückt,  wodurch  das  Integral  die  Form 


/' 


q)(cosu)du 
erhält,  und  nachher 


COSU  =  y,     mithin  c?w  =  — 


Bubstituirt;  damit  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

Im  Wesentlichen  ist  diese  ßeduction  von  der  vorigen  nicht  ver- 
schieden und  wird  daher  keiner  Erläuterung  durch  Beispiele  be- 
dürfen. 

HL     Man  kann  drittens  das  Integral 


/• 


F(stwtt,  cosu^  tanu,  .  .  ,)du 
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auch  80  behandeln,  dass  man  erst  alle  goniometrischen  Functionen 
darch  tanu  ausdrückt,  wodurch  die  Form 


ß 


i)  (tanu)  du 

eoteteht,  und  nachher  die  Substitution 

dz 
tanu  =  0f        du  = 


1  +  g* 

Yornimmt;  letztere  giebt 

Diese  Transformation  bietet  den  Yortheil,   dass   sie  zu  einer 
rationalen  Form  führt,  wenn  ^(xr)  eine  rationale  Function  ist. 

Beispielsweis  hat  man 


ftan^„du  =  ff^^. 


woraus  die  Formeln  8)  und  9)  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade p  unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 

r  du  ^     r       di 

1        .     ße         1       ^      ßtanu    ,    ^ 

=  —3  arctan  ^--  =  — 3  arctan y-  C, 

aß  a         aß  a        '       * 

übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 

Nach  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 
r cos^udu 


cos  u  sin  u 1  ßtanu        ^ 

2a9{aHo8^u  +  ß^sin^u)  '^  2  a^ ß  ^^^^  ""^iT"  +  ^' 


">        / 


sin^udu 


a 


(a^cos^u  +  ß'^sin'^u) 

cos  u  sin  u 1  ßtanu 

—  ~  2ß^{a'cos^u+  ßHin^u)  "*"   2^  arctan— ^+  C7, 

und  durch  Addition  der  Formeln  14)  und  15) 

P  du 

16)  ' 


ß 


(a^cos^u  +  /3»sm»ft)2 


ßi  —  gi  cos u sin u ß'^  -f-  gg  ßtanu 

2 «2^32    a^cos^u  +  ßHin^u  "^     2a»/33    ^^^^^      «       +   ^• 
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lY.     Als  letzte   und  meistens  zweckmässigste  Transformation 
des  Integrales 

/  F(sinu,  cosUf  tanu,  .  .  .)du 

erwähnen  wir  diejenige,  welche  aus  der  Substitution 

tan^u  =  t 

hervorgeht.     Zufolge  derselben  ist  nämlich 

2t  1  —  «a     ,  2t 

stnu  =  , — : — r.,    cosu  =  - — ; — r«»    tanu  = 


1    +   ^,»       —  -1+^2'       —  -   1    »   e*' 

2dt 
du  = : 

'    das  obige  Integral  erhält  jetzt  die  Form 

r    /    2t      1  —  t^      2t  \    2dt 

J  ^\l+t^'  l+<2'  1—^2»  •  •  7  l_j_i8 

und  diese  ist  von  selbst  rational,  wenn  in  der  Function  F  ursprüng- 
«»  lieh  keine  Wurzeln  vorkommen. 

;  ^  Hiernach  ergiebt  sich  z.  B. 

^"  r du r dt 

p^*^*)     J  acosu  +  ßsinu  +  y~      J  oc  +  y  +  2ßt  +  (a  —  y)t^' 
^— ^         die  Integration   in  Beziehung  auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  und 
liefert  nach  Restitution  des  Werthes  t  =  tan\u 

17)  f ^^ 

J  acosu  +  ßsinu  +  y 

arctm  ^ ^.    ^        — i-    +  C,  p»  +  y»  <«» 


Va«  —  /32  —  y2  ]/a2  _  ^2  _  y2 

1 


/3  4-  (a  —  y)<an|M 


+  C.  /53  +  y»  =  a\ 


2V/J2  +  y2  _  «2  \/J+(a  — y)ton|t^+l//J2  +  y^— aV 

i3«  +  y2  >  «1. 

§.78. 
Gemischt  goniometrische  Difflsrentiale. 

I.     Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  Sinus  oder  Gosinns 
in  Verbindung  mit  Potenzen  vorkommen,  wie  z.  B.  in  dem  Integrale 

u^sinßudu. 


/" 
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Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergieht  sich  sehr 

leicht 

/•«    .    ^      j                     U^COSßu     .      *»     r    «     ,         a      j 
u^stnßudu  = jr-^- \-  "a-  I  u^~^cospuaui 

ferner  ist,  wenn   man  dasselhe  Verfahren  auf  das  letzte  Integral  an- 
wendet, 

u^    ^cosßudu  = j= — 3 —  /  u^    ^stnßuäu, 

mithin  dnrch  Suhstitution  von  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende 

l)J  W^stnßudu  = j!—  -\ -^ — ^— 


ß         ^  ß' 


ßi 

Hiemach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
führt werden,  welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
nent von  u  nm  2  kleiner  ist.  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
eines  ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  kommt  man 
schliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 


smßudu  = j j-  C, 

.   a     ,               ucosßu    ,    sinßu    .    ^ 
ustnßudu  = -^ 1 -^ h  C, 


ß         '       ß' 

deren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
für  »»  =  1  folgt. 

Setzt  man  in  der  vorigen  Reductionsformel  m  =  —  n  -\-  2 
und  sieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
man 

ßcosßu 


2)  r?t^du= ?^^ 

'    J     «•  (n— 1)«— 1       0 


;»_!)(„_  2)  «"-> 


Jl •__   r sinßu 

\)(n  —  2)J  «"-» 


(»- !)(»»- 2). 
Für  n  =  1  and  n  =  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
bleibt  dann  niclj^ts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  inte- 
griren.     Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 

_ ; 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theil weise  Integration 


im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theilweise  Integ 
J       U^  u  J       u 
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und  vermöge  der  Cosinusreihe 

^    J      u  «>-!-'»         2     1.2    ^  4   1.2. .4 

Die  Formel  2)  dient  nun,  um  die  Integrale 

/sinßu  ,  Painßu  ,         ,  . 

-1^'^«'       J  -nr-^«'  '^ 

auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative 
ganze  Zahl,  so  läset  er  sich  zwar  mittelst  der  Formeln  1)  und  2) 
vergrössern  oder  verkleinem,  am£nde  wird  man  aber  doch  zur  Inte- 
gration durch  Reihen  greifen  müssen. 

Die  nämlichen  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Inte- 
gral 

I  u^cosßudu 

und  liefern  zunächst  die  Reductionsformel 

6)  /  u'^cosßu  du  = j^^—  H -^ — ^^ 

welche  bei  ganzen  positiven  m  auf  eines  der  beiden  Integrale 

/^     _          sinßu    ,     ^ 
cosßudu  =  — 5 1-  0, 


/ 


a    j  usinßu    ,    cosßu    ,    ^ 

ucosßudu  = — ^  +  -^  +  G 


zurückführt.     Für  w  =  —  n  +•  2  ergiebt  sich  durch  Umkehrong 

von  Nr.  6) 


«/ 


'cosßu cosßu ß  sinßu 


ß^  f cosßu 


Auf  die  speciellen  Fälle  n  =  1  und  w  =  2  ist  diese  Formel 
nicht  anwendbar;  im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  ange- 
gebene Reihe,  im  zweiten  Falle  hat  man  erst  durch  partielle  Inte- 
gration 

^  J       U^  u  ^  J       u 

und  entwickelt  dann  das  Integral   rechter  Hand  nach  Nr.  3).     Im 
Uebrigen  dient  die  Formel  7),  um  die  Integrale 
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auf  die  in  Nro.  3)  und  5}  betrachteten  Integrale  Borückzoführeu« 
Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative  ganze 
Zahl,  80  kann  man  ihn  zwar  vergrösBem  oder  yerkleinem,  muss  aber 
schliesslich  doch  Reihenentwickelungen  benutzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahin ,  dass 
Integrale  von  den  Formen 

Lf(u)  sinß  u  du   und     /  f(u)  cos  ßudu 

in  endlicher  Gestalt  ausfuhrbar  sind,  wenn 

f{u)  =  Ä  +  Bu  +  Cm*  H +  Ku^ 

ist,  und  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
f{u)  unter  der  Form 

enthalten  ist. 

IL    Wir  betrachten  zweitens  die  Combination  der  Exponential- 
grosse  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

P=  J  e'^'^  sin  ßudu  und  Q=  1  e^'^cosßu  du. 

Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

P  =  e'"(-'^)  +  ^fe'"co8ßudu 
d.  L 

p=      —ß        . 

mid  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q  verfahrt, 
-^e^^sinßu  —  aP 

Q—  ^  ; 

die  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
P  und  Qf  nämlich 

Qx  r  „»   '   o     j  e^^Utsinßu  •—  ßcosßu)    ,    ^ 

9)  J  e^^sinßudu  =  — 5^ ^^  ^  ^, ^^-^  +  (7, 

iA\  r  itu       a     :>  e^'^iacosßu  +  ßsinßu)     .    ^ 

10)  J  e''''cosßudu  =  — ^^ ^^  ^ ßl ^=-^  +  a 

m.    Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

I  u^e^^9inßu  du  xmdi   j  u^e^^cosßu  du 


Digitized  by  CjOOQ IC 


866  Cap.XIII.  §.78.  Gemischt  goniometrische  Differentiale. 

gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.  Bezeichnet  man  nämlicli  das 
erste  mit  P«,  das  zweite  mit  ^„j,  so  findet  man  durch  theilweiBe 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Formeln  9)  und  10) 

"  «2   +   ^2  ' 

Q    u'^e^''(acosßu  +  ßsinßu)-'maQfn^i'--mßPtn-.i 

~  a^  +  ß^ 

Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselben 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u  um  eine  Einheit  ver- 
ringert ist.  Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Operation  w-mal 
anwenden  und  dann  erhält  man  P„,  und  Qm  ausgedrückt,  durch  Po 
und  Qo,  welche  letzteren  Integrale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  ent- 
wickelten identisch  sind. 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Werthe  der  Integrale 

//(t*)e«»«in/3Mdw   und   jf{u)e^''cosßudu 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können,  wenn  f{u)  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  u  ist. 

Dasselbe  gilt  von  den  Integralen 

J /(v^e^'^sinPudu   und    1  f(u)e^^cosPudu, 

falls  p  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Mittelst  der  Formeln  9)  bis 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  oder 
C08U  in  eine  endliche  Reihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Vielfachen 
des  Bogens  u  auflösen,  und  dann  ist  jedes  einzelne  Glied  nach  den 
vorigen  Formeln  integrabel.     So  hat  man  z.  B. 

f/(u)e^'*ca8^udu 

=  h  //(w)e«"(cos6w+6cos4w+  16cos2u  +  I0)du, 
wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 
^  f(u)e^^cosßu  du 


ß 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden,  ist  die  Hülfe 
unendlicher  Reihen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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§.79. 
Cyolometrisohe  Differentiale. 

Enthält  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrische  Function 
alleil),  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differential  zurückzu- 
fahren; mittelst  der  Substitution 

1)  arcsinx  =  u,    x  =  sinu,     dx  =  cosudu 
erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 

2)  /  /(arcsinx)  dx  =  1  f(u)  cos  udu. 

Nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  I  f(arccos(p)dx  =  —  j  f{v)sinuduy    u  =  arccosx, 

^)  I  /(ardanx)  dx=        j  f(u)sec^u  du,    u  =  ardanx, 

^)  I  /(arccotx)  dx  =^  —   1  f{u)csc^udu,  u  =  arccotx. 

So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

j  e^arc*inx  ^^  —    Je^^COSUdu 

acosu  +  sinu  «„   ,    ^      . 
=        a2  +  1       ^'    +  ^^^" 

mithin  rückwärts  für  sinu  =  x,  cosu  =  Vi  —  x^: 


ß 


avl^x^ 4-  x 

^aaretinx^X  =  — ^ — ^aaresinx  _^    ConsL 


Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

/  (arcsinx)^  dx   und     /  (arccosx)^  dx 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
f{x)ilf(x)dx,  wenn  tlf(x)  eine  cyclometrische  Function  und /(a?)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  Yonf(x)dx  eine  algebraische  Func- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  bat 
nämlich  für  ^(a?)  =  arcsinx: 
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/  arcsinxf{x)dx 

=  aresin  X  j  f{x)  dx  —    1  d  aresin  x  ff(x)dx 
oder 

1)  J  f(x)arc8inx  dx  =  aresin  x  j  f{x)dx  —   /    .    ^       ff(x)dx', 
mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  J  f{x)arecosx  dx  =  arccosx  J  f{x)dx  +   /    .    ^      j  f{x)  dx, 

3)  J  f(x)arctanxdx  =  arctanx  I  f(x)  dx  —   /     ^  ^    ff(x)dx, 

^)  J  f{x)areeotx  dx  =  arecotx  j f{x)dx  +  JyTx^  7^^^^  ^^* 
So  ist  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle /(«)  =  1  nach  Nro.  1): 

5)  /  aresinxdx  =  aresinx  .  ä  —   /  ,,  x 
^                                                 J  Vi— ^ 

=  X aresinx  -\-  Yl—x'^  +  Cöns^., 
and  nach  Nro.  3):  ^ 

6)  /  arctanx  dx  =  arctanx  .  x  —  / x 

J  J  \'\-x'^ 

==  xarctanx  —  \1{1  -\-x^)  +  ömsf.; 
überhaupt  allgemeiner  fur/(a;)  =  a;»»-i: 

^\  /*  m_i         •      j  x^ aresinx         1      C  x^dx 

7)  I  aj"»-i  aresinxdx  = / 

J  m  m  J  l  -\-x^' 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 
tiven m  jederzeit  ausfühi*bar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hat 
SHinächst  nach  Nro.  3) 

/-j==^='^arctanxdx  =  —  arctanx  .V  1— a?«  4-   /  J-in^^^ 
ferner 
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Vl—x^  ^  ri—x^      dx 


1+«» 

dx 


—  aresin». 


Schafft  man  das  Wurzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli- 
chen Integrale  weg  (§.  72)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 


/i 


1  dx  1        ^        xV2 


and  durch  Substitution  dieses  Werthes: 


/  ardan xdx  =  —Vi— x»  ardan x 

+  V^  ardan  ,  >  —  arcsinx  4-  C. 

Vi— ^2 

Lässt  sich  keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  mnss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  bewerk- 
stelligen suchen. 


BohlOmileht  Analysis.  24 
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Cap.  XIV. 
Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationen. 

§.80. 
Quadraturen  in  Parallelcoordinaten. 

Schon  in  §.  64  haben  ^ir  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Integral 
als  die  ebene  Fläche- betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Absds- 
senachse,  zwei  darauf  senkrechten  Ordinaten  und  einer  Curve  begrenzt 
wird;  dort  benutzten  wir  diese  geometrische  Gonstruction ,  um  den 
BegrifiP  des  Integrales  zu  veranschaulichen,  hier  soll  sie  zur  Bestim- 
mung der  Fläche  einer  gegebenen  Flancurve  dienen.  Zugleich  ver« 
allgemeinem  wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  behebi- 
gen schiefwinkligen  Goordinatensystemes. 

In  Fig.  41  sei  ^ZOr=  y,  OM—x,  MP=y  und  y=/(dj) 

die  Gleichung  der  Curve  HFQFi^ 


Fig.  41. 


femer  die  Fläche  aMPH=  U 
und  MMi  =  ^x  ein  beliebiger 
Zuwachs  der  Abscisse  x;  die  ent- 
sprechende Flächenzunahme 
MMiFiF  =z  du  kann  einem 
Parallelogramme  verglichen  wer- 
den, welches  MMx  zur  einen 
Seite  und  eine  gewisse,  zwischen 
MP  und  Ml  Pi  eingeschaltete  Or- 
dinate NQ  zur  anderen  Seite  hat, 
daher 


Jü  =  dx  .  NQ  .  siny,       r^  =  NQ 


siny. 
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Ans  dieser  Gleichung,  welche  so  lange  gilt,  als  die  Curve  stetig 
verläuft,  zieht*  man 

du 


dx 


=  ystny 


und  umgekehrt  durch  Integration 

1)  U=  siny  j  ydx  -^  Const 

Die  Bedeutung  der  wiUkührlichen  Constanten  besteht  darin,  dass 
es  für  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate GH  ah  die  Fläche  U*  gerechnet  wird,  dasfi  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  Xq  die  Abscisse  0  G  der 
Anfangsordinate  GH^  so  muss  CT  =  0  werden,  wenn  x  den  Special- 
werth  o;  =  0^0  erhält;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
die  Constante,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 

a.    Die  Parabel.     Aus  der  bekannten  Gleichung 

y 


2jp 


ergiebt  sich  augenblicklich 


17=—-  +  Cmsi. 
3g 

8oll  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  das  heisst 
rr  gleich  der  Fläche  OMF  sein,  so  müssen  x  und  CT  gleichzeitig  ver- 
schwinden; dies  giebt  0  =  0  4~  Const-,  mithin 


2) 


tr= 


X* 

3g 


=  -3-*y- 


Daraus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Archimedes,  dass  die  Fläche 


Fig.  42. 


N 


MMaP9P=  0M^P2  —  OMF 

_  (a?  +  2^» 
3g 


OLP  =  lxyz=lL OMF  sein 
muss. 

Eine  elegante  und  später 
brauchbare  Erweiterung  des  Theo- 
remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 
noch  zwei  Ordinaten  Mi  Fi  und 
M<iF2  in  den  Abständen  Jlfjtfi  = 
M1M2  =  h  und  berechne  die 
Fläche  zwischen  MF  und  MiF2. 
nämlich  (Fig.  42) 


3g   -»'^  i ' 


24* 
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oder  auch 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  ilf P,  Jtf,  Pi,  M^  P2  mit  y,  yi,  ^2» 
80  wird  die  vorige  Gleichung  zur  folgenden 

Um  dieses  Resultat  zu  verallgemeinern,  legen  wir  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  (y  ein  neues  Coordinatensystem  parallel  dem  früheren; 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  (fX'  sei  MN  =  h  und 
2rP=rj  =  y+h,  NiPi=fli  =  yi'\-h,  2V3P9  =  1^2  ==  ^3  +  6. 
Nach  diesen  Voraussetzungen  hat  man 

Fläche  NN2P2P  =  Rechteck  MN^M^M  +  Fläche  MM^P^P 
=  2hh  +  |Ä[,y-5  +  4(iyi-6)  +  i?2-t] 
und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 
3)  Fläche  NN.2  P2  J"  *=  |  Ä  (1?  +  4  i^i  +  %)- 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  Pi,  P2,  deren  Ordi- 
naten gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  der 
Ordinatenachse  ist,  so  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  para- 
bolischen Doppelstreifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegen- 
seitigen Entfernung  berechnen,  ohne- den  Scheitel  und  den  Parameter 
jener  Parallel  aufsuchen  zu  müssen. 

b.  Kreis  und  EllipseJ  Die  Mittelpunktsgleichung  des  Krei- 
ses sei 

es  wird  dann 

ü=  J  Va^  —  x^dx  =  IxVa^^x^  -|-  la^arcsin—  +  Const 

Fig.  43.  Versteht  man  unter    U  die   Fläche 

COMQ  (Fig.  43),  so  muss  för  a;  =  0 
auch  U  z=  0  werden;  dies  giebt 
Const  =  0  und 


4) 


U=  ixVa^  —  x^ 
4-  la^  aresin , 


F  M 


was  geometrisch  bedeutet,  dass  TJ 
aus  dem  Dreiecke  OMQ  und  dem 
Kreissector  CO  Q  besteht. 
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Für  die  Ellipse  sei   die  Ordinate  MP  =  y^   und  die  Fläche 
BOMF  =1  üi;  man  hat  dann 


a 
üi  =  —  1 J X  Vä^  —  »*  -h  ja^  aresin  — 

oder 

5)  y^^—y^         Ui=—Ü, 

WO  y  nnd  U  die  vorige  Bedeutung  haben.  Die  Quadratur  der  Ellipse 
lässt  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückführen.  Bie 
Fläche  des  Ellipsenquadranten  ist  hiemach 

a        4  4 

und  die  ganze  Ellipsenfläche  =  »ab  =  3r(Va6)*,  worin  ein  leicht 
auszusprechender  Satz  liegt. 

c.  Die  Hyperbel.  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
rechtwinkligen  Goordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Goordinaten- 
aiifang  und  die  Hauptachse  zur  Abscissenachse  genommen  wird. 


y  =  -^V^^:r^, 


mithin  ist 

Es  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 
Fig.  44.  d.  h.  17  ==  Fläche  OMJP  zu  setzen 

(Fig.  44);  für  0?  =  OC=:a  wird 
dann  U  =  0  und 

0  =  —  la^la  +  C, 
wodurch  sich  der  Werth  von  0  be- 
stimmt.    Man  erhält  nach  Substitu- 
tion desselben 

oder  in  eleganterer  Form 
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6)  u=l[xy-all{-^  +  ^)l 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Quadratur  der  Hyperbel,  wenn 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  nimmt,  OA  =  OB 
=  iVa^  +  h^  =  Tc,^AOB  =  y,  ON  =  %,  NP  =  n  \nidi  die 
Fläche  CANP  =  Sl  setzt;  es  wird  nämlich 

Für  I  =  Ä  muss  Ä  verschwinden,  daher  ist  0  =  ZÄ  +  G,  mithin 
C  =  —  Ik  und 

7)  Sl  =  Jc^8iny.lC^\ 

Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  =  V2 
ist,  wird  Je  =  1,  y  =  \jc  und  Sl  =  l^\  zufolge  dieses  selir  einfachen 
Verhältnisses  hat  man  früher  die  Logarithmender  Basis  e  hyperbo- 
lische Logarithmen  genannt. 

d.  Die  Cycloide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  21  (auf  S.  95) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
die  Differentialgleichung  der  Curve 

dy=  y      ^~    dx\ 

um  von  derselben  Gebrauch  zu  machen,  ersetzen  wir  die  Gleichung 
1)  durch  die  folgende 

U  =  yx  --  I  xdy, 

welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

ü  =2  xy  --  I  dxV  2ax-^x^ 

Die  geometrische  Bedeutung 
des  rechter  Hand  befindlichen  Inte- 
grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem  Halbkreise  CQD  (Figur  45) 
V2ax  —  x^  =  MQ,  also 

dxV  2ax  —  x^ 


Fig.  45. 


f' 


=  Fläche  OMQ  +  Ganst. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
ü  ^zxy  —  Fläche  CMQ  +  Canst. 
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Verstehen  wir  unter  U  die  Fläche  CMP,  so  wird  für  x  =  0 
gleichzeitig  ü  =  0  und  CMQ  =  0,  mithin  auch  Const  =  0,  also 

D  =  xy  —  Fläche  CMQ  oder  xy  ^  U  =  Fläche  CMQ\ 
geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  CPB  und  CMQ  gleich 
sind;  hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide.  Speciell 
für  fl?  =  a  ergiebt  sich,  dass  die  Fläche  CDA  =  -g^ra^,  mithin  die 
ganze  Cjcloidenfläche  gleich  dem  Dreifachen  von  der  Fläche  des  er- 
zeugenden Kreises  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y,  etwa 
y  =  —  9>(i*j),  wird  nämlich  F  negativ  =  —  f^(x)dx,  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y  aus  dem  Nega- 
tiven ins  Positive  über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Yorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  berechnet 
und  mit  gleichem  Yorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.  die 
durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  47)  einer  Parabel  auf  deren  Achse 
Fig.  47.  senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenachse,  so 

ist  die  Gleichung  der  Parabel 

und  wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 
ist  ConsL  =  0.  Ueber  der  Abscisse  .OC=p  VT  steht  demnach 
die  Fläche  __        -    i/r/i>*-3  \ 

*)  Ein  Rechteck  MM^PiP  (Fig.  46)  dessen 
Basis  MMi  positiv  und  dessen  Höhe  MP 
negativ  ist,  hat  zur  Fläche  das  Produot 
—  MMi .  MP,  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Absciflsenachse  liegende  Flächen  erstrecken, 
weil  eine  Fläche  imn\er  als  Grenze  einer 
Bechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  64). 
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Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OÄB  und  ÄCD 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen;  man 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  OÄ  =  p:  _ 
Fläche  OÄB  =  —  Ip^  =  ^1.0B.  OÄ,. 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.  Um  die  zweite 
Fläche  Ä  GB  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)  die  Fläche  F  vom 
Punkte  Ä  aus,  so  dass  F  f ür  jr  =  |?  verschwindet;  dies  giebt  zur 
Constantenbestimmung  0  =  —  11?^+  Consta,  also 

för  OJ  =  jj  Vo  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  Ä  CD  —  |p«, 
dem  Werthe  nach  mit  OÄB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.     Die  algebraische  Summe  der  Flächen   OÄB  and 
Ä  CD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  =  §jj^ 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Corve 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
X  =  2a  stehende  Fläche  der  Curve 

^  ~  (a  —  x)^'  ^  ^^  ^  positiv) 
ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Rücksicht 

r     dx  b» 

F=h^      .    ^^..  =  -^^—  +  Oond., 
J  (a  —  x)^       a—  X 

und  weil  vom  Anfange  der  Goordinaten  her  F  =z  0  wird  für  a?  =  0 : 

0  = h  Const, 

a 

abo 

F: 

und  endlich  für  jd  =  2a 
JP=  — 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Curve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordinate 
y  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse  x  =  2  a 
liegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congruenten  Theilen,   in- 
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dem  y  für  a;  :^  a  discontinuirlich  wird  und  zu  a?  =  a  +  «  und  zu 
xt=  a  —  u  immer  dieselben  Ordinalen  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse  rp=a — 0 
stehenden  Fläche  und  letztere 

l>3  ^  —  4.         —    *' 


a  —  (a  —  0)  a  a 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv;  dah|r  ist  auch  ^=  oo. 

§.  81. 
Quadraturen  in  Polarcoordinaten« 

Wenn  die  Gleichung  einer    Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
OP  =  r^^I*OX=0  (Fig.  48)  ausgedrückt  und  etwa  in  der  Form 
Fig.  48.  r-=/(ö) 

dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 
die  Sectorfläche  ^  0P=  S  zu  ermit- 
teln, welche  von  zwei,  der  Lage  nach 
bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 
begrenzt  wird.  Wächst  nun  0  um 
Z.  POPi  =^0,  so  nimmt  Szuum 
die  Sectorfläche  POPi=^S;  diese 
ist  einem  Ereissector  vergleichbar, 
welcher  denselben  Centriwinkel  und 
einen  mittleren  Yector  OQ  zum  Radius  hat,  mithin  ist 

dS  =  \OQ^^Q    oder    ^  =  |  Oe^ 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  convergirende  dO  und  ^S 

folglich  umgekehrt 

1)  S  =  \Cr''^de  4-  Const, 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  S  ^=  0 
werden  muss,  wenn  0  den  Specialwerth  ^L  AOX  erhält.  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

a.    Die  Kegelschnitte.    Als  allgemeine  Polargleichung  die« 
Ber  Curven  hat  man  (§.  24,  8.  104) 
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r  = 


1    +  BCOSQ' 


mithin 


s=  y'fii  +tl<^'  +  ^'^- 


wobei  die  drei  Fälle  6  <  1 ,  fi  =  1  und  6  >  1  zn  untersAeiden 
sind.  « 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  mithin  £  <:^  1,  so  giebt  die 
Aasfahmng  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 

g  _  1-  v^^  11/ tn^kh\  P^  ^^^^^ 


■•  arctan 


(fe«».i«)- 


V(l  — ß2)8"'"""VK      1  +  «  "V         2(l--£«)l+£COS9' 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  falls  der  Sector  von  der  grossen 


Fig.  49. 


r  M 


acosG) 


Achse  an  gerechnet  wird  (AFP=  S), 
also  gleichzeitig  mit  d  verschwinden 
muss.  Man  kann  der  obigen  Formel 
eine  viel  einfachere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  p  durch  a  und  6  aus- 
drückt und  einen  neuen  Winkel  a 
einführt,  der  dadurch  entsteht,  dass 
die  Ordinate  MF  (Fig.  49)  verlän- 
gert wird,  bis  sie  den  mit  a  beschrie- 
benen Kreis  in  Q  schneidet,  und  QO 
gezogen  wird.  Für  Z.  AO Q  =  o 
ist  nämlich 
•  as  =  rcosd 


oder  wegen  a  =  p  :  (l  —  6^)  und  vermöge  des  Werthes  von  r 
cosGi  —  £   cosd 

1  —  52       ~    1  -\^BCOSd  ' 

daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab : 

Vi  —  e^sincD 


cosd  = 


€03(0  —  £ 
1  —  6  cos  CD  ^ 


sind 


ecos(o 


tan 


i«=Kf^2=KS-i< 


+  cosO 
mittelst  deren  sich  ergiebt 

8  =r\a^Yl  —  «*  (o  —  £5mo), 
wo  ayl  —  6*  die  kleine  Halbachse  der  EDipse  bedeutet    Ist  nun  9 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  des  Sectors  8  auf  die  Woise, 
daas  man  erst  o  mittelst  der  Formel 
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1) 


tan\(o 


tan\d 


berechnet  und  nachher  8  mittelst  der  Formel 

2)  jS  =  |al)(ci  — fismo). 

Die  Fälle  6  =  1  und  fi  >  1  gestatten  eine  ähnliche  Behand- 
lung, die  aber  zu  weniger  eleganten  Resultaten  führt. 

b.    Die  Lemniscate.     Aus  der  Gleichung  (S.  106) 
r»  =  a^cos2d 

ergiebt  sich  sofort 

3)  8  =  \a^sin2d, 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  wenn  man  den  Sector 
mit  Ö  =  0  anfangen  lässt,  also  =  -4.0  P  setzt  (Fig.  50).  Für 
ö  =  Ja  erhält  man  die  Fläche  eines  Lemniscatenquadranten  =  Ja«; 
die  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OA 
coüstruirtes  Quadrat. 

Fig.  50.  Fig.  51. 


c.  Die  Kreisevolvente.  Betrachtet  man  den  Wälzungs- 
winkel  AOQ==(0  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  107 
entwickelten  Formeln 

r2  =  a^l  +  fi)2),      de  =  y-^^do, 

und  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  8  den  mit  (o  gleichzeitig  ver- 
schwindenden Sector  ÄOF  versteht  (Fig.  51), 
4)  S  =  Ja2(D«. 

Um  diesem  Ausdrucke  .eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
errichten  wir  im  Endpunkte  des  Vectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
welche  die  verlängerte  PQ  in  JB  schneidet;  es  ist  dann  PQ  =  ao, 
§JB  =  aco»,  mithin  der  Sector  Ä  OP  gleich  dem  dritten  Theile  der 
Dreiecksfläche  PQB. 

Aendert  »ich  der  Radiusvector  irgend   einer  Curve  sprnngweis 
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innerhalb  des  zu  quadrirenden  Sectors,  so  besteht  letzterer  ans  zwei 
oder  mehr  getrennten  Sectoren ,  deren  Flächen  einzeln  zu  berech- 
nen sind. 


§.82. 
Naherungsweise  Quadraturen. 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  sei  (in  Fig.  52) 
AU.  die  Basis  einer  Corv^fläche   ABDCj   OM  =  x  irgend  eine 

Fig.  52. 


Abscisse  und  MP  =  y  =  f(x)  die  zugehörige  Ordinate;  theilen  wir 
AB  in  n  gleiche  Theile  und  ziehen  durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ordinate,  so  zerfällt  die  Fläche  ABDC  =  ü  in  n  Streifen,  die  sich 
auf  verschiedene  Weise  näherungsweis  quadriren  lassen. 

Das  Einfachste  ist,  die  genannten  Streifen  als  Hechtecke  zu 
betrachten,  welche  den  nten  Theil  von  AB  zur  gemeinschaftlichen 
Basis  und  die  verschiedenen  Ordinaten  zu  Höhen  haben;  setzen  wir 

—  AB  =  h  und  bezeichnen  die  Ordinaten,  welche  den  Abscissen 
n 

OA,  OA  +  K  OA  +  2Ä  etc.  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit  yoi 

yi,  ^2  etc.,  so  erhalten  wir  folgende  Näherungsformel 

1)  u  =  h(tfo+yi+y2+-'"  +  y«-i). 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  wird  dadurch  erreicht,  dass 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hinaus- 
kommt, die  n  einzelnen  Stücke  des  Bogens  GFD  als  gerade  Linien, 
mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzui?ehen;  dies  giebt 
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2  2  2 

and  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

2)  ü  =  Ä(iyo  +  yi  +^2  +  •••  +  y«-i  +  b«).- 

Bedeutend  grösser  wird  die  Annäherung,  wenn  man  die  ein- 
zelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  krumme  Linien,  und  zwar  am 
einfachsten  als  parabolische  Bögen  ansieht.  Zu  diesem  Zwecke  nimmt 
man  für  n  eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte  je  drei 
auf  einander  folgender  Ordinaten 

yo,  Pu  y2;    ^2.  ys,  y^;   y4,  ys,  ye ;  etc. 

durch  Parabeln  verbunden ,  deren  Achsen  parallel  zur  y- Achse  lie- 
gen*). Die  Fläche  U  besteht  dann  aus  ^n  parabolischen  Doppel- 
streifen, welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhält 

U  =  lh(ffo+^yi+y2)  +  5ÄÖ^2  +  4ys+y4)  + 

oder 

3)  u  =  lh{ff,  +  4(y,4-y3-^y6  +  ---  +  y«-i) 

+  2(^2  +y4+y6  +  — l-y«-2)  +  yj, 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Simpson 'sehen  Regel  be- 
kannt ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  beurtheilen 
zu  können,  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,  den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht. Nennen  wir  F(x)  die  Fläche,  welche  von  der  festen  Ordinate 
GrH  bis  zu  irgend  einer  Ordinate  MP  =  y  =  f(x)  reicht,  so  ist 
der  Fläch^iinhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  f(x)  und  f(x  -|-  Ä)  lie- 


*)  Die  Möglichkeit  dieeer  Construction  erhellt  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  ||  0  F  liegt,  ist  im  Allgemeinen 

wobei  a,  ß  die  Coordinaten  des  Scheitels  sind,  und  q  den  Parameter 
bezeichnet.  Soll  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkte  lof^o,  ^i^u 
hV2  gehen,  so  müssen  or,  ß^  q  den  drei  Gleichungen 

«to  —  /»  -  — - — ;  ii  -  /»  -  — - — ,  Vi-  ß-  — - — 

genügen;  diese  liefern  aber  jederzeit  reelle  Werthe  für  «,  ß  und  q. 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


382       Cap.  XIV.    §.  82.   Nälierüngsweise  Quadraturen. 

gendeii  Streifens  =  F{x  +  Ä)  —  J'(a?);  nacli  dem  Taylor'sclien 
Satze  hat  man  femer  bei  einstweiliger  Weglassung  des  Restes 

F(x  +  Ä)  —  F{x)  =  hr(x)  +  Ih^F'ix)  +  lh^F'"(x)  +  •  •  • 

oder,  weil  F'(x)  =  f(x)  ist, 

F(x  +  h)-  F(x)  =  h/ix)  +  IhV'ix)  +  SÄy"(«)  +  .  . . 

Als  Inhalt  des  Trapezes ,  dessen  parallele  Seiten  f(x)  und  /{x  -|-  V) 
sind,  und  welches  h  zur  Höhe  hat,  ergiefot  sich 

!»[/(«)  +  /(o; + Ä)]  =  m4+  !»*/'(«)  +  jÄ«/' («)  +  •  •  • 

mithin  als  Di£Perenz  beider  Flächen 

F(x  +  Ä)  -  F(x)  -  lÄ  [/(x)  +  /(*  +  Ä)] 
=  -  ^Ä»[Ä/"(a;)  +  |Ä'/"(«)  +  ^hV'^ix)  +  ...]. 

Die  eingeklammerte  Reihe  stimmt  in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelung 

f'(x  +  h)  -fix)  =  hf'ix)  4-  lhY"ix)  +  lh»/^(x)  -I-  . . ., 

daher  ist  durcli  Addition 

F(x  +  Ä)  -  F{x)  -  lÄ  [f(x)  -h/ix  +  Ä)]  +  iÄ»  [/(«  +  Ä)  -/(«)] 

Um  die  Summe  der  noch  übrigen  Reihe  direct  zu  finden,  setzen  wir 

4)        tp  (Ä)  =  Fix  +  Ä)  —  F(x)  —  |Ä  [/(»)  +  fix  H-  Ä)] 

+  ^»*[/'(^ +  »)-/(«)] 

und  differenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  A;  dies 
giebt. 

9' W  =  \\f{x  +  h)  -  /(..)]  -.  |Ä[2/'(a;  +  Ä)  +  /(a^)] 
<p"  W  =  |[/(«  +  Ä)  -/(a;)]  -  \hf\x  +  Ä) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  ^(^r),  F\s)^=^f{i\ 
f{e\*  .  .  f^^{e)  stetig  und  endlich  bleiben  von  jBf  =  äJ  bis  if  =  «-f-Ä, 
sind  g?(Ä),  9>'(Ä),  9"(Ä)  und  9'"(Ä)  gleichfalls  continuirlich  und 
endlich  von  It  =  0  bis  ^  =  ^,  und  dann  lassen  sich  die  Formeln 
2)  und  3)  auf  Seite  207  in  der  Weise  anwenden ,  dass  man  a  =  0, 
n  =  3  setzt  und  9  statt/  schreibt,  wodurch  entsteht 
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9(Ä)  =  9(0)  +  Ä9>'(0)  +  JÄ»9>"(0) 

»W-»(0)    (l^d)«<(dfc) 
"*■        ^'(-^Ä)       *  2 

Nimmt  man  die  willkürliche  Function  if(h)  =f"(x  +  ä),  wo  nun 
f"'(x  -f  h)  keinen  Zeichen  Wechsel  erleiden  darf,  während  h  von  0 
bis  h  wächst,  und  beachtet  man  farner,  dass  ^(O),  (p'(0),  q>"(0)  ver- 
schwinden, 80  erhält  man 

g,(Ä)  =  Q—^[/"(x  +  h)-/"ix)]h* 

Das  Maximum  von  (1  —  d)^^*  ist  -r-r ,  daher  kann 

lo 

5)  9>(Ä)  =  ^{/'"i»  +  Ä)  -/"(«)]** 

gesetzt  werden,  wo  e  einen *nicht  näher  bekannten  positiven  echten 
Brach  bezeichnet.  Durch  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  5)  ergiebt 
sich  nun  folgendes  Resultat 

F(x  +  Ä)  -  F(x)  =  |Ä[/(«)  +  /(x  +  Ä)l 

worin  die  beiden  letzten  Summanden  rechter  Hand  die  Differenz 
zwischen  dem  Flächenstreifen  und  dem  Trapez  angeben. 

Wir  nehmen  der  Reihe  nach  ap  =  a,  a  +  Ä,  a  4"  2Ä,  .  .  . 
a  4*  (^  —  ^)^  ^°d  addiren  alle  entstehenden  Gleichungen;  die 
Summe  ist 

7)  F(a  +  nh) -- F(a) 

=  Hlfiä)  +  f(a  +  h)  +  .  .  •  +  f(a+'-ir=rih)  +  if(a  +  nh)] 

-  h^'ifia  +  nh)  -f(a)]  +  ^h^8; 
dabei  wurde  zur  Abkürzung  gesetzt 

8)  S  =  6,|/"(a  +  Ä)-/"(a)]+«i|/"'(a+2Ä)-/"(a  +  Ä)]  +  ... 

•  •  •  +  ««-![/'''(«+«»)  — /"(a+ir=nÄ)], 

und  es  bedeuten  hierin  Sq^  £i,.  .  .  Cn^i  nicht  näher  bestimmte  po- 
sitive echte  Brüche.  Zur  Gültigkeit  der  Formel  gehört  ferner,  dass 
/""(ic)  von  X  =  a  hiB  X  =  a  +  **Ä  keinen  Vorzeichen  Wechsel  er- 
leidet, also /'"(«)  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.     Eben- 
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desshalb  beträgt  S  weniger  als  Dasjenige,  was  aus  Nro.  8)  für 
fo  =  f  1     .  .  =  «»—1  =  1  hervorgeht,  d.  h.  man  kann 

9)  S  =  Q[/"(a  +  nh)-/"(a)] 

setzen,  wo  Q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet. 

h  — o 
Ist  nun  a  -\'  nh  =  h  mithin  h  =  - — — ,   so   repräsentirt  die 

linke  Seite  von  Nro.  7)  den  genauen  Werth  der  Fläche  ?7,  welche 
zwischen  den  Ordinaten  f(a)  und  f{h)  liegt;  rechter  Hand  ist  f(ä) 
=  yo.  /(öt  +  h)  =  yi  u.  8.  w.,  also 

10)  ü=h(yo+!fi+y2  +  -'  +  Pn-i  +  lyn) 

Der  Vergleich  mit  Nro.  2)  zeigt,  welche  Correction  für  eine  genauere 
Rechnung  nöthig  ist.  Sollte  die  Bedingung,  dass/^^(a!;)  von  x  =  a 
bis  X  =  h  sein  Vorzeichen  behalten  muss,  nicht  erfüllt  sein,  so  kann 
man  die  Fläche  leicht  in  kleinere  Stücke  so  zerlegen,  dass  innerhalb 
jedes  einzelnen  Stückes  die  genannte  Bedingung  erfüllt  ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Simpso naschen  Regel  kennen 
zu  lernen,  benutzen  wir  wieder  die  Formel  7)  und  zwar  auf  zweierlei 
Weise.  Zuerst  nehmen  wir  n  =  2m  und  bezeichnen  den  entspre* 
chenden  Werth  von  Q  mit  Qi ;  nachher  lassen  wir  in  Nro.  7)  m  an 
die  Stelle  von  n  und  zugleich  2^  an  die  Stelle  von  h  treten,  wobei 
Q2  der  zugehörige  Werth  von  Q  sein  möge;  die  zweite  Glßichung 
subtrahiren  wir  von  dem  Vierfachen  der  ersten  Gleichung  und  divi- 
diren  den  Rest  durch  3;  es  ist  dann 

F(a  +  2mh)  r-  F(a) 
=  |Ä[/(a)  +  4/(a  +  h)  +  4f(a  +  3h)  +  ...*+  4/(a  +  2m  — 2h) 

+  2/(a  +  2Ä)+ 2/(a  +  4Ä)  +  ...  +  2/(a  +  2w— 2Ä) 

+  /(a+2mÄ)] 

+  sbCPi  -  92)ÄH/"(a  +  2mh)  -na)] 
oder  auch,  wenn  m  für  2  m  gescbrieben  wird 

11)  r?  =  iÄ[yo  +  4(yi  +  »3+y*  +  --'  +  »»-i) 

worin   Q  einen   positiven  oder   negativen   echten  Bruch  bezeichnet. 
Der  letzte  Ausdruck  liefert  für  Q  =  —  1  und  p  =  -[-  1  die  Grenzen 
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zwischen  denen  der  bei  der  Simpson'schen  Regel  begangene  Fehler 
liegt. 

Die  Formeln  zur  n&herangeweisen  Quadratur  enthalten  zugleich 
die  Mittel  zur  nfthemngsweisen  Berechnung  bestimmter  Integraley 
weil  nach  §.  64  die  Fläche  AB  DG  =  ü  durch  das  bestimmte 
Integral 


/ 


» 

/(x)t?ar 


ausgedrückt  wird. 


§.  83. 
Bectification  ebener  Chirven  in  Farallelooordinaten. 

Bereits  im  §.  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Gurvenbogen  PPi  um 
so  eher  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
näher  die  Punkte  P  und  Pi  an  einander  liegen ,  und  dass  folglich, 
wenn  arc  CP  =  $  gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Coordinaten 

1)  ds  =  Vdx^  +  dy^ 

ist;  nach  demselben  Prinzipe  erhält  man  bei  einem  schiefwinkligen 
Systeme,  dessen  Coordinatenwinkel  y  heissen  möge, 

2)  da  =  y  dx^  +  dy^  +  2dxdyco$Y. 
Gewöhnlich  betrachtet  man  x  als  unabhängige,  y  als  abhängige  Va- 
riabele  und  schreibt  demgemäss 

die  Formel  2)  wird  dann^ 

e?s  =  Vi  +  y'«  +  2y'co$Ydx, 
und  daraus  folgt  durch  Integration 

3)  8  = /Vl  +  y'»  +  2y'cosydx, 

Die  willkührliche  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  Anfangspunkte  C  aus  der  Bogen  s  gerechnet 
werden  soll;  es  muss  nämlich  $  =  0  werden,  wenn  furo;  dieAbscisse 
des  Punktes  C  genommen  wird. 

Sehlömiloht  AnAlysii.  25 


Digitized  by  CjOOQ IC 


386        Cap  XIV.    §.  83.   Rectification  ebener  Curven 

a.  Die  Parabel.  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  dessen  Anfang  der  Scheitel  und  dessen  x- Achse  die 
Scheiteltangente  ist,  lautet  die  Gleichung  der  Parabel 


=  —— ,  mithin  y  = 


und  nach  Formel  3) 


oder  bei  Ausföhmng  der  Integration 

«  =  — ilasVj»»!-«»  +  !?'?(«+ Vi»» +«*)  +  Cm^\' 

P     (  ' 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  s  =  0  werden 
für  re  ==  0;  dies  giebt 

0  =  —\Ip^I(p)  +  Const.^ 

und  durch  Elimination  der  Constante 

4)  ,  =  |j^VZ±f!+^z(f±35!±Z)j. 

b.    Die  Ellipse.     Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  Coor- 
dinatensjstems  hat  man 

y  =  — Va^^x^,     y' — 


and  wenn  zur  Abkürzung  4ie  numerische  Ezcentricität 

a 
gesetzt  wird,  so  findet  sich  leicht 

In  geschlossener  Form  lässt  sich  diese  Integration  nicht  ausfuhren, 
und  daher  muss  man  s  durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen.  Be- 
nutzt man  zur  Vereinfachung  die  Substitution  x  =  a^,  so  wird 


.'=»/VW«. 


I» 

und  hier  lassen  sich  alle  die  Transformationen  anwenden,  welche  io 
§.  74,  b.  gezeigt  wurden.     So  ist  nach  Formel  6) 
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387 


i  r,     ^      t      TT  ^2     o  1     ^4     ^  1.3    t7«      ^ 

ö  '       "  2  2    4  2.4   6 


i/j  =  arcstn^,     Um  =  ^ — — 

m 

oder  vermöge  des  Werthes  fön  | 

a 
Fig.  53 


Di=rarcstn|,     IT^ 


ÜQ  ==  arcstn  — ,    Um  = 


m 


wia"»+^ 


Versteht  man  unter  8  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x  und  8  gleichzeitig  yer* 
schwinden;  nun  ist  für  re  =  0 

Uo  =  0,    172  =  0,     Üi  =  0,.... 

mithin  Ganst.  =  0,  daher 


Zur  praktischen  Berechnung  werden  die  Formeln  für  Üi,  U^  etc. 
bequemer,  wenn  man  den  Winkel  GOQ  =  ^^  die  sogenannte  Am- 
plitude, einführt;  es  ist  dann  x  =  asinq),  |  =  sinq>,  mithin 

sinff  =  — ,      6  =  a  I  Yl  —  s^8in^(pdq>i 


7) 


Uo  =  g>,     Ufn 


(m —  1)  Um-9  —  sin'^^^fpcosq) 


m 


Für  X  =  a,|=  1,  (p  =  ^7t  erhält  man  die  Länge  des  Ellip- 
Benquadranten,  welche  JE?  heissen  möge.  Die  Wertheyon  Uot  ITs«  U^ 
etc.  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 


r7o  =  -— ,    üi  = 


2 


3    „ 


1  .  3  :r 


2.42 
folglich  ist  nach  Nro.  6) 

8) 


Uo  = 


Jl Ä_ 

2     2    ' 

1.3.  5   7t 
2.4.6   2 


u.  s.  w. 


.=,„j,_(l.)-_(l-)-_(l-l)-_...j. 

Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 
Fonneln  benutzen,  um  Reihen  für  8  oder  E  zu  gewinnen. 

25* 
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c    Die  Hyperbel.     Gebt  man  von  den  Gleichungen 


l>a? 


aus  und  setzt 


so  erbält  man 


Va^  +  &^_ 


«f 


=/V^g^'^- 


Diese  Gleichung  transformiren  wir  durch   Einfuhrung   eines  Hülfs- 


Fig.  64. 


winkeis,  der  auch  bei  der  Construction 
der  Hyperbel  gute  Dienste  leistet  (Fig. 
54).  Beschreibt  man  nämlich  um  den 
Mittelpunkt  der  Curve  zwei  concentri- 
sche  Kreise  mit  den  Radien  0-1  =  a, 
OB  ==  u4(7  =  &,  zieht  femer  irgend 
einen  gemeinschaftlichen  Radius  OTJV 
unter  dem  Winkel  ÄOU=^  und  legt 
femer  in  ü  und  V  an  jene  Kreise  die 

Tangenten   UM,   VN,  so  ist 
0M=  x  =  asectlf^  und  die  Gleichung 
der  Hyperbel  giebt  y  =  htanif,  d.  h. 
MF  =  JVF;  femer  wird 


,=  afVl^^ 


»•/J^V- 


cos'^i) 


Wegen  «  >  1  ist  der  Quotient 


•<^  1  und  daher  kann  folgende 


Reihenentwickelung  vorgenommen  werden: 

1     C08«^  1 


J    C08^jI){ 


CM*^ 


2       ««  2.46*  ) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

Vm  ^=  J  COS^tdtf 

so  wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

(rr    ^   .      *      I         ^e  1     ^3         1.3    F4  ) 

I  ^  ^        2s  2    4fi»        2 .4  66»  ) 

and  zwar  geschieht  die  Berechnung  der   Integrale  Vq,   Fj,  F4  etc. 

nach  folgenden  Formeln: 
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9) 


n  =  *,  F^  = 


in  Parallelcoordinaten. 

sinifcos^^^if  +  (m- 


389 


l)F«-a 


m 


wie  man  mittelst  der  fÜnfteD  Oleichnng  in  §.  77,  Nro.  3)  leicht  fin- 
det Rechnen  wir  den  Bogen  8  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
wird  8  =  0  für  «  =  a,  d.  h.  für  ^  =  0;  in  diesem  Falle  ver- 
schwinden alle  V  und  es  wird  Const,  =  0,  mithin 

ln^  {    *      I         "^0  l     Vi  1  . 3   F4 

J         ^26  2    4£3        2 .4  6€« 

Die  YerlängemDg  der  Ordinate  MP  schneidet  von  der  Asymp- 
tote eine  Strecke  OQ  =  fs  aib,  deren  Grösse  ist 


^  = ! a; 


$x  =  assecif; 


vermöge  der  goniometrischen  Formel 

secif  —  tantif  =  tanQx  —  |^) 
erhalt  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcÄP 
0  —  8  =  astan{\7C  —  |^) 

^   2«  r®  ^    2   2a«  ^  2  .  4  36*  ^  i 

Bei  unendlich  wachsenden  x  convergirt  jff  gegen  die  Grenze  l^r,  zu- 
gleich wird 

jr  1  1     Ä  1 . 3  Ä 

Fo=^,     F,  =  -i-Fo  =  4-^.     F4 


2 


2     2 


2.4   2 


etc. 


mithin 


■■'^('-'=^h+(i)'»^  +  (^D'5i^ +•••!• 


Fig.  (^. 


Kurz  ausgedrückt,  ist  demnach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  yon  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§.21  sei  der  Scheitel  C  der  An- 
fangspunkt rechtwinkliger  Goordi- 
naten  (Fig.  65);  es  ist  dann 

j       l/aq  —  X 


j=  /  Y  —äx  =  2V2aa;  +  Ccwwf. 
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Kechnet  man  auch  den  Bogen  s  vom  Scheitel  aus, 'so  müssen  8  und  x 
gleichzeitig  verschwinden;  dies  giebt  Const,=  0  und 

12)  $  =  2V2ax, 

was  sehr  leicht  zu  construiren  ist.  Für  a?  =  2  a  folgt ,  dass  die 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  ganze 
Cycloide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  an 
Länge  gleichkommt. 


§.84. 
Bectiflcation  ebener  Curven  in  Folarooordinaten. 

•  Nach  Forme]  7)  in  §.  23  wird  das  Bogen difPerential  einer  auf 
Polarcoordinaten  r  und  6  bezogenen  Curve  durch  die  Formel 

1)  ds  =  V(rdf0)3  +  dfr» 

ausgedrückt,  Welche  in  dem  Falle,  wo  0  die  unabhängige  Yariabele 
ist,  zur  folgenden  wird 

2)  d8  =  Vr^  +  r'^dd. 
Durch  Integration  ergiebt  sich  hieraus 

3)  8=  CVr^  +  /»t^ö; 


Fig.  56. 


mithin  ist 


die  willkührliche  Constante  des  In- 
tegrales wird  hier  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  s  =  0  werden 
muss,  wenn  0  denjenigen  speciellen 
Werth  {Z.AOXin.  Fig.  Ö6)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Bo- 
gens  entspricht. 

a.    Die  Spirale  des   Archi- 
medes  hat  zur  Gleichung 
4)  r  =  ae,     i^  =  a. 


8  =  a  CVti^  +  Idö, 
oder 

5)  «  =  Ja{öVT4^+Kö  +  VTTö5)}. 

wobei  es  keiner  Constanten   bedarf,  wenn  d,  r  und  8  gleichzeitig 
verschwinden  sollen. 
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•^b.    DieCardioide  wird  durch  folgende,  geometrisch  leicht  zu 
construirende  Gleichung  ausgedrückt 

6)  r  =  h(l+co8ff),      f^  =  --hsind; 
68  ist  daher 

8  =  h  fv 2(1 +co86f)dd  =  2h  fcos\e de 

oder 

7)  8  =  4h8in\e; 

eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  8  =  0  werden  soll  für 
9=0.  Für  0  =  n  ergiebt  sich  die  Lfinge  der  halben  Cardioide 
=  45,  mithin  die  Länge  der  ganzen  Curve  =  8K 

c.    Die  EreiseyoWente  hat  nach  §.24,  YIL  zwei  Gleichungen, 
aus  denen  folgt 

Fig.  57.  acD        , 

••**«  =  Vi  4-«,«'*»' 

ds  =  atodio; 
l&sst  man  den  Bogen  8  im  Punkte  Ä 
anfangen,  so  wird 
8)  8  =  Jao», 

d.  h.  arcÄP  =  lQBin  Fig.  67. 


§.86. 
BeotifLcation  doppelt  gekrümmter  Linien. 

L    In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordmatensystem  ist 
nach  Formel  6)  in  §.  26  # 

1)  ds  =  Vdx9  +  dy»  +  dfjer«; 

denkt  man  sich  die  Curve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
und  X0  dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Gleichungen  von  den  Formen 

y=<p(x),        e  =  fl,(x) 
aasgedrüokt,  worin  x  die  unabhängige  Yariabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleichung  1)  über*  in 

d8  =  Vl+f/^  +  a'^dx. 
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Hieraus  folgt  augenblicklich 


2) 


Fig.  58. 


=A 


l  +  i/^  +  if^dx^ 

die  Integrationsconstante  bestimmt 
sich  durch  die  Bedingung,  dass 
5  =  0  werden  mnss,  wenn  für 
X  die  Abscisse  des  Bogenanfanges 
gesetzt  wird. 

Beispielsweis  betrachten  wir 
den  Durchschnitt  eines  vertical 
stehenden  parabolischen  und  eines 
senkrecht  dagegen  liegenden  cy- 
cloidischen  Cylinders  (Fig.  58). 
Für  OL  =  X,  LM  =  y,  LN 
=  MP  =  fs  ist  nämlich 


-X 


,  =  3V^,  »'=V^;. 


=v 


2a- 


wobei  h  den  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Scheitel  der  Parabel  be- 
zeichnet; daraus  folgt 


•=/V.+i  +  ^^«=vi^/Ä 


oder 


8=:2'V(2a  +  h)x, 

und  hier  ist  keine  Constante  hinzu- 
zufügen, wenn  unter  s  der  Bogen 
OF  verstanden  wird.  Die  geometri- 
sche Bedeutimg  des  Werthes  von  s 
erkennt  man  leicht. 

IL  Nicht  selten  ist  der  Gebrancb 
eines  gemischten  Coordinatensyste- 
mes  vortheilhaffc,  welches  dadurch 
entsteht,  dass  man  zwei  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x^  y^  0  in  Po- 
larcoordinaten  umsetzt  und  die  dritte  Coordinate  unge&ndert  lässi 
Denken  wir  uns  (Fig.  59)  den  Radiusvector  OP  auf  die  a?y-Ebene 
projicirt  und  bezeichnen  diese  Protection  ON  mit  u  und  den  Win- 
kel NOX  mit  2,  so  haben  wir 
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3)  x  =  uco8X,      y:=zusin%, 
dx^  -f  dy'^  =  {udxY  +  e?M«, 

während  0  ungestört  bleibt;  die  Formel  1)  wird  dann  zur  folgenden 

4)  ds  =V{udxy  +  du^  +  de^. 

Substituiri  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Werthe  von  x 
nnd  y  auch  in  die  Gleichungen  der  Curve,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gleichungen  zwischen  u,  %^  0\  eine  dieser  neuen  Goordinaten  wählt 
man  zur  unabhängigen  Yariabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
diese  aus,  so  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand  nur  eine  Yariabele 
enthält  und  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskegels  mit 
einer  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 
beider  Flächen  mit  der  ^r-Achse  zusammenfallen.  Nennen  wir  y  den 
Winkel  zwischen  der  Eegelseite  und  ^er- Achse,  c  den  Parameter  der 
Schraubenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Goordinaten 

aj2  +  y»  =  £f«fan»y,       ^  z^itm^ 

and  in  gemischten  Goordinaten 

u=^ztany^        X  =  —  ±  wä, 
c 

wo  m  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.     Hieraus  folgt, 
wenn  z  als  unabhängige  Variabele  betrachtet  wird, 

as  =y'(£^y  +  to»«y  + 1 .  ä, 

oder  kürzer 

c  stny 

und  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  s  und  z  gleichzeitig 
verschwinden  sollen, 

Wie  man  aus  §.  83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  s  mit  dem  Bogen 
einer  gewissen  Parabel  vergleichen. 

m.  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
lichen Baumpolarcoordinaten  vorkommen,  setzen  wir  den  Radiusvec- 
tor  OP  =  r  und  bezeichnen  mit  r  seinen  Neigungswinkel  gegen  die 
a;y-Ebene  (Z.FON=^  t);  wir  haben  dann 

u  =  rcostj      e  =  rsint 
du^  +  d0^  =  {rdxy  +  dfr» 
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mithin  statt  Nro.  4) 

5)  ds  =  VircosTdz)^  +  (rdty  +  dfr«, 

wie  sich  auch  direct  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dass  ds  als  die 
Diagonale  eines  Parallelepipedes  gelten  kann,  dessen  Kanten  rcostdx, 
rdx  mid  dr  sind.  Zum  Uebergange  von  x,  y,  ff  zu  r,  %y  z  dienen 
die  Formeln 

6)  55  =  rcost  cosx^   y  =  rcost  8in%^   e  =  r smr; 

aus  den  Gleichungen  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  erhält 


Fig.  60. 


man  mittelst  derselben  zwei  Glei- 
chungen zwischen  r,  r,  %,  wobei 
man  eine  der  letzteren  Grössen 
als  unabhängige  Yariabele  be- 
trachtet. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  den 
Durchschnitt  einer  Kugel  mit 
einem  vertical  stehenden  Cylinder, 
dessen  Directriz  eine  Archimedi- 
sche Spirale  ist  (Fig.  60).  Die 
ursprünglichen  Gleichungen  mö- 
gen sein 

x^  -^  y^  -^  z^  =  cfi,  u  =  lx\ 

in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann     • 

r  :=  a^  acost  =  hx^ 

folglich,  wenn  r  als  unabhängige  Yariabele  angesehen  wird, 


äs  =  ay[ ^ )+l 


dt 


und 


=-/VW^-^' 


Rechnet  man  den  Bogen  vom  letzten  Curvenpunkte  D  aus,  so 
muss  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  s  =  0  wird 
für  r  =  0.  Das  Integral  ist  übrigens  leicht  in  eine  Reihe  zu  yer- 
wandeln;  mittelst  der  Substitution  r  =  |g}  erhält  man  nämlich 

wobei  zur  Abkünmng 

a 

=  A 


Va«  +  46« 
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gesetzt  wurde.  D&  Xcas€0  immer  ein  echter  Brach  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
nomischen Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichnung 

Sl^  =  I  cos^odcD 

einführt,  erhält  man 

^=45X1^« -¥^-2-7^^ -271  6-^ -•••$' 

n                         ^              (^ — l)Sln—2  -\-  sind  COS^~^G} 
Wo  =  O,      W«  = 

Für  r  =  I  TT  mithin  o  =  ä  findet  man  die  Länge  des  ganzen 
Durchschnittes  D  G,  und  zwar  ist  sie  einerlei  mit  der  Länge  des 
EUipBenqnadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 

25 ^^^ 

construirt  werden  kann. 

§.86. 

Die  Cubatur  begrenster  Volumina. 

Bereits  in  §.  1  (S.  22)  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquo- 
tient eines  Volumens,  welches  sich  längs  der  o;- Achse  erstreckt,  in 
Beziehung  auf  x  genommen,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  be- 
zeichnen wir  demnach  mit  V  ein  derartiges  Volumen  und  mit  ü  den 
Querschnitt,  welcher  am  Ende  des  x  senkrecht  zur  a;- Achse  liegt  und 
hier  das  Volumen  begrenzt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 

dV 

^z=zU,        d7=Udx, 

ax 

und  hieraus  folgt 

Udx. 


1)  y=fi 


Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  auf  der  a;-Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
lumen gerechnet  werden  soll;  es  muss  nämlich  V  sich  annuUiren, 
wenn  für  x  die  Abscisse  des  Anfangsquerschnittes  genommen  wird. 
Als  Beispiele  mögen  die  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

a.    Das  Ellipsoid  hat  bekanntlich  die  Gleichung 

&r+(i)'+(7)'='> 


Digitized  by  CjOOQ IC 


396   Cap.  XIV.    §.  86.    Die  Cubatur  begrenzter  Volumina, 
der  Querschnitt  am  Ende  von  «,  senkrecht  zur  a?- Achse  gelegt,  ist 

hier  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  —  Va»  — a?»  und  —  Va«  — «», 

a  a 

daher 


Nach  Nro.  1)  findet  sich 


hn 


2)  V=7t^(a^x^lx^), 


a« 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  das  Volumen  von  der  yg-Ehem 
an  gerechnet  wird ,  d.  h.  für  x  =  0  verschwindet.  Die  Formel  2) 
giebt  dann  das  Volumen  einer  Zone ,  welche  in  der  Richtung  der  x 
die  Dicke  x  besitzt.  Für  o;  =  a  wird  daraus  das  halbe  EUipsoid 
=  l7tahc',  das  Volumen  des  ganzen  EUipsoides  ist  demnach  =  |3ra5c, 
d.  h.  gleich  dem  Volumen  einer  Kugel,  welche  das  geometrische  Mit- 
tel aus  den  Halbachsen  a,  2>,  c  zum  Eadius  hat. 

b.    Das  einfache  Hyperboloid  drücken  wir  durch  die  Glei- 
chung 


©■+©'-(7)'= 


aus  und  suchen  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  e.     Der  Hori- 
zontalquerschnitt am  Ende  des  is  ist  eine  Ellipse  aus  den  Halhachsen 

—  V  c«  +  xr3  und  —  V^T^  daher 
c  c 

und  nach  Foimel  1),  wenn  x  durch  0  ersetzt  wird, 

8)  r  =  n  ^  (c^e -{- iz»). 

Für  g  =  c  ergiebt  sich,  dass  die  Zone  von  der  Höhe  e  das 
Volumen  \7tabc  besitzt.  Construirt  man  überhaupt  aus  den  drei 
Halbachsen  a,  6,  c  einen  elliptischen  Kegel  K^  einen  elliptischen  Cylin- 
der  C,  ein  Halbellipsoid  E  und  die  vorhin  erwähnte  hyperboloidische 
Zone  £r,  so  gilt  für  die  Volumina  dieser  Körper  die  Proportion 

Kl  G:EiH=  1:2:3:4; 
der  bekannte  Satz  des  Archimedes  repräsentirt  hiervon  den  spedellen 
Fall  a  =  &  =  c  mit  Weglassung  von  Ä 

0.    Das  getheilte  Hyperboloid  hat  zur  Gleichung 

-©• -(!)•  + (7)  =  •■ 
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nnd  sein  Horizontalquerscknitt  in  der  Höhe  e^  c  ist  eine  Ellipse 

mit  den  Halbachsen  —  V ^2  —  c«  und  —  V^*  — c^,  daher 
c  c 

und  nach  Formel  1),  wenn  e  £^  x  geschrieben  wird, 
F  =  «  ^  djer»  —  c«5  +  Const.). 

Rechnen  wir  das  Yolumen  yom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  muss 
V  =  0  werden  für  g  =  c,  daraus  folgt  Const.  =  |c^, 

4)  r=«^ß;.3-c^5  +  |(j3), 

und  nnn  bedeutet  V  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  0  —  c. 
Für  £f  =  2c  ergiebt  sich,  dass  die  Kappe  von  der  Höhe  c  das  Volu- 
men 1 7C  abc  besitzt. 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

4.  +  ^  =  2^; 
a  0 

sein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  e  ist  eine  Ellipse  mit  den 

Halbachsen  V  2az  und  V2  6if,  daher  17  =  2 TcYah  .  z  und 

5)  F=  xVah  .e^  =  lUjg, 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  unter  V  das  Volumen  einer 
Kappe  von  der  Höhe  0  verstanden  wird.  Dieses  Volumen  kommt 
der  Hälfte  des  umschriebenen  elliptischen  Cylinders  gleich;  hierin 
liegt  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  von  Archimedes  ge- 
gebenen Quadratur  der  Parabel. 

e.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichung 

-rr-  =>  2z 

a  h 

charakterisirt  werden;  sein  Querschnitt,  in  der  Entfernung  x  senk- 
recht zur  ar-Achse  gelegt,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  ajy-Ebene 
ein  begrenztes  Stück  abschneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
xy 'Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  U' jenes  Stück  und 


rr        c      2     x^         \/h 
U=  2  .  —  --—  •  a;  1/  —  , 
3    2a         Y    a  ' 


mithin 

6)  r  =  ^^x^  =  jUx. 

^   aVa  4 
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Das  oberhalb  der  a;y*  Ebene  yom  Scheitel  bis  zum  Qaerschnitte 
XJ  reichende  Volumen  beträgt  hiemach  ein  Viertheil  des  umschriebe- 
nen parabolischen  Cylinders. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Cnrve  um  die  aj-Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  D  bildet 
dann  einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate  wie  gewöhnlich 
mit  y  bezeichnen,  so  haben  wir  U  =  Tty^  und 

7)  V  =  n  1  y^  dx. 

Im  Fall  der  Abscisse  x  zwei  Ordinaten  yi  und  y-2  Ü>  yi  ent 
sprechen,  welche  entweder  zu  derselben  Curve  oder  zu  zwei  verschie- 
denen Gurven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung  die 
Strecke  y^  —  yi  einen  Ereisring,  dessen  Inhalt  U=  ^(jf^ — Vi) 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  sich 
dann  durch  die  Formel 

8)  V=7cJ{yl^y^dx. 

Als  Beispiel  diene  die  Cubatur  des  Körpers,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener  Kreis  um  eine  Gerade 
gedroht  wird,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpunkte  =  c  ist. 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  a;- Achse  und  lassen  die  y- Achse 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen,  so  haben  wir  als  Gleichung  der 
rotirenden  Curve 

y  =  c±  Va2  — a;2. 
Fig.  61.  Dabei  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob 

die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  Kreises 

>  liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c  >  a  öder  c 

<  a  ist.      Im  ersten  Falle  (Fig.  61)  sind  alle 
Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 
y,^  z=c  4-  Va^— ic^    yi=c  —  Va3  — x», 
mitbin  ist  nach  Formel  8) 


i7C^-JVa^--i 


x^dx 
oder 

V  z=  271  —  {  xya^  —  x^  4-  a^arcsin  — )  • 
a  \  a/ 

Einer  Constanten  bedarf  es  nicht,  wenn  man  das  Volumen  von 
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»  =  0  ab  rechnet     Für  x  =  a  ergiebt   sich  der  Inhalt  de»  halben 
Ringes  =  n^a^c,  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 
9)  B  =  2n^a^c. 

Fig.  62.  Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  zeigt, 

sind  die  Querschnitte  theils  Vollkreise  theils 
Kreisringe,  je  nachdem  x  weniger  oder 
mehr  als  OD  beträgt;  der  ganze  Rotaidons. 
körper  besteht  daher  aus  zwei  Theilen,  wel- 
che einzeln  zu  berechnen  sind.  Für  den 
ersten  Theil  ist 

p  =  c  +  Va^  —  ic», 
mithin  nach  Formel  7) 


F  =  Ä  r(a«  +  <?»  —  a;2  +  2cVa2  — »2) 


dx 


oder  durch  Ausführung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
dass  V  und  a?. gleichzeitig  verschwinden  müssen. 


7=  x\(a^  -f  c^)x  —  lx^  -f  ca?Va3  — a?»  +  a^carcsin  — |- 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fläche  B  ODE  be- 
schriebenen Zone  Z,  wenn  man  für  x  seinen  grössten  Werth 

"  OD  =  ya^^c^ 
setzt;  nach  gehöriger  Zusammenziehung  findet  man 

(3a  a        ) 

Um  zweitens  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene  Volumen 
zu  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 

y.2=c  +  Va»  — aj»,         yi  =  c  —  Va»  — a?2 
2u  nehmen,  wodurch 

7  =  27Cc\x'V  a^ -- x^  +  a^  aresin  —  +  Co^tstA 

wird,  und  die  Constante  so  zu  bestimmen,  dass  7  verschwindet,  wenn 
X  seinen  kleinsten  Werth  OD  =  V  a^  —  C^  erhält;  dies  giebt 
(    -.y ^fd^'^^^  ) 

0  =  2xc\cv  a^—c^  +  a^arcsin 1-  Chnst.  1 

und  durch  Subtraction  von  der  vorigen  Gleichung 
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r  =  2jr(cfl?Va«  — ««  —  c«Va«  — c2) 

+  2na^c[arcstn arcstn /• 

\  a  a       / 

Für  x  =  a  erhält  man  das  vom  Segmente  DEÄD  beschriebene 
Volumen 

Vi  =  Tt^a^c  —  X 1 2c2Va3  — c»  +  a^c  arcstn  *^^  ^^^"^  ^  |  • 

.      Das  Doppelte  von  Z  -\-  Vi  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wul- 
stes; führt  man  noch  den  Winkel  ÖGD  =  y  ein,  indem  man 

y  a^  —  d^ 
=z  sm  y 

setzt,  so  findet  man 

10)  W=  2Äa2c(Ä— y)  +  \na{2a'^ -{-c^)siny. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  die  Drehungsachse  den  Kreis 
berührt,  mithin  c  =  a  ist,  liefern  die  Formeln  9)  und  10)  denselben 
Werth,  nämlich  2  n'^  aK 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Vo- 
lumens zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  U*,  und  deren 
zweite  den  Inhalt  V  bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  auch  in 
die  Sprache  der  AnaJysis  übertragen  und  demgemäss  V  unter  der 
Form  eines  Doppelintegrales  darstellen,  doch  versparen  wir  das 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Inte- 
gralen und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Bede  sein  wird. 


§.  87. 
Bie  Complanation  von  Cylinderfläohen. 

In  Fig-  63  sei  OL  =  x,  LM  =  y,  LN  =  MP  =  jer,  femer 
y  =:  q)(x)  die  Gleichung  der  Leitlinie  BM  eines  vertical  stehenden 
Cylinders,  und  0  =  tl;(x)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  horizon- 
tal und  parallel  zur  y- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Cylinder 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DP^  und  wenn  man 
sich  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  parallele 
feste  Ebene  ABG  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Cylinder 
eine  begrenzte  Fläche  GDPN^  deren  Inhalt  S  ermittelt  werden  solL 

Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Abscisse  x  den  Zuwachs 
LLi  =  dx\  die  Fläche  jS  nimmt  dann  um  den  Streifen  ^^1 P^  P 
=  d£l  zu,  und  je  kleiner  XDi  ist,  um  so  genauer  kommt  dieser  Sirei« 
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fen  einem  Rechtecke  gleich,  von  welchem  NP  ^=s  LM  ==  y  ^e  eine 
Seite,  und  die  Bogenznnahme  NNi  die  andere  Seite  darstellt.  Hier* 
»ach  ist,  wenn  arc  GN  mit  s  bezeichnet  wird, 

dS  =  yds  =  y}/dx^'\-dz^  =  y  VT+V»(fiC, 
mithin  durch  Integration 

1)  8=ryVTT7^dx, 

Für  y  und  j/  sind  ihre  ans  den  Gleichungen  der  Curven  BM 


Fig.  63. 


und  CJIf  gezogenen  Wer- 
the  q>(x)  und  ilf\x)  ein- 
zusetzen; die  Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich  durch  die  Bedin* 
gung ,  dass  8=0  wer- 
den muss,  wenn  x  den 
Anfangswerth  OÄ  erhalt, 
a.  Kreisförmiges 
Elostergewölbe.  Die 
halbe  Spannweite  des  Ge» 
wölbes  sei  OÄ  ==  a  (Fig. 
64),  derPfeü  00  =  h, 

AB  ==  b,  und  c  der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  CNÄ; 

ist  ferner  in  Fig.  65  0'  der  Mitteli)unkt  des  Bogens  ÄNC,^  O'C 

=  h,  OC  =  ?,  so  gelten  folgende  Gleichungen : 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


Schlömilch,  Analysii. 


26 
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und  nach  Formel  1),  wenn  die  Fläche  CNP  =  S  gesetzt  wird, 

:dx 


hc^  r xc 

^    a  J  yc2_j 


{x  +  hy 

Das  letzte  Integral  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

und  daraus  folgt 

S  =  -^  j—  cVc«  — (a?  +  Äj)2  —  Äs  +  Const. 
Für  a;  =  0  wird  S  =  0  und  8  =  0,  mithin 

0  =-^|—  cVc2  — Äj2  +  Const,  I 
und  durch  Elimination  der  Constante 

S=-^rcjVc3  — Ä;2  —  Vc2  — (iK  +  Ä)2J   —  Äsl- 

Da  es  hauptsächlich  auf  die  ganze  Fläche  ABC=F  ankommt, 
so  nehmen  wir  x  =  a  und  beachten,  dass 

Vc2  — Ä;2  ^  Vc2  — (a  +  Ä;)2  =  Ä  +  ?  —  ?  =  Ä 

ist  und  dass  gleichzeitig  s  in  den  Bogen  CA  übergeht,  dessen  Cen- 

triwinkel  AO^C  mit  y  bezeichnet  werden  möge;  dies  giebt 

hr 
2)  F=—(h^ky). 

Für  Stichbögen  wird  die  Formel  einfacher,  weil  dann  Ä?  =  0  ist. 

b.  Elliptisches  Klostergewölbe.  Besteht  die  Wölbungs- 
curve  aus  einem  Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  OA  =  a^ 
OC  =  c,  so  ist 

y  =  — a?,  e  r=— Va^  —  a?«. 

^        a  a 

Im  Falle  a  >>  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  ist, 
ergiebt  sich 


die  Substitution  a*  —  aj2-=  a^w^  verwandelt  das  vorstehende  Int« 
gral  in  folgendes: 
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8  =  ^  ah  CVl  —  «'  +  £^u^  du, 

dessen  Entwickelnng  sehr  leicht  ist.  Bestimmt  man  die  Constante 
80,  dass  8  für  X  =  0  verschwindet  und  setzt  nachher  o;  =  a,  so 
erhält  man  für  die  ganze  Fläche  ÄBG 

a,  r=i..j.+i^,(i±i)j,  «>. 

Im   Falle  a  <:^  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  überhöhtes  ist, 
ergiebt  sich 


^-if-Vv^'^ 


Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  behandelt  werden, 
wodurch  man  erhält 


4) 


F  =  lal)]l  +  ^"^      arctanX | ,    a  <  e. 


c.    Kreuzgewölbe  bestehen   aus    den  Stücken,  welche  übrig 
bleiben,  wenn  die  Flächen  der  Elostergewölbe  von  den  Flächen  voll- 


Fig.  ee. 


ständiger  Tonnengewölbe  abge- 
zogen werden;  ist  z.  B.  in  Fig. 
66  ÄBG  ein  Theil  eines  Kloster- 
gewölbes und  AB  DG  ein  Ton- 
nengewölbe, so  bildet  der  Rest 
BCD  ein  Stück  von  einem  Kreuz- 
gewölbe, dessen  übrige  Stücke 
diesem  entweder  congruent  oder 
auf  ähnliche  Weise  entstanden 
sind.  Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 
gen ABC  =  F,  BGB  —  F+,  arcAG  =  arcBB  =  s  ergiebt  sich 
5)  JP+  =  5s  —  F, 

wo  F  einen  der  früher  angegebenen  Werthe  hat 


§.  88. 

Bie  Complanation  der  XJmdrehtmgsfläohen. 

Eine  in  der  Ebene  xe  liegende  Curve  GN  (Fig.  67a.f.S0,  deren 
Gleichung  ir  =  ^(a?)  heisren  möge,  werde  um  die  a;- Achse  gedreht 
und  die  entstandene  Rotationsfläche  von  einem  verticalen  Cylinder 

26* 
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geschnitten,  dessen  Leitlinie  BM  durch   die  Gleichung  y  :=  (p{x) 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CA  der  bewegliche  Parallelkreis 

xv^  AT  NF,  die  Curve  GN  und 

r lg.  t)7.  '  1     .      -Tk  -ni- 

der  Durchschnitt  D  P  be- 
grenzen einFlächenstück 
CDPNj  von  welchem 
wir  den  Inhalt  S  auf- 
suchen wollen. 

Wenn  OL  =  x  um 
LLi  =  dx  zunimmt,  so 
Li ^  wächst  S  um  den  Strei- 
fen NFFiNi  =  dS, 
welcher  dem  Rechtecke 
aus  den  Seiten  NP  und 
NNi  desto  näher  kommt,  je  kleiner  ^JVi  genommen  wird.     Nun  ist 

LM        LM        y 
sinNLP  =  cosMLP  =  -j^  —  "ln  ~  T  ' 

mithin 


Z^NLP  =  aresin  — • 


und,  da  NP  ein  mit  dem  Halbmesser  e  beschriebener  Kreisbogen  ist, 

.    y 

arc  NP  =  e  arcstn  —  • 
Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Rechtecks  hat  man 


arcNNi  =  d8  =  Vl+  /^  äx, 


mithin 


d8  =  z  aresin  ^  •  VT+V«  dx 


Fig.  68. 


und  durch  Integration 

1)  S  =  j  eYi'+^ aresin ^ dz. 

Die  Werthe  von  y  und  j?  sind 
aus  den  Gleichungen  der  gegebenen 
Curven  zu  nehmen,  und  die  Integra- 
tionsconstante  muss  so  bestimmt  wer- 
den, dass  S  =  0  wird  für  x  =  OA* 

Als  Beispiel  diene  die  Compla- 
nation eines  Kugelgewölbes  (Fig. 
68).  Die  Curve  BM  ist  hier  eine 
Gerade  parallel  zur  fl5-Aclise,  die  ro- 
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tirende  Gurve  ein  Kreis,  in  dessen  Mittelpunkt  wir  den  Coordinaten« 
anfang  legen;  für  OB  =  6,  OD  =  c  sind  demnach  die  gegebenen 
Gleichungen 

mithin  nach  Formel  1),  wenn  8  die  Fläche  DFPN  bedeutet, 
8  =  c  I  arc8in  ^,  dx. 

Bei  theilweiser  Integration  wird 

h  r  x^dx 

S  =  ex  aresin  ^^  —  5c  / , .  =g 

Vc^  —  x^  J  (c2  — ä')  Vc2  — 5«— a;3 

=  ex atmn  ^ ,  —  he  1    — r— i    -7=== 

y  c»  —  Ä»  t/  Lc»— -a?«        i  yc»  — ^««.a;» 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Integration  ausfilhrt, 
8  =  ex  aresin    >        ■      +  be  aresin 


-.,,./ f'' 

J  (ca-.a?«)yc«  — 6»  — a;3 

Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x  =  Kc^  —  besinn 
so  wird 

du 


eos'^u  -f  h^sin'^iA 


f ^^  r 

«/  (c2  — a;»)V^c2  — 6«  — Ä»       0/  c» 

1/5X1  hx 

=  -r—  arcfaw  1  —  <an w  )  =  -7—  ardan    ^, 

oe  \e  /he  cVc«  — 6«  — x» 

und  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 
S  =  cicarcst«    ,  +  hearestn 


c2  -  a?»  Vc2  — 62 

~  e?  ardan    ^, , 

cVc»  — 6»  — Ä» 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  8  und  o?  gleich- 
zeitig verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x  einen  grössten  Werth 
OA  =  a  und  bezeichnen  die  Fläche  BEQF  mit  JP,  so  wird 

6 
F  =  ae  aresin  , .  +  he  aresin  ; 

Ve2  — «2 

ab 
—  c2  aretan    ^^  , 

cKc2  — «3  — 6« 
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Diese  Formel  gewinnt  an  Eleganz  durch  die  Bemerkung,  dass 
ah  .    /        ^  ^        \ 

ist,  und  man  kann  dalier  schreiben 
2)  2?^==  c(aa  +  5/5  —  cy), 

wobei  die  Bögen  a,  ß,  y  durch  die  Gleichungen 

h  .    . 


3)  j  Vc^-a»'  '^        \/^5— ^ 

(  s/ny  =  sina  sinß 

bestimmt  sind. 

Die  allgemeine  Formel  1)  urereinfacht  sich  wesentlich  in  dem 
Falle,  wo  es  auf  den  zwischen  den  positiven  Theilen  der  Coordina- 
tenebenen  enthaltenen  Octanten  der  Rotationsfläche  ankommt,  wo 
mithin  die  Ourven  BM  und  GN  congruent  sind.  Für  y  =  0  wird 
nämlich 


8=zlütJ  pVl+t/^dx, 


demnach  ist  die  Oberfläche  einer  durch  vollständige  Umdrehung  ent- 
standenen Zone 

4)  Z=27t  fyVl  +  i/^dx. 


Als  Beispiel  diene  das  abgeplattete  Ellipsoid«  dessen  Meri- 
dian zur  Gleichung  hat 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  erhält  man  zunächst 

z=  X  j  ryw+j^dx 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

Z  =  ütj^xVh^  +  l^x^+  ^l(kx  +  VJ>^  +  k^x^)  +  (htist.\ 

Rechnet  man  die  Zone  von  der  Aequatorebene  an,    so  muss  Z  z=z  0 
werden,  wenn  x  =  0;  dies  giebt 
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Für  X  =  b  erhält  rnun  die  Oberfläche  des  halben  abgeplatteten 
Ellipsoides;  die  gesammte  Oberfläche  ist 

5)  Si  =  2jcah^VT+T^  +  jz(a+Vi  +  A2)J. 

Wenn  die  rotirende  Curve  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
zwei  verschiedene  y ,  etwa  yi  und  p2  entsprechen ,  so  entstehen  zwei 
Fig.  69.  Umdrehongsflächen,  deren  Grössen  einzeln  be- 
stimmt werden  müssen.    Wie  man  diese  Bemer- 
kung anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 
>              zeigen. 
Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  dem  Halbmes- 
ser ÄC  =  a   beschriebener  Ereis  (Figur  69), 
dessen  Mittelpunkt  um  CO  =  c  von  der  Dre- 
hungsachse entfernt  liegt.     Im  Falle  c  '^  a  ist 
^     für  alle  Punkte  des  Quadranten  AB: 

yj  =  c  +  Va"  — a;2, 

Zi  =  2n  f(c  +  Va*  — a?0         ^        dx 
J  ^  Ya^  —  x^ 

=  29r  jacarcsin h  aa?|, 

wobei  es  keiner  willkührlichen  Constanten  bedarf;  für  o;  =  a  erh&lt 
man  die  vom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 

JB2  =  2na{\nc  -f  a). 
Die  Punkte  auf  dem  Quadranten  AD  bestimmen  sich  durch  die 
Gleichung  ______ 

yi  =  c  —  y  a'^  —  x'^ 
and  daraus  findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 
Fläche 

JRi  =  2n;a(\nc'^ä). 

Das  Doppelte  von  Jßi  -|-  Bs  giebt  die  Oesammtoberfläche  des 
entstandenen  Binges,  nämlich 
6)  B  =  4jr2ac. 

Im  Falle  0  <C  ^  (Fig.  70  a.  f.  S.)  besteht  die  Oberfläche,  welche 
der  Krebbogen  BEAD  beschreibt,  aus  den  drei  von  BE,  EA  und 
AD  erzengten  Flächen.  Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 
Formel 


Z2  =  27ta\carcsin {-  x\ 
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dem  x  seinen  grössten  Werth  OD  =  V  a*  —  c* .  woraus  folgt 


Zi  =  2na]c  aresin 
Fig.  70. 


Für  alle  Punkte  des  zweiten  Bogens 
EA  ist 


y  ==  c  +  Va«— a;2, 


mithin 


=r  2;ral 


c  aresin 1-  o?  +  ConstA, 


wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden 
muBS,  dass  Z  -=  0  wird,  wenn  x  seinen 
kleinsten  Werth  OD  erhält.     Dies  giebt 

Va^  —  c2 


f  =  23ro| 


c  arcsm c  arcsin 

a 


+  a?—  Vo»^^ 


und  far  X  =  a  erhält  man  für  die  vom  Bogen  EA  beschriebene 
Fläche  

Zi  =  2na\\nc  +  w  —  l/a*  —  c2  —  carcs«n 1. 

Endlich  werden  alle  Punkte  auf  AD  durch  die  Gleichung 

y  ==c  —  y«»  — a?2 
bestimmt,  mithin  ist  hier  , 

a 


2  =  2nJ{c  —  y««  — a;2) 


y^ 


.e?« 


27ta\earcsin x  -}-  CmstA; 


giebt  man  der  Constanten  einen  solchen  Werth,  dass  Z  verschwindet 
für  0?  =  OD  und  nimmt  dann  x  =  a,  so  erhält  man  für  die  vom 
*  Bogen  AD  beschriebene  Fläche 


Zo  =  27ta\{7tc  -  a  +  ya^—c^  — 


carcstn 


Die  Oberfläche  des  ganzen  Walstes  ist  das  Doppelte  von  Zq  +  Zi 
+  Z^i  durch  Einfährung  des  Winkels  ÖGD  =  y  wird  hieraus 
7)  TF=  4Äa{c(3r  — y)  -f  asiny}. 
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Im  letzten  Falle  c  =  a,  y  =  0  liefern  die  Formeln  6)  und  7) 
denselben  Werth  4n^a^. 

Wenn  die  Flache,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
cylindrische  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  fahrt  das 
Problem  auf  Doppelintegrale,  deren  Behandlung  einem  späteren  Ca> 
pitel  vorbehalten  bleibt. 
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Cap.  XV. 
Die   einfachen  bestimmten   Integrale. 

§.  89. 
Definitionen  und  Werthbestimmungen. 

Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §•  64  wieder  an,  denen 
zufolge  unter  dem  Symbole 

b 

^f{x)dx 


p 


der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

1)  /(«)«!  +/(«  +  9l)S,  +/(«  +  «1  +  «2)Ö3    + 

+/(a+Äi  +  Ä2  +  ---  +  ««-i)«« 

convergirt,   wenn  die   Grössen  ^1,^3,...  S^  der  Null  näher  und 
näher  kommen,  während  sie  immer  der  Bedingung  di  -|-  ^2  +  ^3  4* 
...  -|-  '3„  =  t  —  a  genügen  müssen.     Zugleich  erinnern  wir  an 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x  | 
als  Abscisse  und  y  =  fix)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Gurve  an-  < 
gesehen  wird ;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der  | 
Fläche,  welche^  die  Strecke  })  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat, 
seitwärts  durch  die  Ordinaten /(«)',/(&)  und  oberhalb  durch  die  ge. 
nannte  Curve  begrenzt  wird  (Fläche  -4^ DO  auf  S.  307).     Später 
ergab  sich,   dass   das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 

2)  ff{x)dx  =  F(x)  +  Const. 
betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

6 

3)  Jmdx  =  FQ>) -- F(a\ 
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anter  der  Yoranssetzung,  dass  die  Function  f{x)  innerhalb  des  Inter* 
valles  von  ^  =  a  bis  o;  =  5  keine  Unterbrecbong  der  Continuitftt 
erleidet.  —  Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primftre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
wir  entscheiden  uns  für  die  erste ,  weil  sie  in  gewisser  Backsicht  die 
allgemeinere  ist.  Die  zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
man  das  unbestimmte  Integral  von  /(a?)  dx  bereits  kenne,  und  hierin 
liegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
f{x)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
finition nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x  von  x  = 
a  bis  ^  =  &  entsprechende  y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
herbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
regellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
wirft,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
bestimmten  Integrales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstan- 
den ist,  er  kann  den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  mecha- 
nische Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  sehr  genau  fin- 
den, während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann  geschehen 
könnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Gleichung  der  ent- 
standenen Curve  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen,  wo  sich  der  Werth  des  unbestimmten  Integra- 

'  f(x)dx  entwickeln  lässt,  ist  es  nattbrlich  das  Einfachste,  das  be- 
stimmte Integral  aus  dem  unbestimmten  herzuleiten.  Wir  geben 
hierzu  einige  Beispiele. 

Mittelst  der  Fundamentalformel  6)  in  §.65  erhält  man  sehr 

leicht 


■P 


1)  -     r_^i_  -  JL 

J  a^  +  x^        4a' 

0 

2)*)  r      ^^  =    JL; 

c/  a«  4-  a?>        2  «  • 


*)  £s  bedarf  wohl  kaum   der  Bemerkung,  dass  unter  einem  Inte- 
grale von  der  Form 


ffix)dx 


der  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

b 

fAx)dx 

a 

bei  unendlich  wachsenden  h  nähert 
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die  Formel  10)  §.  65  liefert 

dx 
3) 


/dx  3C 


Aus  der  Reductionsformel  8)  in  §.  73  ergiebt  öich  für  a  =  1, 
5  =  —  1,  n  =  1 

y  a?"»-i(l  —  xydx 

= ^ ^- ; /  a^-2(l  —  xydx'y 

s  +  m  s  +  m  J 

führt  man  die  Grenzen  a;  =  1,  a?  =  0  ein  und  setzt  voraus,   dass 
m  —  1  und  s  +  1  positiv  sind,  so  erhält  man  einfacher 
1  1 

•  fx'^'^n  —  xydx  =  ^  7  ^  fx^^-^i  —  xydx. 

J  $  +  m  J 

0  0 

Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Formel  (m  —  l)mal  nach 
einander  anwenden;  dies  giebt 

1 


/ 


^m-l(i    _  xydx 


1 

m  —  1       m  —  2 


— i —    Ml  —  xydx. 


Der  Werth  des  noch  übrigen  Integrals  ist,  unbestimmt  genomoien, 
= i—  (1  —  xy  +  1  +  Gonst., 

S   "T"    1 

daraus  folgt,  weil  s  -j-  1  als  positiv  vorausgesetzt  wurde. 


/(l-.ycl.=^. 


0 

Substituirt  man  dies  und  nimmt  s  -{-  1  =  a,  so  gelangt  man  zu 
dem  Resultate 

1 

4)  A--i(i  ^  xY-Hx  =  /;^;^";^^""^^ ,,,  «>  o. 

^J  ^  '  a(a -f  1)  .  .  .  (a  +  m  —  1) 

0 

Aus  der  vorhin  benutzten  Reductionsformel  erhält  man  femer 
fOr  a  =  1,  b  =  —  1,  w*=  2,  s  =  —  I 

a?*""i  dx 


I  \  —  x^       m  —  2     r  af'-^dx 
—  1         "^  /n  —  1  y  /i  —  a.2* 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Cap.  XV.  §.  89.   Definitionen  und  Werthbestimmungen.    413 

Schreibt  man  m  fax  m  —  1   and  fahrt  die  Grenzen  a;  :^  1   und 

aj  =  0  ein,  so  wird  einfacher 

i           ,  -     1  •  , 

r    x^ax     m  —  1   n  x^'^^dx 

J  Vi  —  ««  ~      »»     J  Vi  —  a?2* 

0  0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

/dx        n      r     xax      

nnd  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 

^      Jvi-x^       2.4.6....«»    r ("* g*"^^«)' 

0 

r    af»dx     _  2  .  4.  6  ..  .(w  —  1)   ,„„„„,. 
^)  yVl-a;»  3.6. 7. ...m     ■  («»  ""g"^^*^«)- 

0 

Wir  machen  femer  Gebrauch  von  der  Reductionsformel 

sf^e-^^  dx  = 1 /  x^-^e^^'^dx 

und  füliren  die  Grenzen  rc  =  co  und  05  =  0  ein.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  m  und  a  positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
Prodact  x^er^'  sowohl  für  a;  =  oo  als  für  a;  =  0,  und  daher  wird 

/OD  CO 

aj"»e""«*da;  =  —  /  x^-^c'^'dx. 

0  0 

Bei  ganzen  positiven  m  führt  die  wiederholte  Anwendung  dieser 
Formel  auf  das  Integral 

7)  y  e-«'da;=— ,  a>0 

0 

und  daher  wird 

P 
Die  Fundamentalformel  8)  in  §.65  liefert  duixh  Einführung  der 
Grenzen  w  =  J  or  und  w  =  0 


/; 


a^cos^u  +  ß'^sin^u        2  aß 

6 
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Endlich  benutzen  wir  noch  die  beiden  Formebi 

/««       />     j                acosßu  —  ßsinßu      „^    .    ^ 
er^^'cosßudu  = ^^^   ,   ^^ — ^—  «-«"  +  C, 

'    ««  .    z»     i  ccsinßuA-ßcosßu      ««    ,    ^ 

a«  -J-  P 

und  nehmen  erst  u  =  cx>  dann  u  =  0,  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  a  eine  positive  die  Null  übersteigende  Grösse  ist,  verschwinden 
die  Producte  c^^cosßu  und  er^^sinßu  für  «=  oo,  und  es 
bleibt 

/QO 

0  ^  ^ 

Oft 

U)  Je~^^sinßudu  =  '^^^-^^,  a>0. 


§.90. 
Fundamentaleigenschaften  bestimmter  Integrale. 

I.  Behält  die  Function  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x  =  a 
bis  o;  =  &  dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  letzteres  den  Grössen 
/Wi/C^  +  ^i)»  •  •  «/(öt  +  *!+••  +  *«— i)  gemeinschaftlich  zu 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geometrisch 
heisst  dies,  eine  Curve  mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  nega- 
tiven Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

an,   so  entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen,  welches  sich  zu 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 
b  »'  6 

1)      Hä (p(x)  +  Bt(x)}  dx  =  Ä  f(p(x)dx  +  B  fii>{x)dx. 

Zu  demselben  Resultate  führt  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 
graphen, wenn  ^ 

f(p(x)dx  =  0(x)  +  Gl ,     fi>(x)dx  =  W{x)  +  Q 

gesetzt  wird. 
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Aus  den  beiden  vorigen  Bemerbmgen  znsammen  folgt  ein 
häufig  gebrauchter  Satz.  Nehmen  wir  an,  in  dem  bestimmten 
Integrale 

h 

a 

sei  f(x)  ein  Product  zweier  stetigen  Functionen  q>(x)  und  rl^(x)^ 
deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  abis&fura;  =  a  ihren  grössten 
und  für  x=ß  ihren  kleinsten Werth  erhalten  möge,  so  ist  für  jenes 
Intervall  q)(a)  —  q)(x)  positiv,  (p(ß)  —  q){x)  negativ,  ferner,  wenn 
tix)  von  a  bis  5  positiv  bleibt,  auch  [g>(a)  — q)(x)]ilfix)  positiv, 
dagegen  [^(ß)  —  9>(^)]4'(^)  negativ.     Nach  dem  Obigen  ist  nun 

b  » 

/  [^'C'^)—  9?(a;)]V'(a?) da? positiv;  /  [(p(ß)  —  <p(x)]tlf(x)dx  negativ; 

a  a 

durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 

b  b  b 

2)        q>ia)Ji,(x)dx  >f(p(x)if(x)dx>(p(ß)Jifix)dx. 

a  a  a 

Will  man  aus   dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  80 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 

h 


^>iS)J'^iß)dx 


die  willkührliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  5  durchlaufen  und  be- 
achte^ dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

b 

(p(x)^(x)dx 


/' 


wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  ip(^)  muss  es  daher  einen  zwischen 
a  und  h  liegenden  Werth  von  |  geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  |  können  wir  mit  a  +  ^(P  —  ^) 
bezeichnen,  wo  <&  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

b  b 

3)  /  q>ix)ilf(x)dx  =  <p[a  +  ^(&  —  a)]  j  i>(x)dx. 

a  a 

ond  zwar  unter  der  Determination,  dass  g)(x)  stetig  und  ^(x)  stetig 
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und  zugleich  positiv  bleibt  von  a?  =  a  Wb  ä  =  5.  Beispielsweiße 
ist  nach  diesem  Satze 

stnx  .  rc"*~^  dx  =  stn  — r-  •     1 

4  m 

u 

woraus  u.  A.  folgt ,  dass  der  Werth  des   Integrales  für   unendlich 

wachsende  m  gegen  die  Null  convergirt,  was  man  auf  anderem  Wege 

nicht  so  leicht  finden  würde.  '^ 

Nimmt  man  einfach  ^(x)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  3) 

b 

4)  jq>{x)äx  =  (5  —  o)9)[a  +  -a-Cb  —  a)]; 

a 

die  geometrische  Deutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §.  8,  Nr.  2). 
/  II.    Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  bestimm- 

ten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder  ab- 
nimmt. Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Integra- 
les folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  erklärende 
Gleichung : 

h  e  e 

6)  ff(x)dx  -\- fmdx  =Jf{x)dx 

a  6  • 

und  umgekehrt 

e  e  h 

Jf{x)dx  —Jf{x)dx  =zrf{x)dx. 

a  b  a 

Setzt  man  in  Nro.  h)  e  =  a  und  berücksichtigt ,  dass  jederzeit 

a 

ff(x)dx  =  0 

a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

b  a 

6)  ff{x)dx=^  Cf{x)dx, 

a  b 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschafben  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  in  §.  89  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.     Nach 
Nro.  5)  hat  man 

Jf(x)dx  =.Jf(x)dx  +Jfix)dx', 

i"-y  f*-y  ^ 
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entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  di  =^  ö^  »     ,  =3  (^n  rrs  d  setzt,  so  ist  in  jedem  Falle 

$  zrz  ^  lind  die  rechte   Seite   der  vorigen  Gleichung   bildet    den 
fi 

Grenzwerth  von: 
f(,i-Y)S +fQi-y  + 8)8  +f(ii-y  + 28)8  + 

+fQi-Y  +  n-l8)8 

+f(l^  +  Y)9  +f(ii-\-Y-8)8  +/Hi  +  Y~2S)8  -\- 

+f(ii  +  Y-n-l8)8, 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Beihe  die  umgekehrte 
Anordnung  erhalten  hat.     Ist  nun  für  jedes  | 

80  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  tmd  es  folgt  daraus: 
/J,+  y  ff 

Jf(x)dx  =  2 1  fix)da 


8) 


IX. 


Ist  dagegen 


9) 


SO  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt: 

+r 

10) 


I  f(x)dx  =  0. 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende: 
wenn /(fi  —  |)=/(ft-j-D,  so  besteht  die  zu  quadrirende  Gurve 
ans  zwei  congruenten  Theilen  von  gleicher  Lage  C^und  DJV,  Fig.  71, 
wo  OM  =  /i  und  AM  =  y.  Die  Fläche  ABDNC  beträgt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  ÄMNG;  wenn  dagegen  /(ft  —  J) 
=^  —  /(f*  +  1)/  80  ^^^^  J6Ji®  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 
Fig.  71.  Fifir   72. 

C 


^ilfj)  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte  Vorzeichen 
(Fig.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACMDB  =  0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung,  dass 

SohlOmiloh,  Analyeis.  27 
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5   /  stn^i 


ebenso,  dass 


/  «tn«  X  dx 


^xdXf 


j  CO. 


cos^xdx 


=  2   /  cos^xdx 


sein  muss,  ferner  bei  ganzen  nnd  positiven  n: 


n  1" 

I  cos^^'^^xdx  =  0,  I  sin'^'^-^xdx=0. 


i» 


in.  Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des  bestimm- 
ten Integrales 


/ 


f(x)dx 


für  den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Function /(o;)  innerhalb  des  In- 
tegrationsintervalles  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet. 
Tritt  eine  solche  ein  für  a;  =  x,  wo  l>]>x]>a,  so  kann  man  nach 
Nro.  5)  die  Zerlegung 

b  «—0  h 

ff(x)dx  =  ff(x)dx  •^ff(x)dx 

a  a  x  +  0 

Pig.  73.  vornehmen,   die  geometrisch  bedeutet, 

dass  die  über  der  Strecke  ÄB  =  h  —  a 
(Fig.  73)  stehende  Fläche  ABDMLG 
aus  zwei  Theilen  AKLC  und  KB  DM 
zusammengesetzt  ist,  und  dass  KL  = 
/(«  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
und  JTJIf  =  /(x  +  0)  die  erste  Ordi- 
nate  des  zweiten  Stückes  sein  solL  Statt 
der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen: 

b  «— fi  b 

Jf(^x)dx  =  Um\^Jfix)d*  -^Jmdx  j, 

a  a  3e  +  (f 

wenn  man  unter  8  und  £  zwei  in  Null  übergehende  Grössen  versteht 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 

ff{x)dx  =  F(x)  +  Const. 
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anafUiren,  so  wird  in  diesem  Falle 

^1)  //(Ä)rfÄ==F(b)--F(a)  — itmJF(x  +  «)--F(x--«)j. 


also  gi]t  dann  die  Gleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,  sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Correction.     So  w&re  es  z.  B.  unrichtig, 

'    if___l L_  =  _2 

(1—*)»        1  —  2        1  —  0 


II 


setzen  zu  wollen,  ohne  zu  beachten,  dass  die  Function  ,   >^  für 

X  =  1  discontinuirlich  \rird;  der  wahre  Weilh  ist 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch. 


b 
-6 


p 


ZU  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curre  zu  einer  imagin&ren  Fl&che 
käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —  für  a;  =  0  eine  Unterbrechung 

X 

der  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  steUen: 
b 

C^dx  =  lh'-l{r-h)'^Um  jl(0  +  «)  —  1(0  -  «)j 


— * 


=  Liml{^). 


Da  8  und  €  auf  beliebige  Weise  in  Null  äbergefOhrt  werden  dürfen, 

so  ist  -T-  eine  unbestimmte  Grosse ,  mithin  der  Werth  des  obigen 
o 

Integrales  so  lange 'nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  €  und  8  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Eesultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  DifPerenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Ausdruck  oo  —  oo  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  €  =  A,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0.  Man 
würde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
der  Formel 

27* 
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f—z=\l{x^)  +  Const. 
integrirt  hätte,  welche  sich  durch  Differentiation  als  richtig  ausweist 


§.  91. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten  Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
gralen eine  neue  Variabele  durch  Substitution  einführen,  nur  sind 
dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  au  beachten.  Setzt 
man  nämlich  in  dem  Integrale 

h 


ß 


(p(x)  =  y^  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  66,  IIL)  x  =  t(^)^ 
dx  =  ^'(y)dy\  ist  nun  x  =  a  geworden,  so  hat  y  denWerth  (p{a) 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x  =  h  entsjfficht  anf 
gleiche  Weise  y  =  (p(]b)  und  man  hat  daher  • 

1)  J  /[<P(^)]  dx  =-Jf{ifW(2i)dy, 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässi ,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dassman,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  ^  =  9(^) 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  iwc  (p(x)  =:  hx  -j-  h 

2)  Jf{hx  •^h)dx  =  jff{y)dr, 

specieller  für  a  =  0  und  &  =  1,  und  umgekehrt  geschrieben 

A  +  *  1 

Jf(y)dy  =  hffihx  +  k)dx, 
oder,  wenn  k  =  a^  h  =  ß  —  a  gesetzt  wird: 

3)  jfiy)äy-={ß-a)Jf[a  +  {ß^a)x'\dx, 
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wodurch   ein  Integral  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mii 
den  Grenzen  0  und  1  zurückgeführt  ist.     Setzt  man  weiter 

X  =  r— — ,  also  g  = 


l 

über  in 


80  erhalt  man  zunächst 

/t«+('-»)'l^'=/(^)(TT^' 

wenn  femer  x  =  0  und  x  =  l  geworden  ist,   so  hat  g  die  Werthe 
s  =  0  und  g  =^lz=  CD  angenommen;  demnach  wird  aus  Nro.  3): 

,     //,„.,=(,-.,/;(fL±££)_^, 

«  0 

imd  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
0  und   00  yerschaffen. 

Setzt  man  ferner  in  dem  Integrale 

Mi)]'"-''- 

0 
f  —  j  =  X,  mithin  £r  =  e~*,  djer  =  —  C'dx^  so  geht  dasselbe 

den  Werth  des  letzteren  Integrales  kennt  man  aus  §.  89 ,  Formel  8) 
für  den  Fall,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  a]>0  ist,  daher 

0 

Mit  Hülfe  der  Substitution  sinu  =  x^  u  =  aresin x,  du  :=^ 
dx  :  Vi  —  ÄJ3  erh&lt  man 

und    80  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgeführt 
(§.  89,  Nro.  5  u.  6).     Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 

cos^vdVf 


ß 


0 

wie  die  Substitution  t?  =  |ä  —  U  zeigt. 
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Sfinff  wesentliche  Modification  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlang  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  q)(x)  =  y,  nach 
X  aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  der  Werth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x  genommen 
werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  wegen 
geometrisch,  nämlich  y  =  q)(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeu- 
tet die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher  die 
Absdsse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  beiden 
Goordinaten  sein,  die  Gurve  also  gewissermaassen  über  der  Ordina- 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soU.  Ob 
nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  entsprechen, 
das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab.  Wenn  dieselbe 
von  X  =  ahiB  X  =  h  nur  steigt  oder  nur  fällt,  also  (p'(x)  sein  Vor- 
zeichen nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein  neues  ^, 
ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y  ein  einziges  X]  es  existirt  in  diesem 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y  =  9  (x%  und  diese 
Umkehrung  x  =  '^{jf)   ist   die  in   der  Formel   1)  vorkommende. 


Fig.  74. 
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Wenn  dagegen  die  Gurve  y  = 
q>{x)  innerhalb  des  Intervalles 
o;  =  a  bis  a;  =  &  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  hat,  welches 
für  o;  =  £  eintreten  möge,  so  fin- 
den sich  über  o;  =  £  hinaus  die 
früheren  Ordinaten  wenigstens 
zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Figur 
74,  für  0F=|,  OM=x,  OMi 
=  0^,  die  zu  a?<Cl  gehörende  Ordinate  MP  =  y  gleich  der  zu 
^i^i  gehörenden  Ordinate  Mi  Pi ;  umgekehrt  *  giebt  es  also  für 
ON'=^y  zwei  entsprechende  Abscissen  NP  :=  x^  NPi  =  Xi, 
die  wir  durch  ^(^) und x(^) unterscheiden  wollen;  von  diesen  beiden 
Umkehrungen  a;  =  ^(y)  und  x  =  x(i/)  ist  die  erste  da  zu  nehmen, 
wo  a;<Cl  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss,  dass  a;>|  sein 
soll.     Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 


fflvmäx  =Jf[fp(xy\dx  +Jf[q>(xy\nx, 

so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  x<^^y  im  zweiten  fl?>>f, 
also  dort  a;  =  ^(y),  hier  x  =  %(y)  einzusetzen;  die  Transformation 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 
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»  «(ö  «(6) 

Gans  ähnlich  ist  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  x  =^  a 
und  o;  =  5  mehrere  Mazima  nnd  Minima»  mithin  anch  mehrere 
Umkehrungen  stattfinden;  sind  |i,  lti  •  •  •  £•  die  Werthe  von  x^  für 
welche  jene  Maxima  und  Minima  eintreten,  so  zerlegt  man  das  ur- 
sprongliche  Integral  in  eine  Reihe  anderq^  von  rc  =  a  bis  d;  =  £ii 
X  =  li  bis  o;  =  £s  etc.  nnd  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Umkehrung  der  Gleichung  y  =  9>(^),  welche  dem  betreffenden 
lategrationsintervalle  entspricht 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  za   dieser  Regel  sind  folgende.  * 
Es  sei  erstlich  ^>(x)  =z  x^  '\-2rx^  a  :=  —  ao,  5  =  +  oo,  so  tritt 
ein  Maximum  ein  für  0;=  —  r  und  aus  x'^  -)-  ^  ro;  =  ^  folgen  die 
beiden  Werthe 

a?  =  -  r  -  VThFT;  a?  =  _  r  +  Vr«  +  y, 
von  welchen  der  erste  <^  —  r,  der  zweite  >  —  r  ist;  nach  diesen 
Bemerkungen  hat  man 


> 


}f(x^^2rx)dx 
=  ff(x^  +  2rx)dx  +  r/(x^  +  2rx)dx 


-r 


'-r,  --  ■    y 


und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrations- 
grenzen vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird»  80  ist 

ff(x* ^2rx)dx=fm  Y^^^ 
&r  p  =  r*  (e^  —  1)  erhält  man  noch: 
8)  Jf{x*Ar2rx)dx  =  2r  If[r*(e^—l)'\d8. 

-9-00  0 

Es  sei  zweitens  tp{x)  =  ya?  ^ ,  a  =  0,   5  =  oo,   so  tritt 

X 

iSiT  X  =  }/  —  ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 


Y 
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-   ff{vx  +  ^)dx 

n  " 

VI. 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -\ =  y  sind: 

X 

und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 

y>(r.+^).i. 

oder  nach  gehöriger  Reduction: 

Nehmen  wir  weiter  V y^—'4:ay  =  je?,  so  ergiebt  sich  noch: 

Hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformeln 
ableiten;  für/(te)  =  F  (jT— )  ^^^^  2.  B.: 

für /(w)  =  F{u^  —  2  ay)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6) 
uüd  wenn  man  ««  =  a,  /J2  =  fe,  a?«  =  «,  ^2  _  ^  setzt: 
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endlich  fittr  F{s)  =  <p  ( rx"  )  • 

^°^  J  **  Va  +  bw  +  cwV  TT  ~  VtV  '^  Vl.  +  2/ttc+tj  vT' 

0  0 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Um  wandel- 
barkeit bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 

§.  92. 
Die  Differentialquotienten  bestimmter  Integrale. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

b 


ß 


geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
X  sondern  nur  von  den  IntegratiODsgrenzen  a  und  h,  der  Natur  der 
Function  f(x)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Conatanten  abhängig 
ist.  Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich ,  so  kann  man 
den  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  difife- 
renziren. 

Aendert  sich  h  allein,   so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
grales: 

b+Jb  b 


fnx)dx--Jf(x)dx 


die  völlige  Willkürlichkeit  des  dh  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
den  Grössen  8  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Nro.  2)  in  §.  89  vorkommen,  also  /dh  =  tfn+i  zu 
setzen;  man  hat  dann  fiLr  verschwindende  ^i,  dj»  •  •  •  •  ^»  und 
in+\  =  äh: 

b 

^f{x)dx=f{a)8,  +/(a  +  d,)*,  -f-/(a  +  «,  +  3,)»a  f  •••• 

h/(a+f'^l+*2+-+*n~l)*n 


0 
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t+at 

ff(x)dx  =  f(a)  «,  +  fia  +d,)8t  +f(a  +  S,+8,)9z+  —  ' 
«,  ••  -  +/(a  +  «1  -l-Ä,  +  ~  +*._,)«, 

+/(«  +  «! +»*  +  •• +«-)«-+!. 
mithin  durch  Subtraction,  Division  mit  db  =  ^«+1  und  weil  di  +  dj  -j- 
h  d»  +  *«+i  =  ft  —  a  -\-  db  in  b  —  a  übergeht, 

djf{x)dx 

Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differentialquotient 
einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 
h 


Jf{x)dx  =  -Jf{x)dci 


b 

ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differentiation  in  Beziehung  auf  a, 
welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet, 

h 

äjf{x)dx 

Enthält  die  Function /(x)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Con- 
stante  r,  in  welchem  Falle  wir  f(x,r)  für/(a:)  schreiben,  und  sind 
ausserdem  a  und  h  von  r  unabhängig,  so  hat  man  die  Gleichung 

b  b 

ff(x,r  +  ^r)dx^  ff(x,r)dx         ^ 
i -  -  rf(^.r+^r)^f(x,r)^^ 

a 

Rechter  Hand  lässt  sich  der  bekannte  Satz 

.    /(r  +  h)  =/(r)  +  hMr)  +  | h^fVif  +  Bh) 
0<e<l 
für  ^  =  ^r  anwenden  und  giebt 

6  b 

J fipOy  r  +  ^r)dx  '-Jf(x,r)dx 


b 


=f/rix,  r)dx  +  \^rj'ß'(x,r-^  tJr)dx. 
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Ist  nun  bei  miendlich  abnehmenden  ^r 


3) 


Um  \jr  ffr(x,r  +  6^Jr)dxi  =  0, 


80  folgt  aus  der  vorigen  Gleichung  durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
Terschwindende  ^r 

dff(x,r)dx        ^ 

a 

Die  in  Nro.   3)  angegebene  Bedingung  ist  übrigens  immer  erfüllt, 
\^enn  a  und  h  endliche  Grössen  sind  und  wenn  gleichzeitig /^'(a;,r) 
von  a?  =  a  bis  aj  =  &  nur  endliche  Werthe  hat.     Aus  Formel  4)  in 
§.  90  folgt  nämlich 
b 


ß 


das  Integral  besitzt  also  einen  endlichen  Werth  und  wenn  dieser  mit 
^r  multiplicirt  wird,  so  convergirt  das  Product  gleichzeitig  mit 
^r  gegen  die  Grenze  Null.  In  jedem  anderen  Falle  muss  beson- 
ders untersucht  werden,  ob  die  Bedingung  3)  erfüllt  ist. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r  in 
f{x)  und  zugleich  in  a  und  h  vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
les, der  für  den  Augenblick  W  heissen  möge,  ist  dann  eine  Function 
dreier  Yariabelen  a,  h,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz- 
ten abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Begel  der  Ditiferentialrech- 
nung 

äW_dW     da       dW     db       dW 
dr  ~  da    '  dr^    dh    '  dr  ^    dr  ' 

und  sie  giebt  in  unserem  Falle 

6 

_  =  -/(a,r)-  +/(5,r)-  +y-i5-^  dx, 

a 

oder,  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  DifPerential- 
quotienten  kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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5) 


i> 

Br  ff(os,r)di 


=  /  {I>rf{x.r)'\dx  +  /(&,r)  .  Brl—fia.r)  .  Dra, 


wobei  vorausgesetzt   ist,    dass    die   Bedingungsgleichnng    3)  statt- 
findet. 

Dieses  Resultat  wird  anschaulich,  wenn  man  sich  y  =/(a;,r) 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 


Fig.  75. 
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die  über  der  Strecke  h  —  a  =  AB^ 
Fig.  75,  der  Abscissenachse  ste- 
hende Fläche  ABB  C  denkt.  Aen- 
dert  sich  nämlich  r  in/(a?,r)  al- 
lein, so  erhält  man  eine  ähnliche 
Curve  von  anderem  Parameter, 
und  die  Fläche  AB  DG  nimmt 
um  den  Streifen  OB  FE  zu,  wel- 
cher durch 

J[Brf{x,r).dr]dx 

a 
ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige  Aenderung  von  5  wächst  die 
Fläche  MmBBiBiB  =/(&,r)  .  D,.5  .  dr,  und  durch  Aenderung  des 
a  vermindert  sie  sich  um  AAi  CiC  ^=  /(a^r)  .  Bra  .  dr.  Die 
gleichzeitige  Aenderung  von  r,  h  und  a  verwandelt  die  ursprüng- 
liche Fläche  in  AiBiFiE^  und  mit  Weglassung  der  Vierecke 
BBiFiF,  G  Gl  El  Et  welche  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ord- 
nung sind,  hat  man 

AiBiFiEi  —  ABBG=  CBFE  +  BBiB^B  --  AAidC] 
aus    diesem   DifiWential  der  Fläche  ABBG  ergiebt  sich  derselbe 
Differentialquotient  wie  oben. 

Sehr  häufig  benutzt  man  die  DifTerentiation  in  Beziehung  auf 
einen  Parameter  r  oder  die  sogenannte  Variation  eines  Parameters, 
um  aus  einem  bekannten  Integrale  mehrere  neue  Integrale  herza- 
leiten. 

Difierenzirt  man  z.  6.  die  Gleichung 
1 

er  —  l 


/ 


e»**d?a;  =  ' 
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in  Beziheung  auf  r  und  beachtet,  dasB  linker  Band 

Yon  Ä  =  0  bis  0?  =  1  endlich  bleibt,  so  gelangt  man  (ohne  An- 
wendung einer  sonst  nöthigen  Rednctionsformel)  zu  der  neuen 
Gleichung 

1 


/ 


,^,,,  =  (l.z^l)£L±_i. 


die  nun  wiederum  nach  r  difiFerenzirt  werden  kann.  ' 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.    Setzt  man  in  der  Gleichung 


;■; 


dG} 


a'^cos^  0}  +  ß^sin^  cj        2aß 
a*  =  r  und  differenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 


y; 


dca  7C         1 


n-mal  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 
hält man 

In 

(—  1)«  1  .  2  •  3  .  .  .  w  /  — 
J  (n 


C08^'^G)d(D 


0 


'cos^ca  -f/32siVcj)"  +  i 


^  /_  ,x„  1  .  3  .  5  ...  (2 n—  1)       1 


2)3  ^        ^  2»  r^Yr 

and  nach  Bestitution  des  Werthes  von  r 
\n 

J  (aHos^ci^  +  ß^8in^(oy  +  ^  ~  2.4.6....    (2«)      2a3«  +  i/5' 

Diese  Gleichung  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß^ 

diiferenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat' geben  würde. 

In   manchen  Fällen  dient  dasselbe   Verfahren  in   umgekehrter 

Weise  zur  Werthbestimmung  von  Integralen.     Ist   nämlich   W  der 

dW 
unbekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass  --— 

ein  einfacheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  V  bekannt  ist;  man 
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findet  dann  W  =z  1  Vdr.      Ein   Beispiel   hierzu    liefert    die  An- 
nahme 

8)  W—\- (te,r>0. 

0 

Da  hier  die  obere  Integrationsgrenze  unendlich  ist,  so  müssen  wir 
untersuchen,  wie  in  der  Gleichung 


dx 


=  y  je-»**  —  |a?e^('-+«^'-)^^r|  dx 

0 

=  JL  -L  1  ^r  /xe-^^+^^'-^'^dx 
r         2        ^ 


der  letzte  Ausdruck  sich  bei  verschwindenden  ^r  gestaltet.  Giebt 
man  dem  s  seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  ist  leicht  zn 
sehen,  dass  der  Werth  des  noch  übrigen  Integrales  weniger  be- 
trägt als 

1 


/' 


xe^^'^dx  =  — , 

-. 

dagegen  mehr  als 

00 

hieraus  fplgt 

00 

Idm  I  ^r  jx0-<r'^Bjr)xiJ  —  0, 

dW  _^  1 
dr         r 
Durch  Integration  erhält  man 

TF=  ?r  +  Const., 
und  hier  bestimmt  sich  die  Integrationsconstante  aus  der  Bemerkung, 
dass  (nach  Nro.  8)  T7  =  0  werden  muss   für  r  =  1;  e»  ist  daber 
Const.  =  jO,  W  =  ?r  d.  h. 

9)  J -^ —  d»  =  Ir,  r>0. 


Digitized  by  CjOOQ IC 


bestimmter  Integrale.  431 

Nach  demdelben  Verfahren  erh&lt  man 


§.  93, 
Verwandlung  von  bestimmten  Integralen  in  Beihen. 

Wie.  bei  unbestimmten,  so  benutzt  man  auch  bei  bestimmten 
Integralen  unendliche  Reihen  zur  Berechnung  der  Integral werthe; 
dahei  hat  man  wiederum  zu  berücksichtigen,  dass  die  Formel 

/*  b  b  h 

a  a  a  a 

nicht  ohne  Wmteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Reihe  ins 
Unendliche  fortgeht;  man  muss  daher  die  Reihe  erst  als  endliche 
nehmen,  ihren  Rest  hinzufügen  und  schliesslich  untersuchen,  ob  das 
Restintegral  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Rei- 
henglieder unendlich  wächst  (vergl.  §.  67,  II.)*  Einige  Beispiele  mö- 
gen dies  zeigen. 

a.    Das  zu  berechnende  Integral  sei 

'-^dx 

X 


4  1  + 


Wollte  man  geradezu 

__  =  1  _  a,  +  a,»  _«»  +  ...  +  (_  l)-taf-i  +  ^-i^ 

setzen,  so  würde  ein  unbrauchbares  Resultat  von  der^orm  U=i  +  oo 
—  00  -J-  00  —  00  ^-  etc.  zum  Vorschein  kommen;  man  muss  daher 
erst  eine  Umwandlung  des  Integrales  vornehmen.     Nun  ist 


TT  —  r^l^Zl^  J.   f%^-^dx 
^—J   1  +«    ^J    l  +x' 


0  '  1 

im  ersten  Integrale  schreiben  wir  ^  für  o;,   wodurch  sich  dasselbe 
nicht  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 

l^_  _2.      ^ dp 

X        ^'  y'  ~        y^^ 
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und  erHalten  statt  jenes  Integrales 

dy 
yf'dy  +  1) 

mit  dem  vorigen  Integrale  zusammen  giebt  dies 

1 


0 


-  +7  r+7y 


-=F-:-i-r^y 


Hier  lässt  sich  die  Reihenentwickelung 

^--p^  =   1    -  y   +  y9  -.  3^3   +   ...   +  (_  l)n-l^-.l  ^.1_2Z 

benutzen  und  die  entstehenden  Einzelintegrale  haben  endliche  Wertbe 
sobald  die  Grössen 

fi,  ^4-1,        ft  +  2, /*  +  w  —  1, 

—  ft+l,  — fA  +  2,  — ^  +  3, f*  +  «, 

positiv   sind,  d.  h.  wenn  fi  zwischen  0  and  1  liegt.  Unter  dieser  Voraus- 
Setzung  ergiebt  sich 

TT  =  i 1.  -.J^ ±.  ( i>-i  I 

ft         1  ^-  ^  ^  2  +  #A  ^^       ^        n— 1  +  fi 

J \ \ —  J \ +(— i)«-i    — 1_ 


oder  aach  durch  Zusammeoziehung  von  je  zwei  Brächen 

ü  =  Lj^,At 2fi_        ^  2J. 

/t   ^  12  — ^«        22— ft«^  ^^        '^     (n— 1)2  — fi» 

1 

Man  bemerkt  leicht,  dass  yH-  -f-  y^""/"  immer  zwischen  0  und  2  ent- 
halten ist  und  dass  folglich  der  Werth  des  letzten  Integrales  mehr 
als  Null  beträgt,  aber  weniger  als 

1  1 


^f{^äy<2fr-^äy 


2 
mithin  weniger  als  —  (vergl.  §.  90  Formel  2).     Lässt  man  daher 
n 

in  der  Gleichung 
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die  Zahl  n  unendlich  wachseo,  so  erhalt  man  für  U  die  Entwickelang 

rr^^      I  ^ft  ^^1  ^f^  

/i   ^  1»  —  /i»         2«  —  /i«  ^  32  —  ^2 

Die  vorliegende  Reihe  ist  snmmirbar  nach  Formel  6)  in  §.  50;  zu- 
folge der  ursprünglichen  Bedeutung  von  ü  und  des  nachher  gefun- 
denen  Werthes  hat  man 

0  ^ 

oder  auch  für  «  =  <»  =  tan*d  und  2ft  —  1  =  A 

b.    Versteht   man  unter  p  eine  ganze  positive  Zahl  >>  0  und 


setzt 

F 

0 

so  hat  man  identisch 


äs 


^P  je-*  +  e-2'  +  . . .  +  e-«'  +  ^  _  ^„j 

0 

•i  '^  -1 

Sehr  einfache  Betrachtungen  zeigen,  "dass  der  Quotient  jer  :  (e* —  1) 
immer  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
daher  einen  positiven  Werth,  der  weniger  beträgt  als 


y^-a 


ö 


Scblömilch,  ABalysis.  i.  28 
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Verstellt  man  unter  q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
Bruch,  so  lässt  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1  .  2  .  3  .  .  .  (jp  —  1) 


V-Q 


1    1 


schreiben  und  hieraus  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n  und  constant 
bleibenden  p 

oder  nach  einer  schon  früher  (§.  50)  gebrauchten  Bezeichnung 

00 

3)  J^^=  1  .2.3...i>Sp  +  i,i)>0. 

0 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  jp  =  2  g'  —  1  lässt  sich  S-iq  durch 
die  Bernoulli'sche Zahl  jB2j-i  ausdrücken  (§.  50,  Nro.  28);  es  wird 
dann 

^  J    e^—  l   ~  2q 

0  * 

oder  auch  wenn  man  statt  ^  eine  neue  Variabele  t  mittelst  der  Sub- 
stitution jer  =  2  «r  einfuhrt, 

^  J  e^^^  —  1  4q 

c.    Als  letztes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

0 

Zunächst  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 

T7=/  le-'  +  e-^'  H +  e   »'  +  £ sinßedß 

J   i  '  1  —  e~* ) 

^  1  P         J.  I  ^ 

—  -f-    .  -+-  ••••••••  -j- 


ß^  +  V    '    ß^  +  2^     '  ^   ß^  +  tt« 

sinßg 


^^/^. 


ßz 


nt 


de\ 
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das  Prodact 

^       sinße 

Hegt  immer  zwischen  +  1  und  -  1,  daher  ist  das  letzte  Integral 
zwischen  ,  ® 

0  »  " 

enthalten,  und  folglich  kann  man  statt  der  vorigen  Gleichung  schreiben 

«      /J»  +  1»  ^  ^»TT»  +  ••••  +  ^rqpir«' 

Durch  üebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  wird  hier- 


ans 


TF=..:.-1_  4-   -_^_M  ß 


ß^+l'  +  ß^  +  2*  +  /?»-[- 3»  +  •  •  •  • 
ä.  i.  nach  Formel'6)  in  §.  59 

6)  f^^^dz  =  l\„'Jl±Jl!l        M 

Setzt  man  noch 

so  wird  die  Gleichung  6)  zur  folgenden 
Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

OD 

m  f'l  —  cosaz  dt        ^       ^       (  ^ 

welche  Formel  sich  leicht  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a 
verificiren  Ifisst. 


28* 
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§.  94. 
Beihensummirungen  durch  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtes  Integral  als  ein  geschlossener  Ausdruck  gel- 
ten kann,  dessen  Werth  sich  nach  §.  82  mit  jedem  gewünschten 
Grade  der  Genauigkeit  berechnen  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  von 
Yortheil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale  zu 
verwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letzteren 
auszudrücken.     Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

I.    Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 
^(x)  =f(p)  +  ^-^f{x)  +  ^=^V'(^)  +  •  •  •  • 


^  1  .  2  .  .  .  (w  —  1) 
so  ergiebt  sich 

£^  _      (h-xY-^ 

dx    ~  1  .2  ..  .(n— 1)-^    ^' 
mithin  umgekebrt  durch  Integration 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  erst  a?=&y  dann  rc  =  a 
und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von^(Ä).  Ist  nun  ß^^{x) 
endlich  und  stetig  von  x  :=  a  bis  o;  =  &,  so  ist  es  auch  das  Pro- 
duct  (6  —  Ä)»-^/*»>(a;),  und  die  Differenz  t(P)  --  ^(»)  besitzt  dann 
denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 

b 

vermöge  der  Bedeutung  von  ^(a;)  erhalten  wir 


A 


(b  "-  g)»-^ 
1  .  2 


^S^/'-'w^/rfef^/-"'«.. 


oder 
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I)  /(a)  +  ^-^/(a)+(^ /'(«)+ 

^  1  .2...(n— ])"'         *■' 

a 

Setzen  wir  &  —  a  =  h  und  schreiben  te  für  fl?,  so  haben  wir 

a 

und  dies  ist  nichts  Anderes  als  eine  Summenformel  für  die  n  ersten 
Glieder  der  Taylor 'sehen  Reihe.  Gewöhnlich  schreibt  man  stlEitt 
der  Gleichung  2) 

3)  /(x  +  h)=fix)  +  !^Ax)  +^/'(a;)  + 

^  1.2...(n— 1)-'         ^^  ^     "' 
wo  Bn  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet,  nämlich 

')     ^=/7r/.:.r-.)^-'"'>-- 

Durch  Substitution  von  «  =  05-1-«^,  du  =  dv  erhält  letzterer  die 
Form  • 

und  daraus  wird  für  v  =  Am^ 

1 

^immt  man  in  der  Gleichung  2)  a  =  0  und  schreibt  x  für  A, 
80  erhält  man 

7)  Ax)  =  /(O)  +  -^^  «  +  -^  o;»  +  . . . . . 


1  .  2  .  .  .  (n  ~  1) 
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wobei  der  Rest  i?«  unter  folgenden  Formen  dargestellt  werden  kann 


0  ^  ' 

1 

»^  ^-  =  1.2..%-^  A  -«')"-'/'">(^«')'^«'- 

Wendet  man  auf  das  hier  vorkommende  Integral  die  Formel  3) 
S.  415  an,  indem  man  in  letzterer  io  für  x  und  nachher  9 (fr) 
=r/(«>(fljic;),  tl;(w)  =  (1  — foY'^  setzt,  so  gelangt  man  zu  derselben 
Restformel,  welche  sich  aus  Nro.  5)  S.  207  durch  die  Specialisimng 
^  (w)  =  a?*»  —  {x  —  ir)*  ergiebt. 

IL     In  §.  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Fläche 

b 


U=Jf(x)dA 


mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  lässt,  und  zwar  ist  nach  den 
Formeln  7)  und  9),  wenn 

^  f(x)dx  =  F{x),        h  =  ^-=^ 


// 


gesetzt  wird, 

h 


ß 


f(x)dx 


=  ÄB/(a)  +/(a+Ä)+/(a+2A)  +  ...+/(o  +  «  -  1 Ä)  +|/(a+nÄ)] 
-h^'[f(a  +  nh)  -  fia)]  +  sh  (.*♦[/'"  (a  +  «Ä)  -/'"(a)]; 
darin   bezeichnet  Q  einen  positiven  tobten  Bruch.     Nimmt  man  in 
dieser  Formel  a  =  Ä  =  1  mithin  5  =  n  +  1  und  addirt  beider- 
seits i/(n  -f-  1),  so  hat  man 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  ...+/(«+!) 

=J/(x)dx  +  l[/(n  +  1)  -  /(!)]  +  Ä[/(«  +  1)  -  /(!)] 


1 


884 


9[/"(«+l) -/"'(!)] 


oder  für  n  +  l  =r  p  und  durch  Trennung 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  +  .  . .  +  /(p) 


(*-p) 


=fnx)dx  -ff(x)dx  +  i/'d))  -  j/(i) 


(«-« 


+  Ä'd»)/  -  Ä/'(i)  -  ^Qf'i^)  +  sic-rd). 
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Faest  man  die  Yonp  unabhängigen  Ausdrücke  su  einer  Gonstanten  C 

zusammen,  so  hat  man 

10)  /(l)  +  /(2)  +  /(8)  +  ...+/(!,) 


=  G  +Jfix)dx  +  I/O?)  +  i/o?)  -  ,-ii9/"0^). 

Dabei  müssen  f{x),  f{x),  f'(x),  /^'(x),f^(x)  endlich  und  stetig 
bleiben  von  a;  =  1  bis  o;  =  |9;  die  letzte  Function  darf  innerhalb 
desselben  Intervalles  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  und  der  echte 
Bruch  Q  ist  immer  positiv. 

Wie  die  Formel  10)  zur  Summirung  endlicher  Reihen  benutzt 
werden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen. 

a.    Mit  der  Annahme  f(x)  =  —  genügt  man  den  angegebenen 

X 

Bedingungen,  und  zwar  für  jedes  o;  ^  1 ;  ferner  ist 
mithin 

Um  die  Gonstante  C,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  haben 
niiiss,  zu  bestimmen ,  schaffen  wir  Ip  auf  die  linke  Seite  und  gehen 
zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  p  über;  es  wird  dann 

12)  itm  ji  +  i  +  I  +  •.  .  .  +  i  -  li>}  =  C. 

Diese  Gleichung  erhält  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 
0?  —  Z(l  +  a?)  =  1««  —  |a?8  +  Ja?*  — 

n  —  1  '         n 

benutzt,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §•  46  durch  die  Substitu- 
tionen 

hervorgeht,  und  worin  bei  positiven  x  der  Werth  von  s  zwischen  0 
und  1  enthalten  ist.     Setzt  man  nämlich  der  Reihe  nach  o;  =  1,  |, 

5,  •  •  •  — ,  so  erhält  man 
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wobei  6] ,  «2 »  •  •  •  ^«  verschiedene  positive  echte  Brüche  bezeichnen. 
Zufolge  dieses  Umstandes  liegt  die  letzte  Summe  zwischen  Null  und 

14.1  +  .. .+  i. 

sie  bildet  also  einen  Bruchtheil  dieses  Ausdruckes.  Zerlegt  man 
l(p  -^  l)  in  Ip  -^  1(1  -]■■  — ]  und  geht  zur  Grenze  für  unendlich 
wachsende  p  über,  so  wird 

<?  =  !&- isi, +  ...  + ^=^^\-i  +  ^-^^  s», 

und  für  unendliche  n 

13)  C  =  |S2-|S3  +iS4 ; 

dabei  haben  S2,  S3,  S4,  etc.  die  nämliche  Bedeutung  wie  in  §.  50 
Formel  8).  Die  in  Nro.  13)  vorkommende  Eeihe  wird  rascher  con- 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleichung 

0  =  1  -  /2  ~  J  '+  J  -.  1 

vereinigt,  nämlich 

14)  0=1  -Z2  +  i(S,-l)~|(S3-  1)  + 

und  hieraus  findet  man 

C  =  0,5772156649  •  • .. 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beispielsweis  p  =  1000,  so  wird 
der  Rest 

^—  <^ 

64  .  10004  ^  101«' 

mithin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  1  +  3  +  *  *  '  +  Toöö  ^'^ 
wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086  .  .  . 

b.     Die  Annahme /(aj)  ==  Za?  genügt  gleichfalls  den  aufgestell- 
ten Bedingungen,  falls  d?  >>  1  ist;  sie  giebt 
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15)  II  +  12  + lpz=:  1(1.2.3..  .p) 

Um  die  Constante  zu   bestimmen,  erinnern  wir  an  die  identische 

Gleichung 

1.3.  5...  (23       l^-2.4.6.8...(2g)-2».1.2.3...ä' 
woraus  folgt 

2.4.6..  .(2g)       _  2^g(1.2.3...g)g 

1.3.5 (2g— 1)  ~  1  .2.3  .  .  .  (2g)' 

Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts  < 
der  Ausdruck  2ql2  +  2Z(1.2..g)  —  Z (1.2.. 2g)  entsteht,   und 
transformiren  die  Logarithmen  der  Producte  1 . 2  . . .  g  und  1 . 2  ...  2g 
Dach  Formel  15),  wobei  zur  Abkürzung 

J 9_=  u 

I2p        192i}3      ^    ^ 
Bein  möge;  wir  erhalten  so 

<CF^r^ri^,)=«-ä'^ +  *'»  +  -.--■. 

oder  nach  Multiplication  mit  2  und  Subtraction  von  ?(2g  +  1) 
(        2».4'.6^..(29)»         Y_gp     ,2     i(2^l\j,ou-U 

Die  linke  Seite  kann  unter  der  Form 

7/^^  ^  1  i  i  £  2g  2g     \ 

Vl'3'3'5'5'7  "'2g—  1  2g  +  1/ 
dargestellt  werden  und  convergirt  bei  unendlich  wachsenden  g  gegen 

die  Grenze  l(^yc)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nähern  sich  — ,    üq  und» 

^iq  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 
Z(|;r)  =20—222  oder  G  =  \l{2n). 
Nach  Nro.  1 5  ist  nun 

16)  l{\.2.3...p)  =  \l(2%)  +  (p  +  |)Z2>  -  p 

+  J ^— 

^  I2p        I92p^' 

welche  Formel  bei  grossen  p  eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 

Schon  in  dem  nicht  günstigen  Falle  p  z=:  10  erhält  man  nach 
beiderseitiger  Multiplication  mit  dem  Modulus  der  Brigg'schen  Lo* 
garithmen 
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%  (1 . 2 . 3 ...  10)  =  6,5597642  —  q  .  0,0000023 
oder  für  9  =  1  und  ^  =  0 

6,5597619  <  Zo^r (1 . 2 . 3 . . .  10)<  6,5597642, 
was  mit  dem  Werthe 

?o^(l .  2  . 3 . . .  10)  =  6,5597630 
auf  fünf  Decimalstellen  übereinstimmt. 

Benutzt  man  wieder  Up  zur  Abkürzung,  so  hat  man  nach  Nro.  16) 

17)  l  .2  .3  ...p  —  V2p%(p\e^P. 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefficient  (|ü)^  eines  gan- 
zen Exponenten  /i  unter  der  Form 

1.2.3 ft 

1.2...(^—  Ä;).1.2...Ä; 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  17)  das  Resultat 

^'^^*~/2^(f*-Ä)^"*+*'^&*+"^ 
welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  Werth  ist. 
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Cap.  XVI. 
Die  mehrfachen  bestiminten  Integrale. 

§.  95. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  sur  Cubatur 
begrenster  Räume. 

Wenn  eine  Function  zweier  Yariabelen  x  und  y  zuerst  in  Be- 
ziehung auf  y  bei  constant  bleibenden  x  integrirt  und  das  Ergebniss 
dieser  Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  unter- 
worfen wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  durch 

Jdxff{x,y)dy 

bezeichnet  und  wobei  die  Anordnung  beider  Integrationen  von  der 
Rechten  zur  Linken  gelesen  wird.     So  ist  z.  B. 

J^JVix^  +  yr     J     \     V^±?        S 

=  ^l{x+Vx^  +  y^)  +  Crc  +  C, 
und  darin  bedeuten  C  und  Ci  die  beiden  durch  die  Integrationen 
eingeführten  willkührlichen  Constanten.  Wie  man  sieht,  bietet  die 
Sache  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbestimmt 
bleiben,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  falls  die 
Integrationen  zwischen  bestimmten  Grenzen  vorgenommen  werden 
sollen. 

Nach  der  primitiven  summatorischen  Bedeutung  des  einfachen 
Integrales  ist 


/ 


y 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

/(^.yo)  «1  4-  /(iP,  2^0  +  «i)  «2  +  /(^»yo  +  «1  +  «2)  «3  H 

•  •  •  +  /(a:,3^o  4-  «i  +  «2  +  •  ••  +  «n-l)«n 

unendlich  nähert ,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  £1 ,  «2 »  •  '  •  ^»  iii's 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegen 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =  Y  —  ^0  bleibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Diflferonz  zweier  Specialwerthe  des  unbe- 
stimmten Integrales 


/ 


f(x,y)äy  =  F{r,ij)  +  Const. 


angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x^  y) 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt.  Diese 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

/(j^»2/o)  ^1  +  fix^y^  +  £1)62  4-  /(^,3^o  +  «1  4-  «2)^3  4-  •  '  • 

•  •  •  +/(a?,yo  +  «1  +«2  4- •••4-  «n-i)f«. 
=  F{x,r)  -  F{x,y^)  -  6 

setzen,  wobei  nach  §.  64  S.  305  die  mit  6  bezeichnete  Grösse  zwi- 
schen —  il{Y — ^o)  ^^d  4-  f*(^ — yo)  liögt,  wenn  ft  eine  beliebig 
kleine  willkürlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  der 
Reihe  nach  die  Werthe  x^^^  x^  4"  ^i>  ^  4"  ^1  4"  ^2»  .  •  •  iCo  4"  ^1 
4-  ^2  +  '  •  •  +  ^m—i  nnd  multipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 
gen mit  ^1,  Ä2»  •  •  •  ^f»>  so  erhalten  wir  durch  Addition 

/(a^o, yo) *i «1  +/(aJo,yo  +  fi)*if2  +/(a;o,J^o4- «1  4-«2)*if3  4-  •• 

4-  /(a?o  4-  öi,yo)*2«i  4-  /(^o  +  *i»yo  4-  «i)*2f2  4-  •  •  •  • 


4-  /(a^  +  «1  +  *2  +  •  •  +  «m-1,  y,)  Smei    + 

=  [Fix,,r)^F(xo.yo)]d,  +  [F(xo  +  duY)^Fix^  +  duyo)]S2+''' 

worin  jede  der  Grössen  <Ji,  (Jj,  .  .  .  Öm  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  Jj,  ö^,  .  .  .  d^  so,  dass  ihre  Summe 
=  X  —  iTo  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsumme  von 
der  Form 

22f(x,y)^xJy, 

worin  sich  die  zwei  Sumraenzeichen  auf  die  für  x  und  y  geltenden 
Werthepaare 
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beziehen  und  der  Reihe  nach 

JX   =    Ä,,    Ö.2,    äg,    .    .    .    .    5^, 

^y  =  ^i»  ^2»  ^3>  •  •    •  ^«» 

zu  nehmen  ist.     Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  sich 

X 

.    =J[F(x,  Y)  -  Fix,y,)]dx  -  ^ 

setzen,  wo  Q  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  w  unendlich  wächst, 
jedoch  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dass  F(x,  y)  (endlich  und 
stetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  x  =  Xo  bis  x=zX  und  y  z=  y^ 
bis  y  z=  T,  Was  endlich  die  Summe  <Ji  di  -\-  Ö^S^  +  etc.  anbe- 
langt, so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
schen —  X(X  —  Xfi)  und  -j-  l(X  —  Xq)  gefasst  werden  kann,  wo  k 
eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 
Bemerkungen 

Um 2:2f(x, y)  JxJy^j  [F{x,  T)  —  F{x,  y^)]  dx. 

Um  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 

X     r 

Um  2:2: fix, y)JxJy^=l      I  fix,  y)dx  dy, 

d.  h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 
der  Doppelsumme  von  fix,y)/ix^y,  wenn  x  und  y  alle  mit  den 
Int^grationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  z/a?  und 
^y  gegen  die  Null  convergiren;  die  Gleichung 

X        Y  X 

f  ff(?^.y)dx  dy  =  J[Fix,Y)-Fix,y,)]dx 

X 


zeigt  dann,  dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  fol- 
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gende  Integrationen  gefunden  werden   kaün,  falls   die  Integrations- 
grenzen endliche  Grössen  sind  und  die  Functionen 

f{x.y\Jf{^.y)dy,  Jdxjf{x,y)dy 

innerhalb  jener  Grenzen  endlich  und  stetig  bleiben. 

Aus  der  summatorischen  Bedeutung  des  Doppelintegrales  geht 
noch  hervor,  dass  es,  wenn  auch  umständlich,  doch  jederzeit  möglich 
wäre,  den  Werth  eines  Doppelintegrales  direct  mit  beliebiger  Gre- 
nauigkeit  zu  berechnen. 

Den  vorigen  analytischen  Betrachtungen  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  zur  Lösung  eines 
stereometrischen  Problemes    führt.      In  Fig.  76  mögen    OL  ^=  x, 

Fig.  76. 


A 

'    i 

7 

U       X 

t"' 

ü 

Ni 


LN  =i  y^  NP  =  0  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
P  bedeuten  und  es  sei 

die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  ferner 
denken  wir  uns  in  der  a;^-£bene  parallel  zur  ^- Achse  zwei  Gerade 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  nämlich 
OLq  =  Xq  und  OLi  =  X  sein  mögen;  in  derselben  Ebene  stellen 
wir  uns  endlich  zwei  Curven  vor,  welche  durch  die  Gleichungen 

LNü  =yo  =  q)(x),  LNi  =  Y  =  tix) 
bestimmt  sein  sollen.     Jene  Geraden  und  diese  Curven  schneiden 
sich  im  Allgemeinen  und  bilden  ein  ebenes  theils  gerad,  theils  kramm- 
linig  begrenztes  Viereck ;  letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  eines 
geraden  Cylinders,    welcher  oberhalb   durch   die    vorhin  erwähnte 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Anwendung  zur  Cubatur  begrenzter  Räume.  447 

Fläche  begrenzt  wird,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  F 
dieses  Cylinders  zu  berechnen. 

Aendem  wir  x  um  dx,  gleichzeitig  y  um  dy^  construiren  wir 
ferner  das  Eechteck  aus  dx,  dy  und  lassen  von  allen  Punkten  seiner 
Peripherie  Gerade  ||  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
ein  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z  und  der  unendlich  klei- 
nen Basis  dxdy\  sein  Volumen  ist  ßdxdy  =f(Xyy)dxdy.  Das 
gesuchte  Volumen  V  bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  Elementarparallelepipede,  und  daher  ist 

F=    /  1  zdxdy=    I    I f(x,y)dxdy, 

wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den  Um- 
stand rechtfertigt,  dass  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Eichtnn- 
gen  der  y  und  x  zusammengezählt  werden.  Vereinigt  man  erst  die- 
jenigen Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu 
den  verschiedenen  von  yo  bis  T  gehenden  y  gehören,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 


I  f(x,y)dxdy=dx  /  f(x,y)dy 


yo  yo 

das  Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  Höhe  dx  besitzt 
und  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  Ebene  yz  steht,  mithin  den 
Querschnitt  ^o-^i  Qi  Qo  ^nr  £asis  hat.  Durch  Vereinigung  aller  die- 
ser von  rc  =  0^0  bis  a;  =  X  reichenden  Schichten  erhalten  wir  das 
ganze  Volumen 

X        Y 

1)  y=  Jäxjf{x,y)dy. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

X 

r=    Cudx, 

worin  17  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  NqNiQxQ^  bedeutet, 
welcher  im  Abstände  x  parallel  zur  yz-^henQ  gelegt  ist.  Nach  der 
bekannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN:=^  y 
als  Abscisse  und  NP  =  z  aus  Ordinate  ansehend, 

Y 


ß 


zdy, 
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mithin  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

F  =    /    \  I  zdy\dx=:^  1  dx  j  edy. 

Diese  Formel  stimmt  mit  Nro.  1)  überein,  sobald  f(x,y)  für  jp  ge- 
setzt wird. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  diene  folgender  Fall.  Die 
oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein  elliptisches  Paraboloid,  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

e  =  ax^  +  ßy^\ 
die  Basis  des  Volumens  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  77)  mit 


Fig.  77. 


den  Katheten  0  J.  =  ö, 
OB  =  1).  Die  Summation 
aller  Volumelemente ,  d.  h. 
die  doppelte  Integration  be- 
zieht sich  dann  auf  alle 
positiven  x  und  y^  welche 
der  Bedingung 

o<^4-|<i 

genügen,  mithin  sind  die 
Integrationsgrenzen 


Xo  =  0,  X  =  OÄ    =  o, 
yo  =  0,    r  =  LNi  =  h 


('  -  7> 


Dies  giebt 


0         0 

=  /..).«..  »(.-£)  +  .....(.-£)•! 

0 

Denkt  man  sich  demjenigen  Punkt  D  der  Fläche  aufgesucht,  dessen 
Coordinaten  OA  =  a,  OB  =  ^C  =  b,  CD  =  c  sind,  so  ist 
c  =  aa^  -\-  ßh^,  mithin  F  gleich  dem  zwölften  Theile  des  Paral- 
lelepipedes  aus  den  Kanten  a,  &,*  c. 
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Für  ein  zweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Paraboloid 
als  obere  Begrenzungsfiache  bei,  nehmen  aber  als  Basis  die  ganze 
aus  den  Halbachsen  a  nnd  h  construirte  Ellipse.  Die  Integrationen 
beziehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven  und  negativen  x  und  y^  welche 
der  Bedingung 

genügen;  daher  ist 

V  =fdx  j  (««»  +  /Jy»)  dy. 

Die  Ausführung  beider  Integrationen  giebt 

worin  wieder  ein  einfacher  stereometrischer  Satz  liegt. 


§.96. 
Die  Umkehrung  der  Integrationenfolge. 

Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
in  der. Definition 


// 


f(x,y)dxdy  =  IAmSi:f{x,y)JxJy 

ansgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
pelreihen) zu  der  Frage  veranlasst,  ob  derWerth  des  Doppelintegra- 
les ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteten 
Integrationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  ausführt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  wo  die  Integrationen  unbe- 
Btimmte  sind,  und  nennen  V  den  Werth  des  Doppelintegrales»  so  ist 

Andererseits  gilt  nach  §.15  die  Gleichung 
8«  V   _    d^V 
dxdy  ~  dydx 
vorausgesetzt,   dass  die  Yariabelen  x,  y  keine  solchen  Werthe  erhal- 
ten, wodurch  eine  der  Functionen 

SchlOmilch,    Analyiig.  I.  29 
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d'V     dV    dV    ^ 


dxdy'    dx*   dy 
discontinuirlich    werden    könnte;    es    ist    daher    unter    dieser  Be- 
schränkung 

g^=/(^.y),   ^  =  J/(x,y)dx, 

V=  JJf{x,y)dydx. 

Demnach  besteht  die  Gleichung 

J  J  f(Pyy)dxdy  =  J  J  f{x,y)dydx 

so  lange,  als  die  vier  Functionen 

/(^»y).  jAx.y)dx,  Jf{x,y)dy,    fjf(x,y)dxdy 

keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden. 

Bei  bestimmten  Doppelintegralen  ist  diese  Schlussweise  nicht 
direct  anwendbar ,  und  daher  muss  man  in  diesem  Falle  auf  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen.  Meistentheüs 
sind  die  vier  Integrationsgrenzen  nicht  unmittelbar  gegeben,  sondern 
man  kennt  nur  eine  Bedingung,  welcher  die  Yariabelen  x  und  y  ge- 
nügen sollen  (vergl.  das  vorige  geometrische  Beispiel);  gleichzeitig 
ist  auch  die  Anordnung  der  Integrationen  nicht  vorgeschrieben,  es 
wird  nur  die  Doppelsumme  aller  derElemente  f(x,y)dxdy  verlangt i 
für  welche  jene  Bedingung  besteht.  Ist  letztere  der  Art,  dass  sich 
aus  ihr  bestimmte  Integrationsgrenzen  sowohl  bei  der  einen  als  bei  der 
anderen  Anordnung  der  Integration  ergeben,  so  kann  man  auch  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zweimal  anwenden,  indem  man  erst 


/ 


f{x,y)dy  =  F{x,y)  I 

setzt  und  die  zugehörigen  Integrationsgrenzen  ^o>  ^*  ^o>  ^  bestimmt,  | 
nachher  aber 


/ 


f{x,y)dx=  Oix,y) 


setzt  und  die  neuen  Integrationsgrenzen  |oi  S^  ^ot  -^  &us  der  gege- 
benen Bedingung  herleitet.     Im  ersten  Falle  findet  man 

X  Y 

Um  22  fix,  y)  dx  Jp  =  f  dx  J/(x,  y)  dy, 
im  zweiten 
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der  Integrationenfolge. 
Y      8 
Lim  Z£/(x,  y)  Jx  Jy  ^Jdyjf{x,  y)dx. 


461 


mithin 


X     r 


j  JfiP,9)<i»äy=i  J  Jf{x,y)AyAx', 

jedoch  gilt  dieser  Satz  im  Allgemeinen  nnr  so  lange  ab  die  Fano 
tionen 

/(*,y).   Jmy)dy,   ff{x,y)äx, 

fdxjfix,  y)  dy,  fäyjf{x,  y)  dx 

endlich  und  stetig  bleiben. 

Diesen  Erörterungen  lässt  eich  auf  folgende  Weise  ein  geome- 
trischer Sinn  unterlegen.  In  Fig.  78  mögen  OL=^Xj  OM,=  LN^=y 

Fig.  78. 


und  NP  =  JET  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  P 
im  Räume  bezeichnen ,  femer  sei  z  =  /(o?,  y)  die  Gleichung  einer 
Fläche,  endlich  denke  man  sich  in  der  a;^-£bene  eine  geschlossene 
Corve  oder  überhaupt  einen  Gontour  Lq  Mo  Li  Mi  gegeben;  nimmt 
man  letzteren  zur  Basis  eines  Cylinders,  welcher  von  der  vorigen 
F}äche  geschnitten  wird,  so  ist  das  Gylindervolnmen 

F=/  j  edxdy  =  j  j  f{x,y)dxdy, 
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wobei  X  und  ^  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  dass  der  Punkt  xy 
die  Gylinderbasis  nicht  überschreiten  darf.  Au»  dieser  Bedingung 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrenzen,  wobei 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Curve  Lq  Mq  Li  Mi 
von  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  wer- 
den könne.  Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf  ff  bei  vorläufig 
Constanten  a?,  so  sind  (wie  in  §.  95)  LLq  =  y©»  -^-^i  =  ^  ^i®  ^°*®" 
grationsgrenzen  für  y;  die  nachherigen  Integrationsgrenzen  für  x 
sind  die  Entfernungen ,  in  welchen  die  beiden  parallel  zur  y-Achse 
an  die  Cylinderbasis  gelegten  Tangenten  die  o^Achse  schneiden.  Will 
man  dagegen  zuerst  nach  x  integriren,  so  verlängert  man  die  Gerade 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  Mq  ^uid  Mi  mit  der  Cylinderbasis 
und  erhält  MMo  =i  |o,  MMi  =  S;  die  Grenaen  für  die  nachherige 
auf  y  bezügliche  Integration  ergeben  sich ,  wenn  man  parallel  zur 
a;-Achse  Tangenten  an  die  Cylinderbasis  legt.  Sowohl  bei  dem  er- 
sten als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgrenzen 
ist  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Punkt  N  die  Cylinderbasis  nicht 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  Summirung 
aller  Volumenelemente  edxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe  Cylinder- 
volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integrations- 
grenzen absolute  Constanten' sind,  was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Cylinderbasis  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  zu  den 
Achsen  x  und  y  liegen.     Man  hat  in  diesem  Falle  i 

ah  ha  I 

J   ff{x^ y)dx  dy  =J  Jf(x,  y)  dy  dx,  , 

aß  ß       a  I 

wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind« 
Als  Beispiel  betrachten  wir  das  Doppelintegral 

ah  ha 

I     I  e-'^sinxdxdy  =:   j     j  er^* smxdydx\ 

es  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  erste  der  angedeuteten  Integra- 
tionen ausgeführt  wird« 

a  6 


J  X  J  1   +  »* 


d9 


0 


p-r- — -  dy  —  sina  J  ^        ^  dy. 
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Da  der  Bruch  - — ; zwischen  0  und  1  liegt ,  bo  '  ist   der  Werth 

1  -|-  y« 

des  mit  C08  a  multiplicirten  Integrales  positiv  und  kleiner  als 


o 


1  -.  c-«\ 

0 


für  das  zweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung, 
und  man  hat  daher 


a 

ß 


sinxdx  =  aräanh (qqCOSU-^- Qisina) 

0 

wo  (»0  luid  Qi  nicht  näher  bestimmte  positive  echte  Brüche  bezeich- 
nen. Durch  Uebergang  zur  Grenze  fiir  unendlich  wachsende  a  er- 
giebt  sich  femer,  a  und  h  als  positiv  vorausgesetzt, 


/- 


—  ö-»* 


1)  / sinxdx  =  arctanJ). 

0 

Das  Integral  linker  Hand  zerfällt  in  die  beiden  Integrale 

0  0 

und  da immer  zwischen  +  1  und  —  1  enthalten  ist,  so  liegt 

X  ' 

der  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 

I  e-^'^dx  \md  ^   I  e^^^^dx, 

0  0 

er  kann  deshalb 

CO 

0 

gesetzt  werden,  wenn  q  einen  positiven  oder  negativen  echtdn  Bruch 
bedeutet.    .Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 

f?*!^dx-^  =  arctan1> 

J        X  0 

'  •      I 

folgt  für  &  =  00 


/ 


sinx   ,  n 

—  dx  =  — • 
X  2 

0 
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Dieses  Beispiel  lehrt  gleichzeitig,  wie  man  sich  in  den  Fällen  zu  ver- 
halten hat,  wo  unendliche  Integrationsgrenzen  vorkommen. 

Um  auch  ein  Beispiel'  für  den  allgemeinen  Fall  zu  haben,  be- 
trachten wir  das  Dpppelintegral 


7=  C  CVu^  —  x^  —  y^ 


dxdy, 


Fig.  79. 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 
(flj  — c)2  +  y^  <c^ 

genüge^den  x  und  y  beziehen  mögen.     Geometrisch  bedeutet  hier  V 

das  Volumen  eines  Cy- 
linders,  welcher  den  über 
0  J.  =  2  c  constmirten 
Halbkreis  zur  Basis  hat, 
und  von  einer  mit  dem 
Radius  OÄ  beschriebe- 
nen Kugel  geschnitten 
wird  (Fig.  79).  Integrirt 
man  zuerst  in  Beziehung 
auf  y,  so  sind  0  und 
LQ  =V2cx  —  x^£9 
zugehörigen  Integra- 
tionsgrenzen ;  nachher  ist 
X  von  0  bis  2  c  auszu- 
dehnen, also 

V=    f  dx  JV^c^  —  x^  —  y^dy 

U  0 

2c  . 

=  lfdx\i2c--x)V27x  +  i4:C^-^x^)arc3inY-.~-\ 

Bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  gelten  für.  05  die  Gren- 
zen MSo  =  0  —  Vc^  —  y^  und  MSi  =c  +  Vc^  —  y^  far  y  die 
Ghrenzen  0  und  c,  mithin  ist  auch 

V  =Jdyfy4:  c«  —  a?»  —  y^  d  x. 
Als  Werth  des  ersten  Integrales  findet  man 
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+  l(4o^-y.)  \arcsin'+^^^^'  ^  aresin ^^^^  , 
{  V4c2— y2  V4c2  — y3  j 

derselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zosammenzieheiL  Das  Quadrat 
vom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  nämlich  2  y^  (c  —  y%  mithin  der 
Inhalt  selb&t  =  yV2(c  — y);  mittelst  der  Formel  9)  auf  S.  6  er- 
giebt  sich  ferner  als  Differenz  der  beiden  Kreisbögen  der  eine 
Bogen 

aresin  IVTc  (c  +  V^^^)' -  (c  -  V^^)h 

L  4  C2  —   ^2  J 

=  arm» ^^— r^^ ^-^  ==  arcsin  —77-^^ 

4^3  —  y»  2c  — y 

=  aresin    2  1/  — ^ —  1/  1  —  -— ^ —  =  2arcsm\/  r-^, 
L    r     2c  — y   Y  2c-— yj  f     2c— y 

wobei  die  Formel 

arcsin  (2  y  V^l  —  y^j  ::=;  2  aresin  y 
angewendet  worden  ist.     Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man 

F=  /    \y\ e{e  —  y)  +  {U^  —  y*^) aresin  \J       ^_      dy, 

was  zu  demselben  Werthe  von  F  führt  wie  die  vorige  Rechnung. 

Den  Nutzen,   welchen  die   Umkehrung   der  Integrationenfolge 
gewährt,  zeigt  das  etwas  allgemeinere  Beispiel 

F  =  ffy^o^  -.«2  —  ^2  i>{y)dxdy, 

worin  ^  {y)  eine  beliebige  Function  von  y  bedeuten  und  die  Inte- 
grationsbedingung dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  lässt  sich 
bei  der  ersten  Anordnung  die  auf  y  bezügliche  Integration  im  All- 
gemeinen gar  nicht  ausführen,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
Anordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelaugt  man  zu  der 
Gleichung 


iP 


2c    yic^— ^ 

V4c2  — «3—  y^ilf(jy)dxdy 
0 


^f\yVc(c  —  y)  +  (ic^  -^  y^)  aresin  Y  j^LAri,(j^)dy, 
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welche  die  Beduction  des  Doppelintegrales  aof  ein  einfaches  dar- 
stellt. 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Doppelintegrales 

X       7 
x^      Vo 

fügen  wir  noch  eine  Bemerkung  für  den  Fall  bei,  dass  die  Function 
/(x^y)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuität  erleiden  sollte.  Wird  f{x,  y)  nur  einmal  discontinuirlich  und 
zwar  für  a?  =  I  und  y  =  r^,  wo  |  zwischen  Xq  und  X,  i?  zwischen 
yo  und  T  liegt,  so  betrachtet  man  V  als  den  specielleü  Werth ,  wel- 
chen die  Summe 

/-«    r  X        r 

jf{x,y)dxdy  +  f      ff(x,y)dxdy 

«0  vo  1  +  «^    Vo 

bei  gleichzeitig  verschwindenden  S  und  B  erhält.  In  jedem  der  bei- 
den einzelnen  Integrale  bleibt  /(x,  y)  continuirlich  und  daher  können 
dieselben  wie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhält  sich  die 
Sache,  wenn  mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität  vorhanden 
sind.  Im  Allgemeinen  gilt  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dass  der  Werth 
des  Doppelintegrales  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Integra- 
tionen ist. 


§.97. 
Doppelintegrale  in  Polarcoordinaten. 

Will  man  in  einem  Doppelintegrale  statt  einer  der  beiden  Ya- 
riabelen  x  und  y  eine  neue  Veränderliche  substituiren ,  so  hat  man 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  keiner 
besonderen  Auseinandersetzung;  dagegen  wird  die  Sache  anders, 
wenn  statt  x  und  y  gleichzeitig  zwei  neue  Variabele  einzuführen 
sind. 

I.  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkommen- 
den  Fall,  wo  das  Doppelintegral 

1)  V=JJf(x,y)dxdy 

in  Polarcoordinaten  transformirt,  also 

2)  X  =  rcosdy  y  =  rsinO 
gesetzt  werden  solL 
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Denken  wir  nns  die  auf  y  bezügliche  Integration  als  die  erste, 
Bo  können  wir  zunächst  d  für  ^  einfahren,  wenn  wir  aus  den  Glei- 
cbuDgen  2)  die  neue  Gleichung 

y  z=z  xtanO 
bilden,  worin  x  als  Constante  zu  betrachten  ist;  dies  giebt 

r=  r  rf(x,xtan6f)dx.X8ec^ddd. 

Um  zweitens  r  an  die  Stelle  von  x  zu  bringen,  substituiren  wir 
X  =:  rcosO  und  beachten,  dass  hier  cosO  constant,  dagegen  r  die 
neue  Yariabele  ist;  wir  erhalten  so 

y  =  J    ff(rco80,rsine)co8edr.rcosdsec^ddd 

' /(rcosOf  r8in0)rdrdOt 
wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  auch 

3)  V  —  f  ffircosd,  r8in0)rdddr 

geschrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  Polarcoordinaten 
geschieht  also  in  der  Weise,  dass  x,  y,  dx  dy  der  Reihe  nach  durch 
rcosO,  rsind,  rdOdr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische  Sinn  dieser  Transformation  ist  folgender. 
Betrachten  wir  g  z=:zf(x^y)  wieder  als  Gleichung  einer  Fläche  und 

y  =  J    I  jsdxdy  &]b  Volumen,  so  bleibt  es  für  die  Grösse  von  V 

gleichgültig,  ob  die  Basis  dieses  Volumens  in  rechteckformige  oder 
in  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wenn  nur  diese  Elemente 
die  Basis,  und  die  über  den  Flächenelementen  construirten  Parallel- 
epipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen.  Diejenige  Zer- 
legung nun,  welche  einem  polaren  Coordinatensysteme  entspricht, 
ergiebt  sich  von  selbst,  wenn  man  r  und  d  gleichzeitig  ändert,  und 
während  das  rechtwinklige  Coordinatensystem  zu  einer  schachbret- 
ähnlichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dem  Polarsysteme  die 
einzelnen  Elemente  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen  und  von 
zwei  Radien  begrenzt  (Fig.  80  u.  81  a.  f.  S.).  Irgend  eines  dieser 
Elemente  NNiN^N^  (Fig.  81)  kann  als  Rechteck  aus  den  Seiten 
NNi  und  NNi  betrachtet  werden  und  zwar  ist 

OL  =  x,LN=y,  ON=r,  L.LON=e, 
NNi  =  dr,  NN2  =  rdO,  Fläche  NNiNsN^^rdO.dr. 
Das  Volumen  T  entsteht  durch  Summirung  der  Parallelepipede  über 
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den  Flächenelementen;  der  Inhalt  eines  solchen  Pai-allclepipedes  ist 
ardOdr,  folglich 

V=  C  fzrdddr, 

Fig.  80.  Fig.  81. 

h X 


Y 


was  mit  Nr.  3)  übereinstimmt,  wenn  z  =f(x,y)  =f(rcosO,  rsinO) 
wieder  eingesetzt  wird. 

Die  Integrationsgrenzen  für  r  und  ö  sind  in  jedem  Falle  beson- 
ders zu  bestimmen.  Sind  die  ursprünglichen  Grenzen  für  x  und  y 
so  beschaffen,  dass  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Contours  bleibt, 
welcher  von  einer  Geraden  in  höchstens  zwei  Punkten  geschnitten 
werden  kann,  so  ergeben  sich  die  Integratiohsgrenzen  für  r,  wenn 
man  den  Radiusvector  ON  bis  zu  seinen  Durchschnitten  Qo  und  ^i 
mit  jenem  Contour  verlängert  (Fig.  81);  die  Grenzen  für  ö  sind  nach- 
her die  Winkel  L  OTq  und  ü  0  Ti ,  welche  zwei ,  von  0  aus  an  den 
Contour  gelegte  Tangenten  mit  der  a;- Achse  einschliessen.  Für  0  §o^=^^'o  i 
OQi  =B,  L  LOTo  =  öe,  L  LOT^  =  &  ist  dann 

9       R 

y  —  f  ff(rcosd,rsine)rdddr. 

So  '•o 
Einige  allgemeinere  Beispiele  mögen  dies  erläutern.  Beziehen 
sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und  y^ 
welche  der  Bedingung  a?^  +  y*  <  c^  genügen,  so  bleibt  der  Punkt 
xy  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  c  beschriebenen  Kreisquadranten  ; 
man  erhält  für  diesen  Fall 


dddr. 


4)       /     I  f(x,  y)  dxdy  =    J      I  f(r  cos  0,  r  sin  &)  r 

Ist  ursprünglich  die  Bedingung  gegeben,   dass  sowohl  x  als  y, 
positiv  und  (x  —  c)^  +  ^^  ^  c^  sein  soll,  so  bleibt  der  Punkt  xy 
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im   Innern    eines    Halbkreises,    dessen    Dorchmesser    2c    anf    dor 
X-Achse  liegtj  dies  giebt 

5)  f  Jf(x,  y)dxdy  =    /      Cf{rcosd,  rsinO)rdOdr. 

0  0  0  0 

Hiemach  ist  speciell 

2c      TacjT-x«  ^  Ijf     ieeotS 

r    Cy  4 c»  --  a?«  —  y» dxdy  =    /     CV^C^  —  r^rdOdr 

0         0  0  0' 

0 

übereinstimmend  mit  der  viel  umständlicheren  Rechnung  im  Yorigen 
Paragraphen. 

Das  unter  Nro.  5)  verzeichnete  Integral  Iftsst  sich  auch  auf  die 
Weise  transformiren,  dass  man  erst  x  =  Xi  —  c  und  nachher  Xi  = 
rcosd^  y  =  rsinO  setzt,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
sehen ist;  man  erhält  zuletzt 

6)  i   ff(x,y)dxdy=  r    Cf(rcosQ'-'C,Tsine)rdQdr. 

U         0  0         0 

Wenn  sich  die  ursprunglichen  Integrati<men  auf  alle  positiven  x 
and  y  beziehen,  so  durchläuft  der  Punkt  xy  die  ganze  unendliche 
Ebene,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  x-  und  y- Achse  begrenzt 
wird ;  bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r  von  0  bis  oo , 
dagegen  0  von  0  bis  |»  ausgedehnt  wird,  mithin  ist 

7)  j     (fix,  y)dxdy  =  j     jf{rco30,  rsinffjrdddr. 

0        0  0  0 

Als  gelegentliche  Anwendung  hiervon  diene  die  Ermittelung 
des  Werthes  von 


/ 


0 

welcher  vorläufig  mit  K  bezeichnet  werden  mige.     Für  das  Doppel- 
integral 

j    Je-^^^i^dxdy, 
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hat  man  erstens 

0  0 

andererseits  ist  dasselbe  nach  Nro.  7) 

=  j     j e-^*rdQdr  =  j  äe-l  =  \n. 

0  0  0 

Die  Vergleichung  beider  Resultate  giebt  JT  =  J  Vit  d.  u 
Je-'Ux  —  lVle. 

IL  Auf  die  in  Nro.  4),  5)  und  6)  betrachteten  Integrale  lassen 
sich  einige  andere  von  etwas  allgemeinerer  Form  zurückführen. 
Sind  die  ursprünglichen  Integrationen  so  zu  leiten,  dass  bei  positiven 
X  und  y 

a)'+(f)'^' 

bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Ellipsenquadran- 
ten, und  es  ist  dann 

V=fff(x,y)dxdy. 

0      0 

Indem  man  erst  x  =  a^,  nachher  y  =  biy  substituirt,  kommt  man 
auf  ein  neues  Integral,  welches  an  die  Bedingung  |*  +  i?'  i^  ^  S^' 
bunden  ist,  nämlich 

V=al  j    If(alhri)d^d7i. 

0       0 

Dieses  lässt  sich  nach  Nro.  4)  behandeln,  wenn  man  c,  x,  y  durch 
1,  I  =  rcösö,  1^  =  rsind  ersetzt;  hiernach  wird 

9)       f  ff(x, y) dx  dy  =  ah  I     j  fiarcoB  ö,  IfBin 6)rdO dr. 
Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  aus  Nro.  6)  und  7) 
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I     1  f(p^^y)^x^y  =  a6    /      if{areo$e,  hr8inff)rdOdr 


0  0 

n     i 


=  al   I    //{arcosd — a,hr8inO)rdd ilr. 


§.  98. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transformation  ist  nur 
ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  Problemes,  statt  der  ursprüng- 
lichen Variabelen  X  und  y  zwei  neue  Variabele  8  und  t  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 
1)  x  =  (p(s,t),  y  =  ilf(sj) 

verbünden  sind.  Will  man  diese  SabstitutioDen  nicht  gleichzeitig,  son- 
dern nach  einander  bewirken  und  zwar  zuerst  y  durch  t  ersetzen,  so 
denke  man  sich  8  aus  beiden  Gleichungen  elimiairt  i^nd  das  Resultat 
auf  die  Form 

gebracht;  für  die  erste  Integration  bleibt  x  constant,  und  es  wird 
daher 

///(«. »)äxdy  =fffl<^^  X(^,  <)]  dx  ^I^  dt 

Substituirt  man  jetzt  ^{s^t)  für  x,  wobei  t  als  constant,  dagegen  8 
als  die  neue  für  x  eintretende  Variabele  zu  betrachten  ist,  so  erhSlt 
man  ein  Resultat  von  der  Form 

f fA^.y)äxdy  =JJf[ip(s,t},  *(5,0]ßelsc^^ 

wo  Sl  eine  Function  von  s  und  t  bedeutet,  die  sich  durch  Ausfüh- 
rung der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modification,  wenn 
man  beachtet,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dxdy  auf  die  Form 
Sld8dt  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x  als  Con- 
staute  ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Variabele 
8  zu  eliminiren,  kann  man  auch  d8  herausschaffen,  was  folgende 
Bechnnng  giebt.     Man  hat  zunächst,  weil  erst  x  als  Gonstante  gilt, 
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mithin  durch  Elimination  von  ds 

d<^  dt  _d£   dt 
ds  'dt         dt'  ds  ^^ 
^^  = d^ ^*- 

ds 

Bei  der  zweiten  Integration  ist  x  die  ursprüngliche,  8  die  neue  Ya- 
riabele,  daher 


dx  =  ^d,, 


also  zusammen 


,    ,  /dq)  dt        dtp  dt\  ,    ., 

Die  allgemeine  Formel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  Denen 
Variabelen  lautet  jetzt 

J  J  f{^^y)äxdy 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrische 
Betiachtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppelintegral  wieder 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  willkuhrliche 
Grössen  s  und  f ,  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  in  der 
Ilorizontalebene  bestimmen,  lassen  sich  als  Coordiuaten  dieses  Pank- 
tes  betrachten ,  wenn  man  den  Begriff  der  Coordinaten  in  seiner  wei- 
testen Bedeutung  nimmt.  Die  Gleichungen  1)  vermitteln  dann  den 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordinaten  x 
und  y  zu  den  neuen  Coordinaten  s  und  t.  Für  die  Grösse  des  Vo- 
lumens V  ist  es  aber  gleichgültig ,  ob  seine  Basis  in  rechteckformige 
oder  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  sich 
nur  noch,  welche  Zerlegung  dem  neuen  Coordinaten  Systeme  der  s 
und  t  entspricht.  Sowie  nun  das  frühere  Element  ein  Rechteck  war, 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Coordinaten 

x,y\  X  -{-  dx,  y\  «,  !/  +  dy\  x  -f  dx,  y  +  dy 
bestimmt  wurden,  so  müssen  wir  als  neues  Element  ein  Viereck  neh- 
men, dessen  Ecken  N^  Ni,  N-j,  ^  die  Coordinaten 

8,  ^,  8  +  ds,  t\  s,t  +  dt-,  8  ■}-  ds,  t  -\-  dt 
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Da  die  Bögen  NNi,  N1N9,  N9N9,  N^N  unendlich 
klein  sind,  so  können  wir  sie  als 
gerade  Linien  und  das  Flächen- 
element ^^1-^3-^8  als  ^as  Dop- 
pelte des  Dreiecks  NN1N2  be- 
trachten; letztere  Fläche  lässt  sich 
aber  durch  die  Coordinaten  ihrer 
EIcken  ausdrückea.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  der  Punkte  Ny  Ni 
und  ^2  mit  x  und  y,  Xi  und  yu 
Xi  und  y^y  so  ist  die  Fläche  des 
Dreiecks 
NNiNi  =  JKaJi  — a?)(y2— y)  —  (^2  —  a?)  Ö/i  —  S^)]i 

mithin  die  Fläche  des  Elementes 

NNiNsNi  =  (fl?i--a:)(yi— y)  —  (ir-i  —  a?)  ö^i  —  2/)- 

Der  Punkt  Ni   entstand  aber  aus    dem  Punkte  N  durch  alleinige 

Aenderung  des  s,  mithin  ist 

Xi=x  +  j-^ds,   yi=y  +  —  ds-, 

ebenso  führte  die  partielle  Aenderung  des  t  von  N  nach  -^2 1  ™»n 
hat  folglich 

Durch  Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 

oder  wegen  der  Gleichungen  1) 

Das  Product  e.NNiNsN^  =  f(x,y) . NiN^N^Ni  stellt  wieder  das 
Volumen  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar,  und  die  Dop- 
pelsumme aller  dieser  Volumenelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  x,  y  und  NiNiNsN^  gelangt  man 
zu  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelintegra- 
len die  neuen  auf  s  und  t  bezüglichen  Integrationsgrenzen  besonders 
zu  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
auch  um  zu  zeigen,  wie  durch  passende  Wahl  von  cp  und  ^  con- 
stante  Integrationsgrenzen  für  6  und  t  zu  erreichen  sind. 
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ft.    Wenn  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,    der  Be- 
dingung ^ 
0  <x  +  y  <e 
Fig.  83.                   genügenden  x  und  y  beziehen,  ßo  be- 
wegt sich  der  Punkt  xy  innerhalb   des 
gleichschenkli  g  rechtwinkligen  Dreiecks 
Ä OB  (Fig.  83,   OÄ=OB  =  c)  und 
es  ist 

e      c— * 

V=J Jf(x,y)dxdy. 

0       0 

Durch  J^r  legen  wir  ST^AB,  ziehen 
SM   und    setzen    OS  —  0  T  =:  s, 
(^  OSM=  CO;  es  ist  dann 
0  L  =  X  =  s  —  stafiG},   0M^=  y  :=  stanG) 
oder  wenn  zur  Abkürzung  tan  cd  =  t  gesetzt  wird, 

X  =  s  —  $t,  y  z=  8t 
Hieraus  folgt 

ds'dt        dt'ds~^' 
um  femer  den  Punkt  N  in  dem   Dreiecke  ÄOB  herumzuführen, 
braucht  man  nur  s  von  0  bis  c,  o  von  0  bis  J  sr  d.  h.  t  von  0  bis  1 
auszudehnen;  dies  giebt 

s      c—x  e       1 

3)  /    I  f(x,y)dxdy  =  J   jf(s  —  st,  8t)sdsdt. 

0      0  0      0 

Als  specielle  Anwendung  hat  man  z.  B. 

c      c—x  c      1 


-!■ 


=  ^^Sd8  = 


0      0 

2*      ' 


wo  in  der  zweiten  Form  beide  Integrationen  ausfahrbar  sind,  wäh- 
rend sich  in  der  ersten  Form  schon  die  auf  y  bezügliche  Integration 
nicht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  lässt. 

Ist  etwas  allgemeiner  die  Grenzbedingung  vorgeschrieben,  dass 
bei  positiven  x  und  y 

0  <~  +  |^<  1 
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bleiben  soll,  in  welchem  FaUe  das  Dreieck  ÄOS  die  nngleichen 
Katheten  OA  =a  und  OB=^h  besitzt,  so  nehme  man  erst  y=hri 
dann  x  =  a^  und  benutze  schliesslich  die  Formel  3)  indem  man 
X,  y,  d  durch  |,  i},  1  ersetzt;  dies  giebt 


»O-f) 


1     1 


4)       J    Cj(x,  y)  dx  dy  =  ah  r  ff[as(l  —  0»  ^  si]  8  ds  dt. 

0      0  0      0 

b.    Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  x  und  y 
x^ 

o<^+y<c 

sein  soll,  entspricht  dem  Falle,  wo  der  Punkt  xy  innerhalb  eines 
Parabelsegmentes  ÄOB  bleibt;  die  Pa- 
rabelachse  fallt  mit  der  j^-Aohse  zusam- 
men, ÄO  =  B  0  ist  der  Parameter 
der  Parabel  (Fig.  84)  und 


e 

e  e 


r=fff(x,y)dxdy. 

Legt  man  durch  N  eine  ähnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  08=  OT  =  s  und 
setzt  ^  0  TL  =  o,  so  hat  man 

x^ 

'X  =  stana,  y  =  s =  s(l  —  tan^a), 

c 

oder  für  tanm  =  t, 

x  =  st,  y  =  s(l— ^*), 

wo  nun  8  und  t  als  die  neuen  Goordinaten  von  N  gelten.     Hier- 
aus folgt 

8^  8y  _  8^  0y  _ 


8s  dt        dt   ds 


sil+t^y 


Um  femer  N  in  dem  Parabelsegmente  herumzuführen,  muss  s  von 
0  bis  c,  CD  von  J»  bis  0  oder'^  von  1  bis  0  ausgedehnt  werden; 
dies  giebt 


e 


5)  fff(x,y)dxdy  =rff(st,8-'8t^)s(l  +t^)dsdt. 


0      0 
SohlOmiloh,    AnalyaiB.   I. 


30 
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Wenn  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x  und 
y  zu  beziehen  sind,  welche  der  etwas  allgemeineren  Bedingung 

genügen,  wobei  die  Strecken  ÄO  =  a  und  BO  =  h  ungleich  sind, 
so  nimmt  man  erst  x  =  a^,  y  =  hrj  und  wendet  dann  die  vorige 
Formel  an;  man  erhält  auf  diesem  Wege 

6)  j  Jf{x,y)dxdy 


=  ab 


1     1 
f  [/[ast,  hs  (1  —  t^)]  s  (1  -h  <2)  ds  d  i 


Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  ,die  Cubatur  eines  cylin- 


Fig.  85. 


drischen  Volumens  von  folgender 
Entstehung  (Fig.  85).  Die  Basis 
werde  von  einer  Parabel  AJ5  be- 
grenzt, deren  Brennpunkt  O  und 
deren  Scheitel  B  sein  möge,  worin 
also  OB  =  h,  0Ä:=  2h  ist-, 
die  obere  Begrenzungsfiäche  des 
Volumens  sei  ein  Umdrehungs- 
paraboloid  vierten  Grades,  nämlich 

Ä4  =  fc2(a;3+y2), 
welches  entsteht,  wenn  eine  mit 
dem  Parameter  Je  construirte  Pa- 
rabel   um    ihre  Scheiteltangente 
rotirt     Es  ist  dann 


1     1 

0    'o 
11 


0      0 


d.h. 
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10 


§.  99. 
Die  Complanation  der  Fläohen. 

Um  auf  einer  durch  die  Gleichung  ß  =  F(x,  y)  hestimmten 
Fläche  ein  hegrenstes  Stück  zu  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
Ebene  x  y  zwei  zur  ^-Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Cur- 
yen  gezogen,  welche  mit  jenen  Parallelen  zusammen  ein  gemischt- 
liniges  Viereck  bilden  (Fig.  86).     Dieses  Viereck  betrachten  wir  als 

Fig.  86. 


die  Horizontalprojection   eines  Flächenstückes,  dessen  Inhalt  8  be» 
stimmt  werden  soll. 

Lassen  wir  x  um  dx^  y  um  dy  wachsen,  so  können  wir  das  aus 
dx  und  dy  construirte  Rechteck  als  Horizontalprojection  eines  un- 
endlich kleinen  Flächenstückes  6  ansehen;  letzteres  ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Viereck,  dessen  Ecken  nicht  in  einer  Ebene  liegen* 
Wegen  der  unendlichen  Abnahme  des  <5  lässt  sich  aber  dieses  Flächen- 
element so  betrachten,  als  läge  es  auf  der  durch  den  Punkt  xyz  ge- 
henden Berührungsebene  der  Flache,  und  zwar  beträgt  der  hierbei 
begangene  Fehler  nur  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen. 
Nennen  wir  für  den  Augenblick  |li  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
tialebene (oder  der  Ebene  des  0)  gegen  die  o;^- Ebene,  so  haben  wir 

dx  dy 


öcos^  ==  dxdy  oder  ö  = 


cos  II 


30* 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der -Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  mit  dem 
Winkel  zwischen  den  Normalen  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  ist 
^  nichts  Anderes  als  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xye  er- 
richtete Normale  der  Fläche  mit  der  jer- Achse  einschliesst,  also  nach 
§.  27,  Nro.  6) 

1 

COStl  =  COSVg  =  ^     ,  • 

v> + (i)' + Cr;)* 

Das  Flächenelement  6  bestimmt  sich  mithin  durch  die  Gleichung 

und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die  ganze  Fläche 
&  Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  von  y  =i  LNq  =  yo  bis 
y  =  LNi  =  Y  liegenden  Elemente,  für  welche  X  constant  bleibt,  so 
bedeutet  das  Integral 

den  Inhalt  eines  bandförmigen  Streifens,  welcher  das  Rechteck  aus  den 
Seiten  dx  und  ^o-^i  =  Y  —  y^  zur  Horizontalprojectiön  hat;  die 
Summe  aller  derartigen  von  x  =  OLq  =  Xq  hin  x  :=  OLi  =  X 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Fläche 

Einige  Beispiele  mögen  den  Gebrauch  dieser  allgemeinen  Com- 
planationsformel  zeigen. 

a.  Das  elliptische  Paraboloid.  Die  Gleichung  der 
Fläche  ist 

mithin 

d_e X     de y^ 

dx~  a'   dy~  h' 
als  Horizontalprojectiön  nehmen  wir  den  Quadranten  der  ans  den 
Halbparametem  a  und  h  construirten  Ellipse;  es  ist  dann 


^=//V'  +  (f)*+(i)*-^.- 
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Durch  Anwendung  der  Formel  9)  in  §.  97  erhalten  wir 


S 


P    1 

-1/ 


Fig.  87. 


VTTT'rdedr  =  ''^l~^Kb. 


b.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.  87  sei  OG  =  c  die  Höhe 
des  Kegels,  AGB  seine  elliptische 
Basis  mit  den  Halbachsen  AG  ^=  c^ 
BG  =  l>i  die  Coordinatenebene  xy 
möge  parallel  zur  Ebene  AB  G 
durch  die  Spitze  0  gehen.  Die 
Gleichung  der  Fläche  ist  dann 

und  wenn  zur  Abkürznng 


'  p"^-  /y      L_.  — — 


=  ß 


gesetzt  wird,  so  findet  sieb 

Die  Horizontalprojection  des  Mantelquadranten  AOBA  ist  eme  aus 
den  Halbachsen  a  und  h  constrairte  Ellipse,  daher 


S=  f  fax  dy 

Nach  Formel  9)  in  §.  97  ergiebt  sich 
In    1 

'='"11 


("ihM 


[0+(i)1 


8 


Va»cos»ö  +  /J»sttt>0  riörfr 


■/. 


|a6   JVa^cos^d  +  ß^sin^ddd, 


mithin  für  den  ganzen  Mantel 
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In 


0 

Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dass  der  Kegelmantel  dieselbe 
Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Cy linders,  desBenHöhe  =  |K  a&, 
und  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  a  ya  h  und  ß  yah  con- 
struirte  Ellipse  ist. 

c.  Das  dreiachsige  Ellipsoi'd.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  h,  c  heissen,  es  sei  ferner  a^h'^c  und  zur  Ab- 
kürzung 


Va«  —  c» 


==  «, 


Vl^  —  c2 


a  '  h 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich 


ß' 


findet  man 


\dx)    +  \dy)    =  .    _  (xy  _  (yy  ' 


Verstehen  wir  unter  S  die  Fläche  eines  ellipsoidischen  Octanten, 
so  ist  die  Horizontalprojection  von  8  ein  Ellipsenquadrant  mit  den 
Halbachsen  a  und  h,  mithin 


^-{"ff-m 


l'-(7)'-(f)' 

Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 
sein  möge,  ergiebt  sich  sofort 

S=ah  Jdd  Jy   \  ~  ^'/'  rdr. 

0  0 

Statt  r  führen  wir  eine  neue  Yariabele  u  ein  mittelst  der  Substitution 


woraus 


1  —  «»r2 
1  —u^  (1  '-$^)udu 

1   —  S««*«'     ^  (1   —  8^u^)9 
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folgt;  wir  erhalten 


In       X 


8=  ab    fdef-l — ^du 

oder  auch,  wenn  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
für  s*  sein  Werth  gesetzt  wird, 

S  =  ah    [du  }'      (l-«')ca8«0  +  (l-/?«)m»fl         ^^ 
J      J  [(1  -  «» «*)  CO«»  0  +  (1  -  /J>  u»)  «tn»  ö]» 


0  0 

Unter  Anwendung  der  leicht  entwickelbaren  Formeln 
1'. 


/; 


; 


(m  co8'^  ö  +  n  sin^  ö)^        4  n  V  mn 
folgt  schliesslich 
Q_i  A   1  —  «^  1  —  /?»  )  du 

0 

Man  kann  dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  heachtet 

1  -.  a»  1  —  P»  )  du 


7  |l  -  «3^2  -1-  1  -  ^2^2$  y^ 


1    —  »^  !./"(-  1—1*2 


:^lh-,,    ^-^^ l+fh 


)du 

welche  durch  Differentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergiebt  sich 
S=.inal  [l  +     hl^^ LzJlf ^^Ji\ 

*        L       J  \      V(i  — «2«*»)  (1-/321*2)1  w'J 

Naoh  §.  74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  verschie- 
dene Weise  in  unendliche  Beihen  zu  verwandeln. 

d.  Die  Schraubenfläche.  Die  Gleichung  dieser  Fläche 
ist  bekanntlich  für  den  Fall ,  dass  die  Achse  der  Fläche  zur  «r- Achse 
genommen  wird 

y       *      ^ 
-2-  :=  tan  — 

X  0 
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oder,  wenn  man  fiich  auf  d^n  Quadranten  der  ersten  Windung  be- 
schränkt, 


Hieraus  folgt 


£  =  c  arctan  —  • 

X 


8 


=ffV^ 


C2 


a?»  +  y^ 
und  in  Polarcoordinaten 

S  =jfVr^  +  c^dOdr. 

Als  Horizontalprojection  des  zu  hestimmenden  Flächenstückes 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  hegrenzt  von  zwei  mit  den 
Radien  Tq,  fi  beschriehenen  Kreisen  und  von  den  zwei  Radien,  welche 
mit  der  o;- Achse  die  gegebenen  Winkel  d^  und  Oi  einschliessen;  es 
ist  dann 


r^dOdr 


g  der  Integrationen  


und  nach  Ausführung  der  Integrationen 


§.  100. 
Complanationsformel  für  Polarcoordinaten. 

Statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  OL  =  Xt  LN^^y,  NP^=ze 
benutzt  man  nicht  selten  räumliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radiusvector  OP  =  r,  den  Winkel  POX  =  0  und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen  xy  und  LOP  nämlich  Z.NLP  =  m 
mittelst  der  Formeln 
1)  o;  =  rcosdy  y  =  rsinQcosio^  g  r=  rsinOsinm 

Fig.  88.  jj^  Rechnung  bringt  (Fig.  88).     Nach 

12  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man 

aus  der  ursprünglichen  Flächenglei- 
chung e  =  /(a?,  y)  die  Polargleichung 
derselben  Fläche,  und  wenn  man  diese 
Gleichung  nach  r  auflöst,  so  ist  das  Re- 
sultat von  der  Form 

r  =  F(ß,  ö); 
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darin  sind  0  und  m  die  neuen  unabhängigen  Yariabelen«  Bezeiehncn 
wir  för  den  Augenblick  wie  folgt 

und  wenden  die  allgemeine  Regel  für  die  Substitution  neuer  Yaria- 
belen auf  die  Complanationsformel 

8=JJg>ix,y)dxdy 

an,  so  ist  bei  den  neuen  unabhängigen  Yariabelen  d  und  o 

Hier  kommt  es  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  (p  in  Polarcoor- 
dinaten  auszudrücken,  also  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
z  zu  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
einzufuhren.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  z  eine  Function  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  0  und  cd 
abhängt,  so  ist 

d£_d£  dx    ,d£dy 

dO~dxde  "^  dy'dO' 

d(o  ~  dxdG)  "*"  dy'dco' 
Diese  Gleichungen  liefern  die  Werthe  der  beiden  Unbekannten 

r-  und  ;r~ :  setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 
dx  dy 


dy  da        dy  8^  _  r 
dd  dm       8000  ~     • 

da  dx        de   dx 

de'd(o     d(o  dd~    * 

dx  dy        dx    dy        __ 
80  8o       8o  dd~     ' 

80  findet  man 

• 

dz            L      dz            M 

dx-     N'  dy-     jy' 

V  i»  +  3f »  +  JV» 


1  /TT  /8«V  .  t^''\*    V-^'  +  ^'' 

f=V  ^  +  \d-x)-^Wy)= W- 

Nach  Substitation  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 

5)  8=  f  fVir+lÜ*~+lndd  da. 
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Die  Differentiation  der  Gleichungen  1)  giebt  femer,  wenn  man 
immer  beachtet,  dass  r  von  0  und  o  abhängt, 


dx        dr       ^ 

0(0  CG) 


ojü  ^^  V^  ^^^  ö  +  r  cos  0  j  cos  0),     r-^  =  I  —  cos  o  —  rsin  oj  stn  0, 

^^      ß^  '   ü   t  o\   •  de       /dr   .        .  \    .   fl 

o^  =  l^s«n0  4-  rcosO\stnc!},    —  =  {—8tnG)-\-rcos(x>\sind, 

und  mittelst  derselben  erhält  man 

L  =  ^(g^^*^ö  +  rcosdjsind, 

M-=  •—  r  Ko^cosö  —  rsinO\sinOcos(Q  —  — sino  1, 

-^  =  —  ''|(a^^<^sö  —  rsindjsinOsinm  +  —  cosoL 


Die  Formel  5)  gewinnt  hiernach  folgende  Gestalt 

dabei  sind,  wie  immer,  die  Integrationsgrenzen  aus  der  Begrenzung, 
des  gegebenen  Flächenstückes  herzuleiten. 

Beispielsweis  betrachten  wir  eine  Fläche  von  folgender  Ent- 
stehungsweise. In  der  Ebene  y  z  sei  eine  Lemniscate  construirt 
(Fig.  89),  deren  Halbachse  0-4.  =  a  den  rechten  Winkel  YOZ  hal- 


Fig.  89. 


biren  möge;  man  legt  ferner  Ebe- 
nen wie  z.B.  XOJJfi  und  XOUi, 
welche  die  2; -Achse  in  sich  ent- 
halten und  die  Lemniscate  in  Uo^ 
Vi  etc.  schneiden;  in  jeder  dieser 
Ebenen  nimmt  man  die  betreffende 
Lemniscaten8ehne(OZ7o,  Oüi  etc.) 
zum  Durchmesser  eines  Kreises 
und  denkt  sich  durch  die  stetige 
Folge  dieser  Kreise  die  Fläche 
erzeugt.  Als  Gleichxmg  der  letz- 
teren findet  man  in  rechtwinkli- 
gen Coordinaten 
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woraus  augenblicklieb  erhellt,  dass  die  Complanation  in  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  zu  ausserordentlichen  Weitläufigkeiten  führen  würde; 
dagegen  ist  bei  Polarcoordinaten  sehr  einfach 

r  =  asinOy  8in2(o, 


V\ 


V  sin  2  CO 

Verstehen  wir  unter  8  den  Sector  der  Fläche,  welcher  einerseits 
von  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  XOUq  =  cdq  und  X  0  ZJi  =  coi 
gehörenden  Halbkreisen  0  Dq  Vq  und  0  üi  Fi ,  anderseits  von  dem 
Lemniscatenbogen  Uq  Üj  begrenzt  wird ,  so  haben  wir  o  von  oj^  bis 
Oj,  ß  von  0  bis  |;r  auszudehnen;  dies  giebt 

8  =  a^  I     jsin^ddQdfo  =  \7ca^(Bi  —  Oo). 
0        a>o 
Für  a>Q  =  0,  ©i  =  I Ä  erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figur 
angegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche;  der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
ist  demnach  :=  ^TC^a^ 


§.  101. 
Die  dreifachen  Integrale. 

Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenzwerth  einer  Doppelsumme 
bildet,  so  soll  auch  das  dreifache  Integral 
X   r    £ 

1)  W  =J  jjF(^^  y.z)dx  dy  de 

Xq     yo     iQ 

als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Producte  F(Xy  y^  ß)jdxjdy  /tz  den  unabhängigen  Varia- 
beln  0?,  %  z  alle  zwischen  den  Grenzen  x^  und  X,  ^o  ^i^d  F,  z^s  und 
Z  liegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Producte  unter 
der  Voraussetzung  addirt,  dass  ^x^  Jy^  ^z  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergiren. 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Auf- 
fassung.   Betrachtet  man  z.  B.  in  dem  Integrale 

X     T     z 

W=f  f  Jdxdydz 

Xo     Vo      *0 
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Xf  Pf  z  als  rechtwinklige  Goordinaten  eines  Punktes  f  (Fig.  90),  so 
Fiff.  dO.  bedeutet  das  Product(2a; 

dyde  den  Eörperinbalt 
eines  Parallelepipedes 
dessen  drei  in  einer  Ecke 
zusammenstoBsende  IL'Mi- 
iQnäx^dyjdzmidi\  dem- 
nach ist  W  die  Summe 
einer  unendlichen  MeDge 
solcherVolumenelemente, 
mithin  selbst  ein  Yolu- 
men,  welches  auf  folgende 
Weise  entsteht  Denken 
wir  uns  zwei  Flächen 
construirt ,  deren  Glei- 
chungen zo  =  tif  (x,  y) 
und  Z  =  V{x^  y)  sein  mögen,  und  sunimiren  erst  alle  von  z  =  Bq 
z  =  Z  vertical  aneinander  gereihten  Elemente,  so  giebt  der  Ausdruck 
z 


/' 


dxdydz  =  dxdy(Z  —  Zq) 


den  Inhalt  eines  Parsdlelepipedes,  dessen  Horizontalquerschnitt  dxäy 
unendlich  klein,  und  dessen  Höhe  von  endlicher  Länge  ==  JPqPi 
=  Z  —  Zo  ist.     Auf  das  noch  übrige  Doppelintegral 

Ä     r  X     Y  X     Y 

W  =J  y  (^  —  ^e)  dx  dy  =J  JZdx  dy  ^J Jzq  dx  dy 

können  die  Betrachtungen  des  §.  95  angewendet  werden;  sie  zeigen, 
dass  TT  ein  Yolumen  bedeutet,  welches  dieselbe  Horizontalprojection 
besitzt  wie  jenes  in  §.  95,  und  das  ausserdem  zwischen  den  zwei 
vorhin  erwähnten  Flächen  liegt. 

Eine  ähnliche  Anschauungsweise  gestattet  das  allgemeiiyare  Inte- 
gral 1),  nur  muss  man  sich  jedes  Yolumenelement^o;  (2  j/^ir  mit  einem 
veränderlichen  Factor  F(x,  y,  z)  multiplicirt  denken.  Besonders  klar 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  von  Masse  und 
Dichtigkeit  zu  Hülfe  nimmt.  Bei  einem  durchaus  homogenen 
Körper  gilt  nämlich  die  Regel,  dass  die  Masse  gleich  ist  dem  Prodacte 
aus  Dichtigkeit  und  Volumen;  ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  von 
Punkt  zu  Punkt,  in  welchem  Falle  sie  eine  gegebene  Function  von 
fl?,  y^  z  darstellt,  so  darf  jene  Begel  nicht  mehr  für  ein  endliches  Stück 
des  Körpers  angewendet  werden,  wohl  aber  f&r  ein  unendlich  kleines; 
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denn  je  kleiner  einEörperstückist,  nm  so  eher  kann  es  als  homogen 
gelten.  Bezeichnet  demnach  F(rc,  y,  e)  die  im  Punkte  xyz  vorhan- 
dene Dichtigkeit ,  so  ist  F{x^  y,  z)  dx  dy  dz  die  Masse  des  an  jenem 
Punkte  hefindlichen  Körperelementes  d.  h.  kurz  das  Massenelement; 
die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Baumes  vertheilten 
Massenelemente  ist  die  Gesammtmasse  =  TT.  Dividirt  man  endlich 
W  durch  das  Volumen  F  desselben  Körpers,  so  erhält  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit. 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z  bezügliche  Integration  ge- 
radezu ausführbar  ist,  reducirt  sich  das  dreifache  Integral  von  selbst 
auf  ein  doppeltes,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwick^- 
ten  Regeln  unterliegt ;  demnach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
einer  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  bestehend  aur 
einem  Doppelintegrale  nach  z  und  y  nebst  einem  darauf  folgenden 
einfachen  Integrale  nach  x\  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Reduction  von  Neuem  zu  versuchen  ist.  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruht  die  folgende  Aenderung  des  Coordi- 
natensystemes. 

Denkt  man  sich  den  Radiusvector  OP  =  r  auf  die  Ebene  yz 
projicirt  (Fig.  91)  und  setzt  die  entstehende  Projection    OQ  =  u, 


Fig.  91. 


ferner  Z.  YOQ  =  o,  so  kann 
man  G3,  u^  x  als  sogenannte 
cylindrische  Coordinaten 
des  Punktes  P  ansehen,  und  der 
Uebergang  von  den  rechtwinkll* 
gen  zu  den  cylindrischen  Coordi- 
naten geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen 
a?=aj,  y=:zuco8C9j  z  =  usin<x}. 

Das  in  Beziehung  auf  y  und  z  ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirt, 
dass  man  für  y  und  z  die  obigen 


Werthe  und  dy  dz  r=  udaydu  setzt;  dies  giebt 

2)  f f f^^^'  ^'  ^^  ^^  ^^  ^^ 

F{Xy  u  cos  (0,usinG))dx,udG3  du. 


IIP 
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Ferner  lässt  sich  das  dreifache  Integral  rechter  Hand  als  Dop- 
pelintegral nach  X  und  u  nebst  einem  einfachen  Integral  nach  ö  an- 
sehen, und  in  dem  ersteren 

X  =  rcosd,  u  =  rsind 
Bubstituiren.     Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jetzt 

x^=rcosO,    y  =  rsindcosa,    b  =  rsindsincD, 
mithin  sindr,  ö,  ödie  räumlichen  Polarcoordinaten  des  Punktes 
P.    An  die  Stelle  von  dx  du  tritt  nun  rdOdr  und  so  wird  aus  Nro.  2) 

3)  J j  jF{x,y,z)dxdydz      . 

=  11   I  F(rcosd,  rsindcosG),  r$indsin(o)r^$inddG)dddr. 

Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalten,  wenn  man  r, 
0,  CO  .um  ihre  Diflferentiale  wachsen  lässt  und  beachtet,  dass  das  neue 
Volumenelement  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  entnommenen 
Gewölbsteines  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Volumenelementes 
sind  nämlich 

PFi  =  dr,    PP2=rde,    PP3  =  LP.da  =  rsinOda 
mithin  ist  der  Inhalt  des  Volumenelementes 

PP1.PP2.PPs  =  r^sinOdrdOdG). 
Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F{r  cos  ö,  r  sin  Q  cos  cd,  r  sin  ö  sin  coi)  r^  sinOdmdO  dr^ 
und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  TF  übereinstimmend 
mit  Formel  3). 

Selbstverständlich  sind  in  jedem  Falle  die  Integrationsgrenzen 
für  die  neuen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  zu  bestimmen.     Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 
Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 

dxdydz 


Q  = 


IIA 


Yx^  +  y^  +  ^2' 
und  dann  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x,  y^  s 
beziehen,  welche  der  Bedingung 


©' + (I)' + (I)" 


<  1 


genügen;  mit  anderen  Worten,  man  sucht  die  Masse  von  dem  Octan- 
ten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  6,  c  beschriebenen  Ellipsoides,  wor- 
in die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyz  durch 

1  _  1^ 

^  Yx^  +  i/2  -i-  ^2  ~^  r 
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ausgedrückt  wird,  welches  demnach  aus  einer  stetigen  Folge  homo- 
gener concentrischer  Kugelschaalen  besteht.  In  rechtwinkligen  Coor- 
dioaten  ist  zufolge  der  angegebenen  Integrationsbedingung 

da  man  aber  augenblicklich  übersieht,  dass  die  Rechnung  ziemlich 
complicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Polarcoordinatdn  räthlich. 
Bei  diesen  hat  man 


Q=  f   f   frsinddaidOdr, 


wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integiiren  wir 
zuerst  in  Beziehung  auf  r  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  EUipsoides  liegenden  Mas- 
senelemente, so  fangt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
fläche des  EUipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  JJ  auf.  Der  letztere 
bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  inPolar- 
coordinaten  umsetzt;  sie  lautet  dann 

/BcosßV       /B  sind  cos  coiy        /B  sin  6  sin  a>y 

und  giebt 


B 


\/ /cosßY        /sind sin  Oliv    ,    fsin 0  sin  ojV 


Ferner  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  0  und 
ü)  von  0  bis  I  ;r  ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 


-f  J  /• 


rsinOdcsdddr. 


0  0 

Durch  Ausführung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
Werthes  von  B  ergiebt  sich 

1  r     r sinO  dadO ^ 

^        V      J  /cosjyy        /sinOcosoY      /sinÜsincoy* 

Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  ohne  Weiteres  umgekehrt  werden;  setzt  man 
hierbei  zur  Abkürzung 
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cos'ö    ,    sm^d       ^       cos^d    .    sin^O 
80  erhält  man 


in  \n  Jw  • 

r,       X  C  ■   ii:,i^r  <*»  1   fsinddO   « 


0 


oder,  wenn  cosO  =  t  substituirt  wird, 


Das  Integral  gestaltet  sich  noch  etwas  eleganter,  wenn  man  die 
Excentricitäten  des  EUipsoides  in  Bechnnng  bringt  Unter  der  Vor- 
aussetzung a  ^  5  ^  c  sei  nämlich  zur  Abkürzung 

ä =  ^'     ä =  ^' 

es  wird  dann 

Im  Falle  eines  Rotationsellipsoides  lässt  sich  auch  diese  Inte- 
gration leicht  ausführen. 


§.  102. 
Substitution  neuer  Variabelen  in  dreifaolien  Integralen. 

Die  Aufgabe,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  ana- 
log der  in  §.  98  gelösten  und  betrifft  die  Umwandlung,  welche  das 
dreifache  Integral 

1)  W  =J  f  jF{x,  y,  e)  dx  dy  dz 

erleidet,  wenn  statt  der  ursprünglichen  Variabelen  x^  y^  »  drei  neue 
Variabele  r,  s,  t  eingeführt  werden,  welche  mit  jenen  durch  Gleichun- 
gen von  der  Form 
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2)  (t  =  <p(r,s,t),    y  =  *(x,Ä,0,    e  =  x(r,8,t) 
verbunden  sind.     Um  diese  Substitutionen  nach  einander  vorzuneh- 
men, denken  wir  uns  die  Gleichungen  2)  durch  drei  andere  ersetzt, 
nämlich 

3)  x  =  (p  (r,s,0,    y  =  <^i  (a?,5,0,    ^  =  Xi  (^,y,t)i 

die  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  2); 
die  zweite  entsteht,  wenn  r  aus  den  beiden  Gleichungen  xz=zq)(r,  s,  t) 
und  y  =  i^ir^Sit)  eliminirt  wird;  die  dritte  ist  das  Resultat  der  Eli- 
mination von  r.  und  8  aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen. 
Statt  der  Variabelen  z  führen  wir  die  Variabele  t  mittelst  der  Glei- 
chung z  =  Xi  (x,y,t)  ein  und  nennen  zur  Abkürzung  Fi  {x,y,t)  das- 
jenige, was  bei  dieser  Substitution  aus  F{x,y^z)  wird;  dies  giebt 

4)  W=fffFi(x,yJ)dxdy^dt. 

Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  von  Xi  (^»  y»  0  nicht  an- 
geben lässt,  so  muss  der  DifFerentialquotient  -^  =  -^  aus  den  ur- 

sprünglichen  Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 
mit  der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  x  und  y  als  constant  gelten, 
und  nachher  dr  und  ds  eliminirt.    Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 

und  wenn  zur  Abkürzung 

^^  drXds'dt       dt^ds)^  dr\ds'  dt       dt' ds) 

,  8X/85P  0jf;_82  di\ 

d^  d^ 8y  dt 

dr' ds        ds'dr 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  von  dr  und  ds 

dt  =  -^  dz  oder  (ijsr  =  -—  dt, 
NM 

mithin  nach  Nro.  4) 

W=  ///^^(''ry.t)  ^dxdydt 

Bchlömilch,  Analysia.  I.  ^^ 
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Um  zweiteng  statt  y  die  neue  Variabele  8  einzuführen,  benutzen 
wir  die  Substitution  y  =  ^^  («,«,0  und  nennen  F^ix^s^f)  dasjenige, 
wfts  hierbei  aus  Fi  (a?,y,0  wird;  zunächst  haben  wir: 

6)  ^=///^»(^'^'^)F^''  ^^'^*' 

Dabei  ist  noch  -^^  =  -^  aus  den  Gleichungen  2}  h^zuleiten; 

08  08 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  Oleichongen 
dififerenzirt,  dabei  x  und  t  als  Constanten  betrachtet  undefr  elüninirt. 
Hiemach  ist 


0  = 

d(p 

dr 

dr  + 

Ü^- 

.bk{ 

Lrzung 

dr 

dr  + 

dtp 

~~  dr 

>• 

findet  sich 

ä8 

=  M^^ 

oder 

dp  =  j;ds 

mithin  aus  Nro.  6) 

W=ffjF^{x,8,t)j-dxd8dt 

Endlich  führen  wir  statt  x  die  neue  Variabele  s  ein  mittelst  der 
Substitution  x  =  qp  (r,  s,  t)  und  nennen  JPa  (r,  s,  t)  dasjenige ,  was 
hierbei  aus  F%  (x,  s,  t)  wird.  Da  gleichzeitig  8  und  i  als  Gonstanten 
zu  betrachten  sind,  so  ist  einfach 


mithin 


dx  z=z  -^dr  =  Jjdr 
or 

W  =  f  f  fFz{r,8,t)Ndrd8dt 


Beachtet  man  noch,  dass  Fz  (r,  8,  t)  nichts  Anderes  sein  kann,  als 
was  unmittelbar  durch  Einführung  Yon  9>(r,s,0,  ^(r,s,0»  Xi^^^t^ 
entstehen  würde,  so  hat  man  die  allgemeine  Formel 

7)    fffF(x,y,0)dxdydiif=J^JjF(q>,t,X)Ndrd8dt, 

worin  9,  ^,  x  <^^  ^^^*  ^)  ^^^  ^  ^^  ^i^*  ^)  einzusetsen  sind. 

Zu  demselben  Besnltate  fährt  auch  eine  geometrische  Betrach« 
tung.     Denken  wir  uns  nftmlich  x^  jf,  g  als  die  ursprünglichen,  r,  a,  I 
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als  neue  Goordinaten  eines  Punktes  P  im  Räume,  so  dienen  die 
Gleichungen  2)  aum  Uebergange  von  dem  ersten  zum  zweiten  Goor- 
dinatensysteme.  Es  sei  femer  F  (x,  y,  e)  die  Dichtigkeit  an  der 
Stelle  xye\  es  ist  dann  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  rat  durch 

zu  bezeichnen,  wofür  wir  kurz  J^(9>»^9Z)  schreiben.  Um  nun  in 
beiden  Goordinatensystemen  das  dreifache  Integral  W  als  Masse  eines 
Körpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
neuen  ^olumenelementes  an,  welches  statt  des  früheren  dxdydz  zu 
setzen  ist.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
gende Goordinaten  hatten: 

«iy,^;    »  +  dx,y,e\    x,y  +  dy,z\    x,y,z  +  dg\ 
X  -}-  dx,y  +  dy,z\    x  +  dx,y,z  +  dz\   x,y  +  dy,z  +  dz\ 
X  -\-  dx,    y  -{-  dy,    z  +  dz; 
in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Yolumenelement  ein  schiefes  Parallele- 
piped, dessen  Ecken  P,  Pi,  Pg,  P3  u.  s.  w.  die  Goordinaten 

r,s,^;  r  +  dr,s,t;  r,s  +  d8,i',  r,Syi  +  dt  u.  s.  w. 
besitzen,  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Dimensionen,  als  das  Sechsfache  der  Pyramide  PP1P2P8  angesehen 
werden  darf.  Legen  wir  durch  P  ein  Goordinatensystem  parallel  zu 
dem  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Goordinaten 
von  Pi,  P2,  P3  mit  lii^id,  ^^V^ti^  ^sVstz^  »0  is*  ^^  sechsfache  In- 
halt  von  PP1P2P39  also  das  Yolumenelement 

=  iiMz  -  iJsW  +  iji(&&  -  Cafe)  +  tii^^Vs  -  l3i?2). 
Ferner  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprünjgliche  Goordinaten- 
system Ji  =  fl?i  —  X  oder,  weil  der  Punkt  Pi  durch  alleinige  Aen- 
derung  des  r  aus  dem  Punkte  P  hergeleitet  wurde, 

ebenso 


ni  = 

>' 

ti  = 

{* 

dx. 

Vi  = 

t'- 

c,  = 

8«J 

Is 

n>  = 

P'- 

f»  = 

In  den  neuen  Goordinaten  r,  8,  ^  ausgedrückt  ist  also  das  Volu- 

menelement 

31* 
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[drKds'dt        dt'dsj  '^  drKds'  dt        df  ds) 

^dr\ds   dt        dt   dsJ] 

=  Ndrdsdt, 
wofern  man  x^  y,  e  darch  %  ^,  %  ersetzt.     Das  Massenelement  wird 
hiemach 

F(%il;,x)Ndrdsdt, 

und  die  Summe  aller  Massenelemente,  d.  h.  das  dreifache  Integral 


/// 


F(<p,r\j,x)NdTdsdt. 


giebt  dieselbe  Masse  wie  vorhin,  wenn  die  Integrationsgrenzen  für 
r,s^t  entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gewählt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


8) 


W: 


-flh 


■  dx  dy  dz, 


-{-■  ax  +  ßy  +  y^y 
worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 
9)  0<a;  +  f/  +  j?^Ä 

genügenden  rr,  y,  z  beziehen  mögen.  Der  Punkt  xyz  bleibt  dann 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Coordinatenebenen  und  von 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Coordinatenachse  die 
Strecket  abschneidet.    Wir  betrachten  nun  den  Punkt  xyz  oderP  in 


Fig.  92. 


Fig.  92  als  Durch- 
schnitt von  drei 
Hülfsebenen,  wel- 
che auf  folgende 
Weise  entstehen. 
Erstens  legen  wir 
durch  Peine  Ebene 
parallel  zu  der  vor- 
hin erwähnten  vier- 
ten Ebene  und  nen- 
nen r  jeden  ihrer 
gleichen  Achsenab- 
schnitte; die  Glei* 
ehnng  dieser  Ebene 
ist 

und  in  der  Figur  (9J{=  n     Zweitens  legen  wir  durch  P  und  durch 
den  Goordinatenanfang  eine  Ebene»  welche  mit  den  Ebenen  a;y  und 
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xz  gleiche  Neignngswbkel  hildet,  und  nennen  6  jeden  der  Winkel 
XOff,  XOS'\  die  Gleichung  der  Ebene  SOS*  ist  dann 
y  +  ir  =  xtand. 

Endlich  legen  wir  eine  Ebene  durch  P  und  die  a>Ach8e  und  be- 
zeichnen mit  r  den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  BOT 
und  der  a;y-Ebene;  dies  giebt 

e  =  ytanx. 

Insofern  die  drei  Grössen  r,  tf,  r  die  Lage  des  Punktes  F 
unzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vorigen  drei  Gleichungen  ic,  y,  z 
durch  r,  6,  r  ausdrückt,  so  erhält  man  folgende  Formeln  zum  üeber- 
gange  von  dem  einen  Goordinatensystem  zum  andern: 


»  = 


1  +  tanö' 


r  tan  ö  r  tan  ö  tan  t 

z  = 


""        (1  +  tan6)(l  +  tanz)*  (1  +  tan6)(l  +  tanz) 

Zur  Abkürzung  sei 

l  +  tanö        ^'     1  +  tanz        / 

es  ist  dann  einfacher 

X  =  rs,    y  =  r(l  —  s)t,    z  =  r(l  —  s)(l  —  t), 

und  nun  mögen  r,  s,  t  als  neue  Goordiuaten  von  P  betrachtet  werden. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
Form  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
nehmen wollte,  durch 

xt(l  —  8)  y{\  —  t) 

zu  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 

^_  r  r  r f(r)rHl-s)drdsdt 

J  J  J  [l+«rs  +  /Sr(l—s)^  +  yr(l-s)(l-Op' 

Damit  der  Punkt  P,  vom  Goordinatenanfange  ausgehend,  alle 
innerhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r  von  0  bis 
/»,  6  von  \%  bis  0,  mithin  s  von  0  bis  1,  und  r  von  \n  bis  0,  also  t 
von  0  bis  1  ausgedehnt  werden.     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

4  =  1  +  «rs  +  yr(l  ~  s),     -B  =  (jS  -  y)r(l  -  s), 
so  ist 
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AI  1 

h  1 

Indem  man  ferner  die  Abkürzungen 

1  -f  ar  ==  a,    (a  —  /3) r  =  5,    (a  ^  Y)r  =  c 
benutzt,  erhftlt  man 

^  +  5  =  a  —  5  (1  —  s),    ^  =  a  —  c  (1  —  «), 
2^  +  5  ==  2a  —  (6  +  c)  (1  —  a), 
und  das  auf  $  bezügliche  Integral  wird  dann 

\l  -  g)  [2  g  ■-  (5  +  c)  (1  -  s)]d8 
_     ia^h(l^8)y[a-c(l  ^8)y  ' 

Durch  Einführung  von  1  —  $  =  u  geht  dasselbe  über  in 
1 

''u[2a  —  (b  +  c)u]du 
{a  —  buy  (a  —  cuy 


A 


ß 


—  cj  \(a  —  6tt)2       (a  —  c«)«r**  ""  a(a  —  d)  (a  —  c)' 


5 

0 

mithin  ist 

'  V  a  (a  —  5)  (a  —  c) 

Aus  8),  9)  und  10)  folgt  nun  vermöge  der  Werthe  von  a,  5,  c, 

A     A— «     A— «— y 

^    "        ^/(g  +  9  +  e)dxdyde 

(1  4-  «*  4-  /Jy  +  y«)» 


A 


0 

*  r^f(r)dr 


_    ^    +  ar)  (1  +  /Jr)  (1  +  yr) 

und  damit  ist  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  reducirt  ohne 
Beeintr&chtigong  der  willkürlichen  Function/. 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  auch  auf  vier- 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande  gezeigt 
werden  soll. 
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Cap.  XYIL 


4)ifferentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Variabelen. 


§.  103. 
Grundbegriffe;  Trennung  der  Variabelen« 

Die  bisherigeii  Integrationen,  mochten  sie  nun  ein-  oder  melir- 
fache  sein,  bezogen  sich  immer  aaf  entwickelte  Differentiale,  d.  h.  auf 
Producte  von  der  Form  f(x)äx  o^tv  f(x,y)dxdy  u.  s.  w.,  worin/ 
eine  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Yariabelen  bedeu- 
tete. Sehr  häufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  der  Diffsrentialquotient 
einer  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  der 
Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 
chung die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.  So  l&sst  sich  z.  B. 
die  Frage  nach  derjenigen  Function  y  von  x  stellen,  welche  ihrem 

Differentialquotienten  gleich,  för  die  also  —^  =  y  ist;  ebenso  kann 

man  die  61eichun|^  der  Gurve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 

Subtangente  gleich  der  doppelten  Abscisse,  mithin  -7-==~-istu.8.w. 

Alle  derartigen  Gleichungen  zwischen  einer  unbekannten  Function 
und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe- 
rentialgleichungen; die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie  zu  integriren, 
d.  h.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
nannte Integralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Differentiale, 
sondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen  und  etwaige  Constanten 
vorkommen. 

Gewöhnlich  classificirt  man  die  Differentialgleichungen  nach  der 
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OrdnuDg  des  höchsten  vorkommenden  Differentialquotienten,  indem 
man  sagt,  dass  die  Differentialgleichung  von  der  nten  Ordnung  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  Differentialquotient  von  der  nten 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  ist  demnach 

oder,  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  -^  reduciit  denkt, 

dx 

2)  rx  =  -  fÜ  **^*^  9(^,»)dx  +  i>(x,y)d!,  =  0. 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgleichungen  naher 
betrachten,  wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operittion  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form 

3)  ^  =  x(^,y) 

X  und  y  als  rechtwinklige  Goordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zwar 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  Linie^ 
denn  die  Gleichung  3)  giebt  tmi  r  =  ;|j  (a:,  t/) ,  wo  r  den  Winkel  zwi- 
schen der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am  Punkte  xy  bezeich- 
net. Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkürliche  Anfangswerthe  a;=rCo 
und  y  =  yQ^  so  lässt  sich  die  Tangente  vermöge  der  Gleichung 
tanto  =  x(^o\yo)  construiren;  auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  aio^o 
einen  zweiten  Punkt  a^i  «/i  und  betrachten  das  zwischen  x^yo  und  a?iyi 
liegende  Stück  der  Tangente,  welches  to  heissen  möge,  als  näherungs- 
weise zusammenfallend  mit  der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curven« 
punkte  Xiyi  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Gonstruction  wieder- 
holen, also  tanti  =  x(xuyi)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf 
ihr  ein  Stück  ti  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  Xjffi 
gelangen  u.  s:  f.  Das  so  construirte  Polygon  schliesst  sich  der  ge- 
suchten Curve  offenbar  um  so  genauer  an ,  je  kleiner  seine  Seiten  U, 
<i,  #2  6tc.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar 
näherungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  ver- 
folgbaren Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Man  be- 
merkt zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit ,  welche  in  der  Lösung 
der  Aufgabe  liegt.  Da  nämlich  der  erste  Punkt  Xoyo  willkürlich 
bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der 
in  Nro.  3)  verlangten  Eigenschaft;  diese  Curven  sind  im  Allgemeinen 
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von  derselben  Natur  und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den 
Dimensionen.     So  z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  DiflFerential- 

gleichung  —  =  —  jede  Gleichung  von  der  Form  y  =  ykx,  wo  k 

beliebig  bleibt,  d.  h.  in  jeder  Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppel- 
ten Abscisse  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkomben  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleichung  entstehen  lässt. 
Dififerenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

Fix,y,Jc)  =  0, 
worin  k  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 

—  dx+^dy=:0, 

und  wenn  k  ans  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

du 

neue  Gleichung  zwischen  o?,  y  und  -7^,  d.h.  eine  Differentialgleichung; 

dx 

letztere '  bleibt  dieselbe ,  welchen  Werth  man  auch  dem  k  ertheilt 
haben  möge.  Umgekehrt  ist  F(a?, y,k)  =  0  die  zu  Grunde  liegende 
Integralgleichung;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss  darin,  wie 
vorher,  die  willkürliche  Constante k  vorkommen ;  ausserdem  würde 
man  nur  eine  specielle  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 
culäre  Auflösung  der  Differentialgleichung  haben.  In  manchen 
Fällen  existirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singulare 
Auflösung;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer,  wenn 
sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.h.  wenn 
man  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 
4)  Xdx  +  Ydy  =:  0 

bringen  kann ,  wo  X  eine  Function  von  x  allein  und  Y  eine  Func- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 


le    I 


5) 


fxdx  +    fYdy—  Gonst.  =  0; 


man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  rmif(x,y)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satü 

N  dx       dy  dx 

in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  ;r-  =  X,  ^r—  =  F,  weil  in  Nro.  5) 

öx  cy 
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die  Integrationen  so  gesohehen,  ab  wären  »  nnd  p  yon  einander  un- 
abhängige Variabele;  man  erhält  folglich  X  +  F  ^  =  0,  was  mit 

der  Gleichung  4)^  übereinstimmt. 

Etwas  allgemeiner  als  die  Di£Eerentialgleichung  4)  ist  die  fol- 
gende: 

6)  Xi  T^dx  +  X2  Yidy  =  0, 

in  welcher  X\  nnd  X2  von  y^   F]  und  F^  von  x  frei  sein  mögen; 
durch  Division  mit  X2  T^  wird  daraus 

r=^  da?  +  ^  cfy  =  0, 

mithin  durch  Integration: 

^^  / J '^* +  /§'*«'=  *^^- 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Gurve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gegebene 
Function  (p{x)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle  die 
Differentialgleichung 

oder,  nach  Trennung  der  Yariabelen, 
dy dx 

mithin  durch  Integration: 

dx 


ly=Const.+f~^ 


r  dx 


q)(x) 

Um  auf  y  zu  reduciren,  setzen  wir  e^*^*'-  =  C,  wo  C  eine  neue  will- 
kürliche Constante  bezeichnet  und  erhalten 

dx 

Hx) 

y=  Ce 
als  Gleichung  der  gesuchten  Gurve. 

Tn  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die 

Curven  zu  finden,  bei  denen  die  Subtangente  von  der  Form  ^r^ 

ist;  man  erhält  als  Integralgleichung: 
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Ueberhaupt  bieten  die  Subttuigenten  und  Snbnormalen  der  Gor- 
ven,  als  Functionen  der  Absdssen  oder  Ordioaten  betrachtet,  eine 
ziemliche  Auswahl  solcher  leicht  su  integrirender  Differentialgleichun- 
gen dar. 


§.  104. 
Substitution  einer  neuen  Variabelen. 

Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  Ifiset,  so  itt  es  häufig  von  Yortheil,  statt  der  ursprünglichen 
abhängigen  Yariabelen  eine  neue  Yariabele  durch  Substitution  ein- 
zuführen und  damit  die  gegebene  Diffei-entialgleichung  in  eine  an- 
dere zu  verwandeln;  nicht  selten  gestattet  dann  die  letztere  jene 
Sonderung  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  allgemeine  Fälle 
dieser  Art  angeben. 

I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xy  mit  der  o;*  Achse  einschliesst,  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  zwischen  Badiusvector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

r  =  F(0). 
Da  zufolge    der  gegebenen  Bedingung   auch  iant  eine  bestimmte 
Function  von  tanO^  etwa 

tonr  =  (p(tan3) 
sem  muss,  so  hat  man  bei,  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Differen- 
tialgleichung 

welche  im  Allgemeinen  kerne  Sonderung  der  Yariabelen  zulässt  Setzt 
man  dagegen  ^  =  I  oder  y  =  o;^,  wo  ^  eine  neue  abhängige  Yaria- 
bele bezeichnet,  so  wird  aus  Nro.  1)  « 

und  hier  sind  die  Yariabelen  getrennt.  Die  Integration  liefert  jetzt 
eine  Gleichung  von  der  Form  ^(^)  =  ?aJ  +  Const.,  und  wenn  man 

statt  t  seinen  Werth  —  wieder  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 

X 

sachten  Integralgleichung. 
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Soll  z.  B.  r  =  2  0  sein,  so  folgt 

tant  = 
oder 


2tan(i 
1  —  tan^Ü' 


dp 
dx 


2i 

X 


ar 


die  erwähnte  Sabstitution  giebt 
1  —f* 


mithin  ist  durch  Integration 

It  —  1(1 +t^) 


dtz=z 


dx 


Ix  +  Gonst. 


Setzt  man  Const 


oder 


so  erhält  man 


y  =^  c  +V^c2  —  x\ 


2cy  =  x^  -{-  yS 

Die  gesuchte  Gurve  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c  beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  Coordinaten- 
anfange  berührt. 

Gleichungen  von  der  Form  1)  werden  homogene  Differential- 
gleichungen genannt,  weil  in  ihnen  zwei  gleichartige  Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  vorkommen.  Ein  ferneres  Bei. 
spiel  hierzu  ist  folgendes. 

In  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen  unbekannten 
Fig.  93.  Curve  sei  OM=x,  MP=:y  (Fig.  93); 

aus  M  beschreibt  man  mit  dem 
Radius  MP  einen  Kreis,  legt  an  den- 
selben von  0  aus  die  Tangente  0  Q, 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  Q 
parallel  zur  ^- Achse  eine  Gerade,  welche 
die  1^- Achse  in  jR  schneidet,  und  ver« 
bindet  endlich  jR  geradlinig  mit  P; 
man  verlangt,  dass  BP  die  Curve  in 
P  berühre.     Die  Construction  giebt 
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X 

nnJ  da  andererseits  bei  jeder  Curve 

OB  =  y  —  xtanx 
,  ist,  so  hat  man  die  Differentialgleichung 

«  —  a:  ^  —  y  V^a?«  —  y« 
^  dx  X 

oder 


ly  =  y  _  y  Vi  -  (Ä*- 

dx       X        X    Y  \x/ 


Mittelfit  der  Substitution  y  =  xt  wird  hieraus 

x^^---t  VT~ii  oder  -  -^-^i=-  =  ^ 

^^  tyi  —  t^      X 

und  durch  Integration 


,(Ld.V^)=,(D, 


wobei  a  eine  willkürliche  Gonstante  bezeichnet.     Nach  Restitution 
des  Werthes  von  t  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

X  4-  V^  —  y^x.  2ax^ 

! ^  =  —  oder  y  =  -^-r — -, 

y  a  ^        a^  -}-  x^ 

wonach  dieselbe  leicht  zu  construiren  ist. 

IL    Die  Substitution  y  =r:  xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung 

gute  Dienste;  es  wird  nämlich 

4)  x^  =Ax)9(t)  oder  ^^M  dx. 

dx       '^^  ^^^^  (p(t)  X 

wo  nun  die  Yanabelen  getrennt  sind,  so  dass  die  weitere  Rechnung 

wie  vorhin  gefuhrt  werden  k^ann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Cunre,  für  welche   die  von  der 

Tangente  am  Punkte  xy  auf  der  ^- Achse   abgeschnittene  Strecke 

x^ 
=  —  ist ,   wobei  h  eine  gegebene  Linie  bedeutet ,  so  hat  man  die 

Differentialgleichung 
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dy        x^ 
^          dx       h^y 
oder 

dy j^  _  ^^2.. 

dx        X        h^'  y 

X 

Nach:  dem  obij^en  Verfahren  giebt  dies 

a?  -r-  =  —  TZ'T  oder  tdt  =  - 
dx             h^    t 

xdx 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Constante  ^=  — -  gesetzt  wird, 


Unter  Benutzung  eines  mit  dem  willkürlichen  Kadius  a  bescliriehe- 
nen  Kreises  ist  die  Curve  leicht  zu  construiren;  sie  hat  eine  ähnliche 
Gestalt  wie  die  Lemniscate. 

III.  Um  noch  eine  andere  Substitution  zu  zeigen,  betrachten 
wir  die  Differentialgleichung 

g)  dy  ^f(x)q)(Vx^  +  y^)--x 

^  dx  y 

oder 

Setzt  man  hier 

»«  +  y«  =  r«. 
so  folgt  durch  Differentiation 

,       dy  dr 

und  ans  Nro,  6)  wird  einfacher 

^>  "^  Tx  ^^^"'^  '^^''^  "*'"■  W  =^^'''>^'^ 

wo  nun  die  Sonderung  der  Variabelen  ausgeführt  ist. 

Verlangt  man  z.  B.  die  Curve,  bei  welcher  das  von  der  Normale 
auf  der  o;- Achse  abgeschnittene  Stück  in  constantem  Verhältnisse  mm 
Radiusrector  steht,  so  hat  man,  wenn  6  die  gegebene  VerhältniBSsahl 
bezeichnet, 
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Die  obige  Substiintion  giebt 

Ar 

-  =  *.   r  =  «  +  «. 

welches  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist,  wenn  ein 
Brennpunkt  zum  Coordinatenanfang  und  die  Hauptachse  zur  ^Achse 
genommen  wird. 


§.  105. 
Substitution  zweier  neuen  Variabelen, 

I.    Eine  ziemlich  allgemeine  und  häufig  vorkommende  Differenz* 
tialgleichung  ist  die  folgende 

1)  ^  +  Xy  +  Xo  =  0. 

worin  X  und  X^  irgendwelche  gegebene  Functionen  von  x  bedeu- 
ten. Die  Substitution  y  =  xt  würde  hier  zu  keinem  Resultate  füh- 
ren, man  versucht  daher  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
sich  y  als  Product  zweier  neuen  Variabelen  u  und  v  denkt.  Setzt 
man  demgemäss 
_.  ^  dy  du   .       dv 

2)  »  =  «*'•  55  =  «'5i +  «5;' 

SO  erhält  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentialgleichung 

Diese  ist  erfüllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  u  undt;  den 
zwei  Bedingungen 

genügen.     Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Sonderung  der 
Variabelen  und  Integration 

—  =  —  Xdx,    J«  =  —  fxdx  +  A, 

oder  wenn  e^  r=.  B  gesetzt  wird, 
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4)  «  =  Be--^""". 

Aus  der  zweiten  GleichoDg  in  Nro.  3)  folgt  unter  Benutzung  des  für 

u  gefundenen  Werthes: 


dv  _        Xo  _        1    ^  ^+A<«* 


:'A. 


5)  v=  Const.  —  i   fxo  e  ^^"^^^  dx. 

Wegen  y  =  uv  ist  nun  nach  4)  und  5),  wenn  B  .  Const.  =  C  ge- 
setzt wird, 

'■Xn     ^       '  ,  =  (a--^-')(c-/z„a^^'"4 

Beispielsweis  suchen  wir  die  Curve,  bei  welcher  das  von  der 
Tangente  auf  der  ^- Achse  abgeschnittene  Stück  =  Vax  —  y  ist. 
Die  Differentialgleichung  lautet  in  diesem  Falle 

oder 


/ 


dy         2  1/« 

es  ist  also  r* 

X    .  Y    X 

Mittelst  der  Formel  6)  erhält  man 

y  =  c»'*(c  +  / \/f  er^^'dx) 

oder  nach  Ausführung  der  Integration  und  wenn  C  =  -r    gesetzt 

wird, 

x^         2  .r— 
y  =  J-jVax. 

Die  betreffende  Curve  ist  übrigens  mittelst  zweier  Parabeln  leicht  zu 
construiren. 

IL    Auf  die  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  die  folgende 

^^  /(ir)  ^  +  X/(ir)  4-  io  -  0 

zurückführen,  worin /(^er)  eine  gegebene  Function  von  e  allein  ttnd 
/^(jer)  ihre  nach^jer  genommene  Derivirte  bedeutet.     Setzt  man  nämlich 
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8)  f{ßs)  =  y  mit\imf{z)dz  =  dy^ 
Bo  erhält  man  die  neue  Gleichung 

ll  +  Xy  +  X.  =  0. 

welche  ganz  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  De«  Integral  von  Nr.  7) 
ist  daher  nach  6)  und  8) 

9)  /(^)===/c"A^'Vc—   r^ie/^'diry 

Zu  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  B«  die  Differen- 
tialgleichung 

was  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 

ms^-^  ^  4-  ^^*"  +  Zo  =  0. 
dx 

Hier  ist/(jer)  =  jp«  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10) 

11)  i^  =  (e-/-^^')  (c  —  y"Zo^^^'<««)- 

Setzt  man  in  Nro.  10)  i»  =  1  —  n  und  lässt  (1  —  n)  X  an  die 
Stelle  von  X,  ebenso  (1  — n)Xo  an  die  von  Xq  treten,  so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

12)  ^^j^Xz  +  X^z-=0 
und  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)  ipi--  =  ^g-a-«)A^*\  je  -.  (1  -  n)fXoe<'-''>f^'^'  da 

Ist  z.  B.  gegeben 

djs    ,    a        i    »  •»        /v 
da?        a? 
80  findet  sich  nach  Nro.  13),  falls  a^  1  ist, 

1  —  a 


jP  = 


c(l— a)a:«  +-  hx* 
und  für  a  =  l 

1 


e  — 


a:(<?  +  b7r) 


Behlömilch,  Analyds.   1.  32 
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§.  106. 
Vom  integrirenden  Factor. 

I.    Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Yariabeleii  zn  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  DiiFeren- 
tialgleichnng  von  der  Form: 
1)  ^(x,y)dx  +  t(x,y)dy  —  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  DifiPerential  einer 
Function  /(a?,  y\  ist  also 

q>{x,y)dx  +  i>{x,y)dy  =^dx  +  ^dy  =  df, 

y^  so  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen,  wenn /fa y)  =  Const. 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
So  z.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 
xdy  -|-  ydx=  0 
auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d(xy)  =  0 
einerlei  und  folglich  xy  =  Const  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten,  so  sind  offen- 
bar zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Criterium  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  lässt,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  vollständiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  man 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grunde 
liegende  Function  /(o;,  y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  zu 
entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  Erör- 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 
(p.dx  -\-  ^.dy 
ist^mit  dem  totalen  Differentiale  von/,  d.  h.  mit 

7^  dx  +  ^  dy 

dx  8y 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 
^   df        '^^T       , 
8^  =  ^'   8^=* 
stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Beziebnng 
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auf  y  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x,  so  entstehen  die 
neuen  Gleichungen: 

dydx        dy'   dxdy~  dx' 
deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  5  in  §.  15);  es  muss  dahetf 

2^  ®2  — £* 

^  dy  ~  dx 

sein,  und  wenn  diese  Bedingirnj^ erfüllt  ist,  so  bildet  (p.dx-^^.dy         ^r 
das  vollständige  Differential  von  /•    Um  die  letztere  Function  zu  be« 

o  ^  1  * 

stimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  —  =  9;  aus  ihr  folgt  j  /) 

wo  sich  die  Integration  auf  o;  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be-      \ 
zieht  und  K  eine  Gonstante  bezeichnet ^^  die  von  x  frei  ist,  demohn-   *    ^ 
geachtet  aber  y  enthalten,  also  eine  Function  von  y  sein  kann.     Sie 
bestimmt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf  ^ 
differenzirt,  wodurch 

entsteht;  dies  muss  mit  ^  einerlei  sein  und  man  hat  daher  Q 


folghch 


K=C+ft.dy-fdyß^dx. 


In  den  früheren  Werth  von/ substituirt,    giebt  dies  die  Integral- 
gleichung/=  0,  nämlich: 

3)  C  +  f(p.dx  +ftl^.dy  ^JdyJ^  dx  =  0, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Va-I' 
nabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differentiid  unter  dem  Integral-U 
zeichen  vorkommt 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differentialgleichung  erfüllt: 

^ixf'+y)dx  +  {!r  +  x)dy=0, 
nämlich : 

82* 
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8y  _     _  8^ 

die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  giebt: 
Jilf.dx  =fQr  +^)äp  =  -f^  +  xy, 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 

'  w  +  1  '  «  +  1 
II.  Es  kann  auch  der  Fall  yorkommen,  dass  eine  Differential- 
gleichung zwar  durch  Differentiation  einer  Gleichung  von  der  Form 
/(rr,  y)  =  Const  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Bedingung 
in  2)  unerfüllt  bleibt.  Stellt  sich  nämlich  das  Differential  der  Glei- 
chung/=  Const  unter  die  Form: 

4)  (<p.dx  +  ilf.dy)x  =  0, 

wo  qp,  ^  und  %  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  wird  roftn 
den  gemeinschaftlichen  FactSr  %  weglassen ,  weil  die  rechte  Seite 
=  0^  X  ^^^^  von  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung (p.dx  -{-  ilf.dy  =  0  bildet  die  linke  Seite' kein  vollständiges 
Differential  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt  Aus 

X 

der  Gleichung  —  ==  Const.  z.  B.  folgt 

^dx^  ^^dy=^^  [jydx^xdy]  =  0, 

oder: 

ydx  —  xdy  =  0; 
in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  DifTeren- 
iial  und  in  der  That  ist  auch 

dy  dx     ' 

in  der  zweiten  Form  dagegen  ist  die  Imke  Seite  durch  Yerlast  des 
gemeinschaftlichen  Factors  -^  zu  einem  unvollständigen  Differential 
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geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.     Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichung 
5)  q>.dx  +  tif.dy  =  0 

vorkommenden  Functionen  der  Bedingung  jr-^  =  r—  nicht    genü- 

oy        ox 

gen,  so  ist  doch  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  -sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  %  finden  lässt, 
nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  ji.  h.  in  ein  voUstän-  I 
dig^R  Differential  übery^reht;  man  kann  nämlich  g? .  ;|r  =  91,  ^ .  3^  =  ^1  I 
•setzen  und  dann  mit  ipi  und  ^1   ebenso  wie  vorhin  mit  q>  und  ^' 
operiren.     Der  Factor  %  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

dy  dx 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird : 

^  ^  dy        ^  dx  ^  \dy       dxj  ^ 

Die  Aufsuchung  des  integrirendeu  Factors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
meistentbeils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem Verfahren;  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speciellen Fällen 
die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann. 

Ist  z.  B.  die  gegebene  Differentialgleichung: 
7)  (Xy  +  Xo)dx  +  dy  =  0, 

wo  X  und  Xq  Functionen  von  x  allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  %  als  Function  von 

dx 
X  allein  denkt,  wodurch  ^—  =  0  und 
dy 


-|i  +  x,  =  o, 

r 

fXäx 

ly=      Xdx, 

v  =  e 

wird.     Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

fXdx  fXdx 

{Xy  +  Xe)e  dx  ^  e        dy  =  0 
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erfüllt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilit&t  (Nro.  2),  wenn 

9>  =  (Zy  +  Zo)e        ,    *=c 
gesetzt  wird;  sugleich  ist: 

/p      fXdx  p        fXdx 

q>.dx=^y  I  Xe         dx -{-    I  XqC        dXf 


'  und  80  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  n        fXdx 

8)  C  +  ye         +    /  ^0^        ^^  =  ö, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  105  gefunden  wurde. 

§.  107. 
Diffbrentialgleichungen  versohiedener  Grade. 

L    Wir  haben  bisher  solche  Differentialgleichungen  erster  Or4- 

nung  behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  y  und  -~ 

dx 

vorkamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten 
Orade,  oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  wexm  dagegen  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  höhere  Potenzen  von  -p  enthält,  so  ist 
sie  von  der  Form 

worin  2^ ,  ^21  * '  *  ^»— i'  ^n  Functionen  von  X  und  y  bezeichnen. 
Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen Differentialgleichung  besteht  darin,  dass  man  die  Gleichung 

in  Beziehung  auf  -r-  als  Unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 
gemeinen n  verschiedene Werthe/1,/3,  •  •  »/n,  sämmtlich Functionen 
von  X  und  ^,  erhält  und  nachher  die  n  Differentialgleichungen 
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einzeln  nach  den  yorigen  Methoden  integrirt.     Nennen  wir 

3)  -qPi{ir,y,  d)  =  0,     (p^ix.y,  C?)  =  0,  •  •  •  9„(a?,y,  (?•)  =  0 

die  Integralgleichungen^  jener  n  Differentialgleichungen ,  so  ist  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung, und  die  allgemeinste  Lösung  entsteht  nun  durch  das  Product 

4)  ^i  {x,  y.  Gl) .  9)3  (a?,  y.C^) 9>«(a?,  y,  C«)  =  0.  y^       L 

Die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  Ci  =  C2  •  •  •  =  C«  =  C  nimmt;  denn  setzt  man 
der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  =  0 
und  giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  G  unter  Anderem 
auch  die  Werthe  Ci,  Cj,  .  .  .  C»  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differentialgleichung: 

Die  beiden  einseinen  daraiu  entspringenden  Differentialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle: 

äy       V«y__      dy       V^_ 
und  die  Integralgleichungen  derselben:        • 

das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

oder,  wenn  Ci  =  ()|  =  C  genommen  wird, 

6)  (V9+  C)«-|  j  =  0. 

II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drücke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil- 
haft,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  X  zu  reduciren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen 
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wobei  -zr-  kiirz  mit  f/  bezeichnet  werden  möge,  und  sie  in  der  neaeo 
dx 

Gestalt  noch  einmal  zu  differenziren. 

Aus  y  =  *(a;,y')  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

*.  ,__d0(x,y^)    ,    d0(x,y')    dt/ 

^^  ^—       dx       "^       dt/      'dx' 

d.  h.  eine  Di£ferentialgleichung   zwischen  den    beiden  Yariabelen  x 

und  ^';  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Form 

/(i^>/»  Q  =  0,  welche  mit  y  =  0(x,^  verbunden  dienen  kann, 

um  durch  Elimination  von  y'  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y 

zu  gelangen. 

Ist  dagegen  die  gegebene  Differentialgleichung  auf  die  Form 

X  =  ^(^i  sO  gebracht,  so  wird 

dy     ^  "^      gy    'dx'^ 

oder,  wenn  man  die  Beziehung 

^  dx        dy    dx        dy 

in  Anwendung  bringt, 

.0,  ,  =  ,25^  +  ,?^.|^. 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  y  und  y,  ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  /(y,  y,  C)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  x  =  ^(y,t/')  die  Variabele  3/  eliminirt, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprüngHehen  JDifferent^^ 

Beispiel.  .  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a  bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welche  yod 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 
wir  X  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes, 
so  muss  das  zwischen  die  Goordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
xy  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differentialgleichung: 


(.y_„Viii'=a, 


oder  auf  y  reducirt: 
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11)  »  =  a:w' 7M. — 

Die  Differentiation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger  He- 
bung von  y': 

12)  0  =  1^-,/    ^  |§^> 
und  daraus  folgt  entweder 

13)  ^  =  0,   oder  x  —  ,^— — =  =  0. 

Die  erste  Gleichung  giebt  ff  =■  G  und  durch  Substitution  inNro.  11): 
y  z=:  Cx  ^  "7==, 

Vi  +  c» 

d.  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  aUe  Tangenten  an 
einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  Geraden 
=  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

,  V   03  —  X8  • 

y  = 1 — , 

mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

y  =  —  (  flS  —  rrs  \i. 


—  ( oä  —  x^\i 


Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 

y  —  Ca?  +  ^j  =  0  und  xß  +  «s  —  «»  =  0. 

III.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differentialgleichung 
auf  die  homogene  Form 

14)  y'-  +  ^^l^)^"''  +  ^«(f)^^""*  +  •••• 

•••+^.-.(J)^+r.(£)  =  « 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwierig- 
keiten.    Es  lieg^  nämlich  sehr  nahe,  —  =  ^  sfti  setzen,  wodurch  die 

Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 

15)  f{y\t)  =  0 

stellt,   die  man  entweder  in  Beziehung  auf  y'  oder,  wenn  dies  um- 
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ständlich  wäre,  nacb  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  y* 
=  (p(t)  oder  *  =  ^(y')  ziim  Resultat  erhält.  Andererseits  ist  we- 
gen y  =  xt: 

dy  dt    ,    .       j        .  dt 

und 

dx  dt 


X   ~f/-t 
^  Hat  man  yf  durch  t  ausgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  f, 

•/     /^    war  aber  t  durchj^^usgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  j/  vor; 
/  in  jedem  Falle  sind  die  Yariabelen  gesondert  und  es  ist 

oder  auch 

^       17)  i»  =  ^_l(y_,)  +  y_M_, 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zw^te  be- 
nutzen, jenachdem  ^  durch  t  oder  t  durch  j/  ausgedrückt  ist.  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  = 
X  (0  +  Const,  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetzen ; 
im  zweiten  Falle  ist  dasErgebniss  von  der  Form  lx  =  x(i/)  -^  Const. 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  y^  aus  der  vorstehenden  und 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  8  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes  durch  die  Gleichung 
s  =  V^2ajy,  oder 

fVl+i/^dx  =  V2^ 

verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung: 

iBx  y  =  xt  findet  sich  hieraas:  ' 

^-      2<-i      •  ^-*-  v^äT-i  • 

die  Gleichung  U,)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 

,  rVäT— 1    ,,       _     ,,,      ^      f       dt 

Ix  =   I  r7=  dt  ^c  C  —  l(l—t\—  I  w=* 


ß) 


X  -■■ 
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Hier  ist  die  noch  übrige  Integration  durch  WegBchaffang  des  Wur- 
zelzeicheDB  (t  =  u^)  leicht  auszuführen  und  giebt : 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  t  ^^  ^    die    Gleichung 
der  Curyes 

wobei  e'^^  =i  c  gesetzt  wurde.     Zur  Construction  der  Curve  würden        J 
übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein. 

Für  ein  aweites  Beispiel  sei  s  =  V  mx^  +  ny\  also  durch  Dif- 
ferentiation 


VT+y«  = 


mx  + 


Vmx'^  +  ny^ 
und  vermöge  der  Substitution  y  z=z  xt 

(m  +  n*0  (1  +  ^%)  =  (n»  +  nty^. 
Diese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  t/  oder  t  zu  reduciren- 
am  einfachsten  wird  die  Sache  für  n  =  1,  man  findet  nämlich 

und  nach  Formel  16)     •     *" 

_     Vm         r      dt 
*""  Vm— 1  7  Vm  +  *« 

K  W— 1 

oder,  wenn  C  =la  gesetzt  wird,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Con- 
stante  bezeichnet 

£  _  /y+Vfnx^:  +  y^\ 
a        \  X  ) 

Es  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y  zu  reduciren;  flir 
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m  =  I  z.  B.,  und  wenn  man  zur  Vweinfachuog  |a  an  die  Stelle  von 
a  treten  lässt,  hat  man 

§.  108. 
Die  singulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen. 

In  dem  Abschnitte  II.  des  vorigen  Paragraphen  begegneten  wir 
der  eigenthümlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differentialgleichung  zwei 
Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willküi*liche  Gonstante 
enthielt,  die  zweite  nicht;  aus 

y  =  xy'  —  —     


folgte  nämlich: 

^  aC  2  %  2 

jf  =  oa;  —  w-  und  auch  res  4.  ys  =  di. 

Da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Gonstante  C  besitzt,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speciellen  Werth  von  C  aus  jenem 
hervorgehen  müsste;  dies  ist  aber  nicht'  der  Fall  und  man  muss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflösung 
einer  Differentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammen- 
hängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 
I.  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

1)  f(x,y,y')  =  0, 

und  ihr  allgemeines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetzt  werden, 
nämUcE  "" 

2)  F(x,y,G)  =  0; 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Gleichung  als  Gleichung  deijenigen 
Curve  denken,  von  welcher  jeder  Punkt  die  durch  Nro.  1)  bestimmte 
Eigenschaft  besitzt.  Die  Gleichung  2)  charakterisirt  aber  nicht  eine 
einzelne  Gurve,  sondern  vielmehr  eine  ganze  Schaar  von  Cnrven, 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  willkürlichen  Gonstanten  C 
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alle  möglichen  Werthe  giebt.  Zwei  aufeinander  folgende  individuelle 
Curven  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

F{x,  y,  k)  =  0,    F(x,  y,1c-\-dh)  =  0 

oder  auch  durch  die  daraus  folgenden  Gleichungen 

3)  ri.,y,k)=:0,^J:^  =  0 

darstellen,  und  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Curve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch  • 
dem  Durchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  falls  ein  solcher  ezistirt; 
sie  gilt  endlich  auch  f&r  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
je  zweier  Nachbarcurven,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  k  alle 
möglichen  Werthe  giebt.  Nach  §.29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
chung 1)  die  Curve  F(Xyy,k)  =  0  genügt,  so  genügt  jener  Glei- 
chung auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
rung  des  k  entspricht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
also  noch  ein  singuläres,  wenn  man  k  aus  den  Gleichungen  3) ,  oder 
C  aus  den  Gleichungen 

4)  F(..y.O  =  0,    ^^^  =  0 

eliminirt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singulare  Lösung 
nicht  nothwendig  zu  existiren ;  sie  wird  fehlen,  wenn  jene  Sehaar  von 
Curven  keine  Einhüllende  besitzt. 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulären  Integrales 
lässt  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
differenziren  und  naehher  aus  den  Gleichungen 

dF       dF       dF  dv 

5)  JP  =  Ound^  =  |^+|^^  =  0 
^  dx        dx        dy  dx 

die  willkürliche  Constante  C  eliminiren,  weil  C  nicht  in  Nro.  1)  vor- 
kommt. Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so,  das's  man 
die  Gleichung  F  =  0  nach  C  auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
die  zweite  Gleichung  einsetzt.  Bei  der  Auflösung  von  F  =  0  er- 
scheint aber  ein  Resultat  von  der  Form  C  =  (p(x,y)  und  daher  isl 
im  Allgemeinen  C  als  Function  von  o?  und  ^anzusehen;  beachtet  man 
dies  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  JP  =  0,  so  hat  man  voll« 
ständiger 

dF_dF^dFdyydFdO 
^^  dx~  dx^  dy  dx'^  dC  dx' 

Die  Elimination  von  G  aus  F  =  0  und  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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EU  demselben  Resultate  (Nr.  1)  fübren  wie  die  Elimination  Yon  C 
aus  den  Gleichungen  5) ,  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  zweiten 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h.  wenn 

dJP    dC       . 
WCdx-^ 

dC 
ist     Dazu  gehört  entweder  —-  =  0  d.h.  C=  Gonsi.,  wodurch  man 

dx 

auf  das  Integral  2)  zurückkommt,  oder 

. "    ^        11= ». 

und  wenn  sich  hieraus  für  C  eine  Function  von  X  und  y  findet,  bo 
giebt  deren  Substitution  in  ^^  =  0  eine  neue  Gleichung,  welche  ohne 
willkürliche  Constante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  singnläres 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen,  dass 
•  eine  Differentialgleichung  nichtjtnehr  als  zwei  Integrale  haben  kann, 
von  denen  eines  das  allgemeine^  und  das  andere  das  singulare  ist 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  krmnme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse  ab« 
schneidet,  und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Differential- 
gleichung der  Curve  lautet: 

8)  yVTTV'  =  ya(x  +  yy')i 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  anter 
Nro  II.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheilhaftesten, 
auf  X  zu  reduciren,  weil  die  Entwickelung'  von  y  eine  quadratische 
Gleichung  geben  würde.     Man  hat  nun 

9)  y'(l+y'')-ayf/  =  ax, 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen 

^  =  i/  ^  =  ti'  ^' 

dx       ^'         dx        ^  dy 

Gebrauch  macht, 

(2»»'-a)jyy'^  +  (i+Sf'*)j=0. 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden: 

10)  yy^  =  -(i+y'»),      2^^  =  «, 
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welche  durch  TreDnung  der  Yariabelen  iniegrirt  werden  können.  Die 
erste  Gleichung  gxebt 

r  rfdif  Pdf 

oder  IUI  +y'«)  =  —  ly-l-  Consta  d.  L  wenn  Const.  =  Ih  gesetzt 
wird, 

das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  vorstehenden  Werthe  in  die 
Gleichung  9)  substituirt  werden, 

oder  für  h^  =  ac,  wo  nun  c  die  willkürliche  Constante  bezeichnet, 

11)  (x— c)«  +  y«  =  ac. 

Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  j/  =  — ,  und  durch  Sub- 
stitution in  Nr.  9) 

12)  y«  —  aa?  =  \aK 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singuläres,  wel- 
ches man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann,  in- 
dem man 

F(x,y,c)  =  (aj  — c)«-f-  y«  —  ac  =  0 
setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

VC 

eliminirt ;  die  letztere  Gleichung  giebt  c  =  x-\-\a,  und  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt: 

was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  aul  der  Ab- 
scissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass,  wenn  c  der  Abstand  eines  Gentrums  vom  Coordinatenanfange 
ist,  yac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirten  Parabel  ein- 
gehüllt. 

IL  Im  Vorigen  haben  wir  immer  da^  singulare  Integral  aus  dem 
allgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
dasselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  1)  ent- 
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wickelt  werden  kann.  Der  Anfechaulicfakeit  wegen  betrachten  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  einhüllende  Gurve  existiren  soll,  so  müssen 
^tx^  die  beiden  Curven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  von  Cin  Nro.  2) 
l  /Sl,  «ötsprechcn,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  xy  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Curve  lässt  sich  demnach 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Curve  derselben  Art  ansehen, 
welche  zu  einem  anderen  Werthe  von  G  gehört.  Der  Winkel,  unter 
dem  sich  beide  Curven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangenten;  esniüssen  also  am  Punkte  a;^  wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  verschiedene  Tangenten  vorhanden  sein,  d.  h.  es  mnss 
tanr=zp'  mindestens  zwei  verschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braucht 
man  nicht  aus  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  sie  di- 
rectaus  der  gegebenen  Differentialgleichung /(ä;,y,y')  =  0>  indem  man 
diese  nach  f/  auflöst.  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenblicklich, 
däsaeine  singulare  Lösung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegebene 
)ifferentialjyrleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist.  Nennen  wir 

f/  =  9>(a?.y),        i/  —  *(a?,y),        ^  =  t{x,y\  .  .  . 
oder  kurz  (Pt'ilfiX  ^^'  ^^  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nach  dem 
Fundamentalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  f/  folgt  hieraus 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite  weder  für  f/  =  q>  noch  för 
y'  =  if  etc.,  falls  (p,  ^,  %  etc.  von  einander  verschieden  sind.  Andere 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  xy  auf  der  einhüllenden  Curve  liegt 
Er  gehört  dann  drei  Curven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  C  md 
C  -^  dC  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Curve  selber 
ist;  für  alle  drei  hat  j/  einen  und  denselben  Werth,  folglich  müssen 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  y,  ^,  %  etc.  einander  gleich  werden. 
Für  V'  =  9  erhält  man  aber 

f=(l/-7>)H!/-X) 

g=^(2/'-9)[2(3/-;c)-+(j/-9>)-  +  -] 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  y^  =:  q>  genommen 
wird.  Wenn  demnach  eine  singulare  Auflösung  vorhanden  sein  soU, 
80  müssen  die  Gleichungen 

jK^^y^y)  =  0,       — ^-j —  =  0 
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zusammen  bestehen,  und  daraus  ergiebt  sich  das  gesuchte  singulare 
Integral  durch  Elimination  von  j/. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Differentialgleichung 


y^($-y^)  =  «*' 


deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieselbe  mittelst  der  Substitution  y^  z=i  jg 
homogen  machen  und  als  allgemeines  Integral  finden 

ac        e^ 
woraus  als  singnläres  Integral  folgt 

Will  man  dagegen  das  letztere  allein  haben,. so  eliminirt  man  y^  aus 
den  beiden  Gleichungen 

f=yil/2^lJ.  +  a«  =  0, 
und  erhält  wie  oben  y^  =  Aa^xK 


§.  109. 
Integration  durch  Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differentialgleichungen  .zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
kür nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  ^Fällen  mit  Sicherheit 
zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  führen. 
Will  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
wendung aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
deren Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  be- 
steht, dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und  ver- 
sucht wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt.  Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differentialgleichung  mit  solchen  Differentialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind; 

'*BohlOmlloh,  Amdyais.  I.  33 
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es  ist  dann  immer  zu  erwarten,  dass  auch  das  Integral  ungefähr  die- 
selbe Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirecte  Verfahren  ist  z.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung : 


V  1  4.  aa;«  +  Ix^       V  1  +  ay«  +  ly^ 
In  welcher  zwar  die  Variabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aW 
gleichwohl  umständlich  werden  würde.     Um   eine  Andeutung  über 
die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  spe- 
ciellen  Fall : 
/*x  dx         ,  dy 

hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 

3)  armnx  +  aresin  y  =  Gonst* 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber  in 
der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  nämlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  fi  dessen  Sinus,  so  kann  Gonst.  =  arcHnfi 
gesetzt  werden ,  wo  ft  die  neue  willkürliche  Constante  bezeichnet 
Statt  der  Gleichung  aresin  x  +  aresin  y  =  aresin  (i  lässt  sich 
schreiben 

sin  (aresin X  +  aresin y)  =  f*, 
wo  man  linker  Hand   die  bekannte  Formel    für  sin  (u-\-v)  m  An- 
wendung bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  x,  cösw  =  Vi  —^'t 
sinv  =  y,  eosv  =  y  1  —  y^  berücksichtigen  muss.     Das  gesuchte 
Integral  ist  demnach 

4)  xVl  —  y^  -f  yVl  —x^  =  (i. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  jn  Beziehung  auf  x  und 
y,  dargestellt  sehen,* so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerkstelligt  werden;  es  ist: 

^2  =  aj2  -f  2^2  —  2  x^y^  +  2xy  Vi  —  x^  V 1  —  y«, 

5)  ^2  _  (x^  +  y2)  =z2xy  {V  1  —  a;2  Vi  —  y«  —  xy]. 
Ferner  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

i  —  ^«  =  (1— aj2)(l^y2)  — 2a;yVl  —  x^  V  1  —  y^  +  a^V, 
wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 


Vi  —  ^2  d=  Vi  —  a?2  Vi  —  y 


2 


xy. 


Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird  leii^ 
tere  rational,  nämlich: 
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«*  +  y"  +  2  Vi  —  ii^xy  -.  ^2  _  0, 
oder  für  ft»  =  -T- 

6)  Hi^^  +  y')  +  2V^r^xy  -1=0. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
ziehung auf  X  und  y  rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Grades. 

Kehren  wir  nun  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symmetrische 
Function  vierten  Grades  sein  werde,  also  Yon  der  Form: 

7)  f(x,y)  =  Äx^y^  +  B(x^ +  y^)  +  2Cxy  ^  1  =  0, 
worin  die  Coefficienten  Ä^  B,  G  vor  der  Hand  noch  unhestimmt 
hleiben  mögen.  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der 
Differentialgleichung  genügt,  geben  wir/(aj,j^)  die  beiden  Gestalten: 
/  =  (Ay^  +  B)x^  +  2  Cy.x  +  (By^  —  1)  =  Ta;«  +  2  YiX  +  Fa,* 
f={Ax^-\-B)y^  +2Ca:.y  +  (^a:2— l)  =  Zy2^2Xiy  +  Z2, 
worin  Z,  Fl,  Fs,  X,  Xu  X^  zur  Abkürzung  dienen,  und  entwickeln 
die  beiden  partiellen  Differentialquotienten 

Substituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  f(x,y)  =  0  folgende 
Differentialgleich  ung 


so 


wird 


dx        ^  dy  ^ 
(Tx  +  r,)  dx  +  iXy  +  Xi)dy  =  0. 


dx  dy 

^)  Zy  +  Xx  +  Fo?  +  Fl  =  ^- 

Die  zweiteT'orm/=  Xy^  +  2Xiy  +  Xa  =  0  giebt  ferner,  wenn 
man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt, 

Xy  +  Xi  =  Yx^^  -  XX2 
ebenso  die  erste  Form 

Tx  +  Ti  =  Yy,^  -  YY^ 
und  indem  man  diese  Werthe  in  Nro  8)  substituirt,  erhält  man 

9)  iii  4-  ^.  ^  =  0 

^  VXi«  —  XX2        V  Fl«  —  FF2 

33* 
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als  die  DififerentialgleichuDg,  welcher  die  in  Nro  7)  gemachte  Annalime 
genügt  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ursprüng- 
lichen Differentialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1)  und  9)  iden- 
tisch wären.  Vermöge  der  Werthe  von  Z,  Xi,  Xj,  F,  T^  T^  hat 
man  statt  Nro.  9)  zu  setzen 

woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Di£ferentialgleichung 
10).  ,,  ^^  +,,  ^^  =0 

folgende  Bedingungen  hervorgehen: 
y         11)  ^  —  5»  4-  ^2  =  5a,     ^  =  —  K 

,  Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  hestimmen ,  etwa  Ä  =  —  l, 
C  =  V  B^  -\-  Ba-^-hy  der  dritte  (B)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.     Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung 
12)  Äx^y^  +  B(x^  +  y^)  +  2  Gxy  --  1  =  0 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung    10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefficienten  A,  B^  G  den  in  11)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.  B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  G  reell  wird. 
^_^^^^^  Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form 

des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem  Wege. 
Sei  1  -^  ax^  -j-  ^^*  =  /(^)»  so  hat  man  nach  dem  Früheren 

oder  amgekehrt 

Vermöge  der  Werthe  von  X,  Xi ,  T,  Ti  findet  man  hieraos  sehr 
leicht 

d.  i.,  wenn  man  nach  Nr.  12)  1  —  Äx^y^  für  B(x^  +  y^)  +  2Cx!i 
schreibt. 
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oder  endlich,  weil  A  =  —  h  und  B  eine  heliehige  Gonstanie  war, 

13)  l}m+im  :^  Const. 

1  —  bx^y^ 

Diese  Integralgleichung  ist  für  die  Differentialgleichung  10)  dasselbe, 
was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  2); 
in  der  That  werden  beide  füra=  —  1,6  =  0  identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der  Integration   durch  Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

dx dy 

Voo+ai  x+a^  a?^+a3  x^+a^x^  Yao+a^  y+Oj  y^+ßa  3/^+ö4  y^ ' 
und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  Entwicke- 
lungen  zu  weitl&ufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  konnten. 


§.  110. 
Integration  durch  Beihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  gründet 
sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  q)(x)  einer 
Differentialgleichung  F(x,y,f/)  =  0  in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laurin  in  Potenzenreiben 
verwandelbare  Function  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  muss,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Reihe  zu 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für  (p  (x)  existirt, 

1)        9,(a:)  =  9,(a^)  +  ^(:ro)i=^  +  9'"(a%)^^f^*  + 

wo  Xo  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x  bezeichnet  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F{x,ytt/)  auf  ^  =  q>'(x)  reducirt,  in- 
dem wir 

yr  =  (p'(x)=Mx,y) 

setzen,  so  führt  die  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  zu  Aus- 
drücken von  folgender  Form: 
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q>''{x)=Mx,y\  <'(a?)=/3(Ä,y)  U.8.  w.; 

f Or  o;  =  a?o  werden  diese  Gleichungen  zu 

2)  qf(xQ)  =fi{xo,yo),         (p^M  =f^(xo,yo)  u.  s.  w., 

in  welchen  y^  den  individuellen  Werth  dea  y  bezeichnet,  der  dem 
Werthe  x  =^  Xq  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun 

3)  y  =  3^e  +/i  («0  ,yo)  ^-^Y^  +/2  i^o >yo)     ^"^2 


+fs(^o,yo)^Y72^'^''''' 


und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  Auflosung 

zulässig;  dagegen  wurde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 

dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 
Die  gegebene  Diflerenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  ip'(x)=y'  =  l  +X(2f^x\ 

80  liefert  die  saccessiTe  Differentiation 

ip''{x)  =  f  =  k(3f-l)  =  k^df-x), 
ip'"(x)  =  f  =  A^ö^  -  1)  =  A8(j,-a;) 

U.  8.  W., 

und  {^  X  =  Xo,    y  =  y^, 

y'(^)  =  1  +  A(ye— «o)f 

<(a^)  =  A«(yo-rco) 

U«  S.  W»J 

mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

^1,2.3^  "^^    ^ 

oder  auch 

y  =  x  +  (yo-a^)jl  +1+1,2       "• r 

Die  eingeklammerte   Reihe   convergirt   immer  und  lässt  sich  leicht 
Summiren,  dies  giebt: 

y  =  aj  -f  (yo  — aJo)e*^*~*®^=  ^  +  (yo  — iK6)ß"'**'e*', 
d.  L,  wenn  der  constante  Factor  mit  G  bezeichnet  wird, 
ö)  y  =  x  +  Ce**, 

was  man  auch  direct  leicht  finden  könnte. 
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Statt  der  Taylor'schen  Reihe  henutzt  man  häufig  den  Mac 
Laurin'schen  Satz  (d.  h.  man  setzt  x^  =  0),  ia  welchem  Falle  y 
die  Form  Äq  +  Äi  x  +  Ä^ x^  -\-  etc.  erhält;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  hestimmen,  dass  man 
die  für  y  angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.     Sei  z.  B. 

die  gegebene  Differentialgleichung  und  f(x)  eine  Function  von  der 
Form  ao  4"  ö^i  a?  +  «1  ^*  +  ©^c«»  »^  giebt  die  Annahme  / 

7)  y  =  A  +  Äix  4-  AiX^  +  A^x^  -f  .  .  .  . 
Btatt  der  Gleichung  6)  die  folgende : 

lAi+A^  +  {2A2  +  2AAi)x  +  (SÄ3  +  2AA^  +  ili«)»«  + ... 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  x^^  x^j  x'^  vu  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)  ili=ao--M    4a  =  Köi  — 2öo^  +  24»)  u.  8.  w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A^  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung, dass  die  der  Differentialgleichung  F(a?,j/,y)  =  0  genü- 
gende Function  y  =  g)(x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  Aq  -{-  AiX 
-f-  A^x^  -{-  etc.  verwandelbar  sei ,  es  wird  daher  in  allen  den  Fällen 
tmrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft;.  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  anderen  An- 
nahme.    Ist  z.  B. 

9)  y'  =  2  -  -^ 

'  die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differential- 
gleichung, so  fährt  die  Supposition  y  =  Aq  •{-  AiX  •{-  A2X^  +  etc. 
zu  der  Gleichung 

Ai  4-  2A2X  +  BA^x^  -f...., 

=  2— Äi  —  A^x  —  A^x^  —  ••••^ 

X 

welche  nur  durch  die  Werthe  ii^  =  0,  ili  =  1,  ilj  =  -4$ •  •  ••  =  0 
xa  beMedigen  ist.  Dies  giebt  j^  =  o?,  d.  h.  ein  particuläres  In- 
tegral, weil  keine  willkürliche  Cpustante  vorkommt.    Um  dass  all- 
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gemeine  Integral  zu   finden,    machen  wir  die  allgemeinere  Voraus- 
setzung 

10)  y=  ^Ä^  +ilia^+i  4-^2«"  +  ^H » 

welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

fAilaj^-i+  (/i+  1)  Aixl^  -{-  (^+2)^8a;A*  +  i  ^ 

=  2  —  AxH--^^  u4iiKf*—  A^xf^^^  —  •••• 
y^       Dieser  kann  man  durch  ft  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 

-^  +  42  +  ^A^x  +  2A^x^  +.... 

A        A\ 

=  2  —  -T  —  •- 4.2  —  4.3  a?  —  44a;2 —•••••, 

•  x*         X 

und  es  folgen  daraus  fiir  4] ,  42 ,  Az  etc.  die  Werthe : 

ili  =  0,       42  =  1,      43=44..==0^ 

während  4  unhestimmt  bleibt.     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach 

11)  y  =  ^  +  «. 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe 
unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es»  kann  dabei  ein 
doppelter  Vortheil  gewonnen  werdeft.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dasB  eine  an  sich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Verwandlung  in 
eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coefficienten  liefert,  während  sie, 
als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  complicirt  er- 
scheint.    So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung 

ianx  =  Aix  -f-  AsX^  +  46a?*  +  ••" 

die  Grössen  4i ,  48,  4^, . . ..  von  sehr  verwickelter  Zusammensetzung, 
während  die  Coefficienten  in 

sinx        btx  —  hsX^-\-hiX^  —  ••• 
tanx  =  — 


cosx        ctQ  —  a^x^  -\-  a^x* — •••• 

nach  einem  äussersi^  einfachen.  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  UmstandJ&dass  die  zweite  Form  von  tanx  fär 
alle  x^  die  erste  dagegen  nur  fiif  solche  o;  gilt,  welche  zwischen — \jt 
und  -t"  s^  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eintretende  Ver- 
fahren an  einem  Beispiele  zu, zeigen,  wollen  wir  die  Di£FerentiAl- 
gleichung 
12)  i/-^y9x=Xx 
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behandeln,  welche  den  directen  Methoden  Trotz  bieten  und,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eineKeihe  von  nicht  Übersehharem 
Bildungsgesetze  liefern  würde.  Bezeichnen  wir  mit  (p  (x)  und  ^  (x) 
zwei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen  und  setzen 

so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über 
9>'(^)    ,    q>(x)^'-(p(x)i;'(x)  _ 

t(x)^  i^ixy         -^''' 

und  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  (p(x)  =  ^'(^)  setzen;  wir  er^ 
halten  nämlich: 

^  =  Xx  oder  r(x)  =  Izfix). 

Die  weitere  Annahme 

ijt (x)  =  A^  +  Äi x  +  ÄiX^  +  Ä^ x^  -^" ' •• 
gieht  nun  durch  Suhstitution  in  die  vorige  Gleichung: 

1.2A.  +  2.3AsX  +  3.4^a?»  +  4.6^a;3  +-.•• 

=  A^Xx  4-  AiXx^  +  A^Xx^  H , 

mid  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 
.4a  =  -4.5  =  J^  =  All  •  •  •  =  0, 

A     —      ^       A  A  ^lAo  A  A8     Ao 

^^  -  273^^'         ^  =  273.5.6*        ^'  =  2.3.5.6.8.9'"" 

A  ^     A  Ä  A»  A|  .  ^^      A, 

^  ^  J7i^''         ^'  =  3.4.6.7'        ^»^=  3.4.6.7.9.10'"" 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennnenden  Gesetze  fortschreiten;  Aq 
und  Ai  bleihen  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein: 

^2.3^2.3.5.6^2.3.5.6.8.9^        * 

V  =  X  A -t- 1-  — —  -1-  ••••! 

^3.4^3.4.6.7^3.4.6.7.9.10^        ' 

wo  XJ  und  V  die  Summen  zweier  jederzeit  convergirender  Reihen 
Bind,  80  hahen  wir 

^(a;)  =  i4oCr  -{-  AiV 

iif\x)=  Aoif  -^  Äi  r 

und  der  Werth  von  y  =  g) (x) :  ij; (x)  =  i^'(x):if(x)  ist: 
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^  ~  Aoü  +  ÄiV 
oder  endlicb,  wenn  der  Quotient  Ai :  ^  mit  C  beaseichnet  wird, 

,Ä\  v  +  er 

^  "^         ü  +  GV 

Auf  die  allgemeinere  sogenannte  Ricoati'sclie  Gleichung 
y  -f  aar*  =  5«'* 
l&88t  sich  dasselbe  Verfahren  mit  gleichem  Kutzen  anwenden. 
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Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 
zwei  Variabelen. 

§.  111. 
DifTerentialgleichiingen  zweiter  Ordnung;  einfachste  Formen. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen X  und  y  hat  im  Allgemeinen  die  Form : 

')  <-'■'£ '2) =»■ 

oder,  auf  den  zweiten  Differentialquotienten  reducirt, 

und  die  Alffgabe  ist  wie  früher,  y  als  Function  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nämlich  x  und  y  als  rechtwink- 
lige Coordinaten  eines  Curvenpunktes ,  mithin  -r^  als    die  Tangente 

üx 

des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  ds  mit  der  Abscissenachse 

d^y 

bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung  ^-^  einen 

dy 
bestimmten  Werth  erhält,  sobald  x,  y^  und  -^  gegeben  sind;   die 

ax 

Constraction  der  fraglichen  Gnrve  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 
Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  x^yo  ftUB,  wähle  den  ent- 
sprechenden Werth  von  —  z=z  y^  gleichfaUs  willkürlich,  etwa  =  y©'?    j      '^^    { 
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und  berechne  den   zugehörigen  Werth  von  —-  =-  if\  welcher  ^o" 

heifisen  möge ;  ist  nun  y  =  (p(x)  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve, 
80  gelten  lür  unendlich  kleine  ö  die  Beziehungen 
q>(x  +  S)  —  <p(x) 


d 
q)(x  +  2d)  —  2(p(x  +  d)-\-(p(x) 
d2 


oder 


ip(x+S)  =  (p(x)  +  S(p'(x), 
>(ic-f  2Ä)  =  2(p(x  +  S)  —  q>  (x)  +  Slq>"  (x) 
und  sie  dienen,  um  aus  fp(x)f  9>'(aj),  9"(^)  der  Reihe  nach  9(0: +  5) 
und  9?  (a?  -|-  2  Ä)  abzuleiten.  In  unserem  Falle  sind  für  x  ^=  Xq  jene 
Werthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem  Punkte  Xq^q 
ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte  Xiyi  und  X2y2 
bestimmen  und  zwar  sind  die  Abscissen  derselben: 

a?i  =  iCo  +  ^>        iCg  =  a?o  +  2  S, 
und  die  Ordinaten: 

I  Betrachtet  man  jetzt  x^y^  als  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  XsPs,  x^y^  bestimmen  u.  s.  w.  Man  er- 
sieht aus  dieser  Construction,  dass  die  gegebene  Differentialgleichung 
das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von  gleich- 
artigen Curven  enthält ;  sie  bestimmt  jede  dieser  Curven  vollständig, 
sobald  ein  Punkt  Xoyo  der  letzteren  und  die  Bichtung  (ier  Tangente" 
m  diesem  Punkte,  d.  h.  yo  gegeben  oder  willkürlich  angenommen 
ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  zwei  Grössen  in  der  Bestimmung  von 
y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationsconstanten.  Dies  ist  auch 
analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Gleichimg  zwischen  x,  y^  y\  y' 
würde  durch  einmalige  Integration  zu  einer  Gleichung  zwischen  o?,  y,  y', 
d.  h.  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  werden,  welche 
nach  den  früheren  Methoden  zu  intogriren  ist ;  auf  jeden  Fall  bedarf 
es  im  Ganzen  zweier  Integrationen,  deren  jede  eine  willkürliche  Con- 
staute  mit  sich  bringt,  und  demnach  muss  das  gesuchte  y  von  der 
Form   (p(x,G,Ci)  sein'").     Diese   Bemerkung    deutet  zugleich    den 


*)  Eine  Ausnahme  erleidet  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle,  wo 
man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrals  das  singulare  Integral  nimmt.    In  jedem  speciellen 
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Weg  an,  der  bei  der  Integration  der  DifPerentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  meistentheilB  eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den 
nachherigen  Beispielen  sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differential- 
gleichung 2)y  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
führbar ist. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro  2)  enthalte  x  allein 
sei  kurz  f(x)  =  X,  mithin 

Die  Gleichung  ist  identisch  mit  --^^  =  X,  woraus 

I 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht 

y  =  jdx  fxdx  +  Cx  +  Gl. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theilweiser  Integration 

jxXdx  =  X  jXdx  —  fdxfxdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  =  x  fxdx  —  ixXdx  +  Ca?  +  d. 

Zweite  Form.  Der  zweite  Differentialquotient  von  y  sei  als 
Function  von  y  allein  gegeben,  nämlich, 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck 

^  _  ^'   d^  _  ^'  , 
dx        dy   dx        dy 
eintreten  l%S8,en,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  singulären  Integrale  der  Differential- 
gleichung ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei 
der  betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  sin- 
gulären Integralen  keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y  -j-  z=z  Y  oder  y  dy  =  Tay 

die  Yariabelen  gesondert.     Das  erste  Integral  der  Gleichung  5)  ist 
daher 

1/2  =  Const.  +  fYdy  oder  y  =V C  +  2fYdy. 

Vermöge  des  Werthes  von  y  erhält  man  daraus 

V  0  +  2  fYdy 
und  durch  nochmalige  Integration 

6)  x=},-Jl- +  C.. 

J  YG-lr2fYdy 

Ein  für  spätere  Untersuchungen  nicht  unwichtiges  Beispiel  hil- 
det  die  Differentialgleichung 

')  S  =  "^- 

Hier  ist  2fYdy  =  Tc^yS  mithin  das  vollständige  Integral 

"^    «=/7cfei  +  '^'  =  ^<*^  +  ^^^+*^  +  ^'' 

um  auf  y  zu  reduciren,  bilde  man  daraus  die  Gleichung: 

e*<*-^i>  —lcy  =  VC-\-h^y\ 
und  quadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht 

d,  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Factoren 

setzt,  wo  nun  A  und  B  ebenso,  willkürliche  Constanten  wie  früher 

C  und  Gl  sind, 

8)  y  =  A^^  +  5e-*'. 

Ist  dagegen  die  Differentialgleichung  gegeben 


'V:^--ik 


,/  +  Ol  =  -r-  aresin  t-X^  -f  Cj, 


so  erhält  man  2 fYdy  =  —  Ä*3^*;  ferner 
und  umgekehrt 
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y  =  — jT-  stnh(x — Ci), 

oder,  wenn  man  auflöst  und  die  Constanten  ändert, 

10)  y  =  Aicoskx  +  BiSinhx. 

Dieses  Hesoltat  hätte  sich  ührigens  aus  dem  vorigen  dadurch  herleiten 

lassen,  dass  man  Je  V^ —  1  =  ki  an  die  Stelle  von  k  treten  Hess,  die 

Gleichung 

el***  =  coskx  +  isinkx 

henutzte  und  zuletzt  A  ■}-  B  =  Aii  (Ä  —  B)  i  =  Bi  setzte*). 

Dritte  Form.  Die  Differentialgleichung  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
also 

In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Yariabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich 


*)  Auf  das  oben  entwickelte  Integral  der  Differentialgleichung 

laset  sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Glei- 
chung 

^^:=ay  +  bx+c 

zurückführen.    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt: 

y  =  oy  +  6a:  +  c 
und  differenzirt  zweimal,  so  wird: 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei 
positiven  a  =  -\-  kh 

y  ==  Äi*'  +  JBc-»', 
und  bei  negativen  a  =  —  k^i 

y  =  Ai  coskx  +  Bi  sinkx. 

Andererseits  folgt  aus  y"  =  oy  +  6a?  +■  c  umgekehrt: 

«''  —  6«  —  c 
y^y ^ , 

und  indem  man  den  Werth  von  y"  substituirt,  ergiebt  sich  y,  —  Wäre 
die  Gleichung  allgemeiner  y"  z=:  ay  -{-  V  i^)}  so  würde  dieser  Kunstgriff 
nichts' helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches 
in  §.  113  auseinandergesetzt  ist. 
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Um  femer  y  zu  finden,  hat  man 

13)        dt,  =  ^dx  =  y'0-y  folglich  y  =  f^  +  C 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  gehen  x  und  y  ausgedrückt 
durch  die  dritte  Yariahele  i/;  eliminirt  man  diese  aus  heiden  Glei- 
chungen, so  hleiht  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  C,  G\  ührig,  welche 
das  allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  führt  z.B.  das  geometri- 
sche Prohlem:  aus  einer  gegehenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser Q  eines  Curvenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Winkel 
r,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinatenachse 
bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ab- 
zuleiten.    Ist  nämlich  Q  =  F(t)   die  gegebene  Beziehung,  so  hat 

s 
wegen  tanz  =  y'  und  9  ==  (1  +3/^)^  :y 


^    y     ■  =  F(arctant/X 


oder  umgekehrt: 


.  ^  (1  +  ^4 

^         F(arctani/y 
mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 

(arctany*) 


d!/  +  C, 


(1  +  y'4 


(1  4.  y*»)» 

Betrachtet  man  nicht  y',  sondern  arctanf/  =  r  als  unabhängige  Ya- 
riahele, setzt  also  ^  =  tanzy  so  gewinnen  die  obigen  GleichungöD 
die  symmetrische  Gestalt: 


14) 


X  =  J  F(t)co$tdt  +  Ä^ 
y  =  I  F(t)sinTdv  +  -^i 


und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  r  eliminiren. 
Für  Q  =  ksect  z.  B.  ergiebt  sich  a?  =  Ar  +  ^,  y  =  klsecx  +  P 
oder: 
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p  -^  B  =  klsee  — ; — 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  ist:  die  Gleichung  einer  Curve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  finden,  wenn  der  von  einem  festen  Punkte 
ab  gerechnete  Bogen  s  eine  gegebene  Function  des  Winkels  r  sein 
soll,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  o;- Achse 
einschliesst.     Aas  der  gegebenen  Gleichung  6  =  ^(t)  folgt  hier 

P  =  5^  =  «^'^"^^^ 

mithin  ist  die  Sache  virie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F  durch 
9'  ersetzt,  nämlich 


15) 


%•=.  l  q>'(t)  cost  dv  -f  Ai 
y  =  I  tp'{t)sinzdt  +  Ä 


Beispielsweise  erhält  man  für  a  =  4%cosvt 
""""^        a?  —  -A  =  Jfc(2r  —  «tw2r),    y  —  5  =  —  Tccosit^ 
und  wenn  man  2r  =  ii>,  a?  —  ^  =  |,  J5  —  y  =^  ^1  setzt,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  daas  die  gesuchte  Curve  eine  Cy- 
cloide  mit  h  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist 


^j 


'y^B  r  —  fc:(2T--^-L-r) 


§.  112. 

Fortsetzung  und  Schluss. 

Vierte  Form.     In  der   Differentialgleichung  mögen  nur  x^ 

dy  d^y 

-f-  und  -r^  vorkommen,  sie  sei  also: 

dx  dx^ 

Qiebt  man  ihr  die  Gestidt 

2)  g=/(*.yO, 

Bo  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x  und  ^  und  ist  in  Bezie- 
himg auf  y^  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  man  findet 
daraus  1/  und  zwar  in  der  Form 

SchlOmilch,  AnalTsis.  t. 


34 
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8)  y'  =  -^  =  <p(x)^  mithin  y  =  I  q)(x)dx+  Const. 

Dieses  Verfahren  passt  z»  B.  auf  das  geometrische  Problem,  die 
Curve  2U  finden,  in  Welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vorge- 
schriebene Function  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  q  =  ^(a;) 
Die  Differentialgleichung  lautet  hieri 

oder,  auf  f/'  reducirt, 

dy>^(l+y)i 

dx  fp(x)    '  — ^^""^ 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Die  Trennung  der  Variabelen  giebt 

'dt/       _    dx    - 
(1+ 3/2)1  ~*(^)* 
Durch  Integration  folgt  hieraus 

wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist;  man  hat  nun  weiter 
dy  X  +  C 

^        dx       V^i_(X+C)2* 
also  bei  nochmaliger  Integration 

X+G 


~J  VT 


{x^cy 


dx  +  Gl. 


x^ 
So  liefert  z.  B.  p  =  —  folgende  Werthe: 
et 

V  a  r Gx  -^  a  ^ 

X  = ,         y=l  w  dx  +  Gi\ 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen  und  giebt  verschie- 
dene Gurven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Constante  der  Einheit 
gleich^  oder  kleiner  oder  grösser  wählt  Im  ersten  Falle  erhält  man 
eine  algebraische  Ourve,  nämlich 


y  =:  1(0^-2«)]/^^ +Q; 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letzten  Fall« 
hängt  sie  von  der  Function  a/rcsin  ab. 
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Fünfte  Form.    Die  gegebene  Differentialgleichung  enthalte 

dy  d^  y 
nur  y,  -r-,  -r-r  nach  dem  Schema 
ax  ax^ 

Lftsst  man,  wie  es  schon  früher  geschah» 

d£_d^dp_^dyr^, 
dx        äy  dx        dp 

An  die  Stelle  von  p"  treten»  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  6e» 
8talt  an: 

and  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei* 
den  Yariabelen  y  und  |/ ;  man  findet  daraus 

6)  »»  =  ^=.9,0,), 

mithin  bei  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration 


J  9>(y) 


,  .  ,  Oonst, 

(y) 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  z.  E.  das  geometrische  Problem 
lösen:  die  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  p  =  ^  (ff). 
Die  Differentialgleichung  lautet  nämlich 

formell  überemstimmend  mit  Nro.  4).    Nadi  dem  angeaeigten  Yeiv 
fahren  wird 

(i  +  y'4       *^*>' 
Bnd  durch  Integration 

WO  T  zur  Abkürzunjj  dient     Der  Werth  von  y'  ist  jetzt 

_  Vi  -  (Y+  C)»  _  dp 
y  —         Y  -^  0         ~  dx^ 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Gurye: 
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Y  +  C 


~J.VT 


dy  4-  Ci. 


Das  Resultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Aufgabe  viel 
Aehnlichkeit;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, da  man  nur  x  mit  y  und  entsprechend  X  mit  Y  zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  ^i  jenes  Yerhalt- 
niss  ist, 

,<l±|2!  =  ,y,-T7r, 

oder 

Die  Substitution  ^  =  ^'  ~-  giebt  bei  Sonderung  der  Yariabelen 
uy 

i+y^      ^  y' 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  (ilh  bezeichnet 
wird, 

endlich: 

x=ht^  /*,/     ^^  +  a. 

Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht ,  däss  die  Curve  für  fi 
^  =  —  1  ein  Kreis,  für  ft  =  +  1  eine  Kettenlimg,  für  ft=  — |  eine 

Cycloide  und  f ür  ft  =  4-  J  eine  Parabel  ist. 

Das  Analogon  zur  vorigen  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den* 
jenigen  Curven,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  in  constantem 
Yerhftltnisse  zur  Polamormale  (P  TT  in  Fig.  26  auf  S.  102)  stehi 
Bezeichnet  wieder  1 :  fA  das  gegebene  YerhältnisSy  so  ist  die  zn  inte- 
grirende  Differentialgleichung 


d 


(r«  +  r^ä 


^  r*  4-  2r'«  —  r/' 
oder 


„  =  Yr^  +  »^' 


Digitized  by  CjOOQ IC 


Cap.  XVIII.    §.  112.    Fortsetzung  und  Schluss.        533 
n-''  ^  (l-/i)r2  +  (2-f4)A 


Die  Subßtitution 


dü~  dr 


giebt 

57  =  (i-f*)p  +  (2-/*)-- 

Diese  Gleichung  ist  homogen;  wir  setzen  daher 

ff 

—  =  tt  oder  r*  =  rw 

r 


woraus  folgt 


Darch  Sonderung  der  Yariabelen  und  Integration  findet  sich 

1  +  tt«  =  Cr»-»/* 
d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  u 

'  + Vi  Q' ="''-'• 

Nach  wiederholter  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration  folgt 

dr 


f: 


=  ö-r, 


rVCr^-^f*  —  1 
worin  y  die  willkürliche  Constante  bedeutet.  Mit  Hülfe  der  Substi- 
tution Cr^"^/*  =  1  -|-  t;»  ist  die  angedeutete  Integration  leicht  aus- 
zuführen; setzt  man  dabei  zur  Abkürzung  [i —  l:=m,  so  erhält  man 

arctanv  =  ö  —  r 

m 

und  schliesslich  als  Polargleichung  der  gesuchten  Gurre 

rm  z=z  a^  cosm  (0  —  y), 
wobei  a*"  für  C  geschrieben  wurde.     Im  Falle  fi  =  2  ist  die  Curve 
ein  Kreis,  für  fi  =  3  eine  Lemniscate,  für  ft  =  |  eine  Cardioide. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind« 
Rechnen  wir  den  Bogen  8  von  einem  Punkte  aus,  dessen  Abscisse  Xq 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1 :  fA  das  Yerhältniss  des  Bogens  zur  Tan- 
gente, so  lautet  die  Bedingungsgleiohung  •* 
* 
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auB  ihr  folgt  durch  Differentiation  und  Reduction  auf  ^ 

y 
und  mittelst  der  fdr  y^'  angegebenen  Substitution 

dy       "-        '^'         tf 
Die  Sonderung  der  Yariabelen  giebt  weiter 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  Integrationsconstantt 
mit  —  (1  — ii)lh  bezeichnet  wird, 

oder: 

Der  Werth  von  ^,  durch  y  ausgedruckt,  ist  demnach: 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 


,=AV(I)"-- 


1+0. 


Die  Integrationsconstanten  a  und  h  bestimmen  sich  im  speciellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s=0  werden  muss,  wenn  x 
gleich  der  Abscisse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Gurre  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  solL  Die  Gleichuig 
der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  fi  =  |  algebraisch  und  zwar: 

(äj  — a)2=  J — —, 

in  allen  übrigen  FUlen  aber  transcendent. 


§.  113. 
Die  linearen  Differentialgleiohiingen  aweiter  Ordnung. 

unter  einer  linearen   Differentialgleichung  versteht    man  wie 
früher  eine  solche,  in  der  sowohl  y    als  die  DifferentialquoUenten 
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dieser  Function  nur  in  der  ersten  Potenz  yorkommen^  demnach  ist 
die  Gleichung 

worin  Xi,  X^  und  X  als  Functionen  von  x  allein  angesehen  werden, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Wir  betrachten  vorläufig  den  speciellen  Fall,  wo  X  =  0  ist; 
die  einfachere  Gleichung 

mag  dann  die  redncirte  Differentialgleichung  heissen. 

Kennt  man   zwei  von   einander  verschiedene  particuläre  Inte- 
grale derselben,  etwa  yi  tmd  Pi,  so  ist  für  diese  gleichzeitig 

und  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constan« 
ten  d,  die  zweite  mit  einer  anderen  willkürlichen  Constanten  G.^ 
multiplicirt,  so  kann  man  die  Summe  beider  Producte  in  folgender 
Form  darstellen 

dF^ +  ^'         ~di 

+  ^2  {CiVi  +  Q,y2)  =  o. 

Der  Vergleich  mit  Nro.  1)  zeigt,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 
2)  y  =  Ciyi  +  02^2 

ebenfalls  die  Differentialgleichung  1)  befriedigt;  er  enthält  aber  zwei 
willkürliche  Gonstanten,  folglich  ist  er  das  allgemeine  Integral  von 
Nro.  1).  Mit  anderen  Worten,  aus  zwei  von  einander  verschiedenen 
particulären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  lässt  sich 
deren  allgemeines  Integral  nach  Formel  2)  zusammensetzen.  —  Diese 
Regel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn  ^2  =  Pi  ist;  dann  wird  nämlich 
^  =  (C,  -|-  Ö2)yii  ^md  da  hier  Gi  -f-  Ci  «i^^o  einzige  willkürliche 
Constante  ausmacht,  so  hat  mau  nur  ein  neues  particuläres  Integral. 
Wie  man  sich  in  solchen  Fällen  helfen  kann,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen* 
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I.    Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

Nach  Analogie  der  Gleichung  7)  in  §.   111  versuchen  wir,  ob  die 

Exponentialgrösse 

4)  y  =  ^', 

worin  A  einen  vorläufig  unbestimmten  constanten  Factor  bedeutet, 

der  Gleichung  3)  genügen   kann.      Die  Substitution  von  4)   in  3) 

giebt  nun 

(Aa  +  aA-f  5)e**  =  0, 
und  diese  Gleichung  ist  für  jedes  x  richtig,  wenn  für  A  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

6)  A2  +  aA  +  b  =  0 

genommen  wird.     Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln   dieser  Glei- 
chung mit  Ai  und  A2,  so  haben  wir  zwei  particuläre  Integrale 

Vi  =  «***,     3/2  =  e^^, 
welche  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind.     Das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  3)  ist  daher 

j  Ai  =|(-a  +  ya»-45),    A3  =  i(- a-V  «2-46). 
Um  den  Ausnahmefall  Ai  =  A3  zu  discutiren,   bezeichnen  wir 
die  Differenz  A^  —  Aj  mit  Ä,  woraus  A9  =  Ai  -|-  fi  folgt,  und  haben 
unter  der  Benutzung  der  Exponentialreihe 

=  e^'KCi  +  Ci)  +  Cidoj  +  \C^SH^  +  •••]; 
setzec  wir  fi«<2b 

Ol  +  ci  =  0.   c^8=  a, 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

00  haben  wir  auch 

7)  y  =  eÄi*(C  +  G'x  +  J  C«ai'-+ 1  (T««»«  +  ...). 

Für  d  =  0  wird  Aj  =  A3  und  wenn  man  den   neuen  Constanten 

,._ \    G  und  (Nirgend  welche  endliche  Werthe  beilegt,  so  werden  zwar  die 

'.^    ^^^  [  früheren  Constanten  Ci  und  C2  unendlich  gross,   aber  dies  hindert 

die  Rechnung  nicht,  da  Ci  und  Ch  jeden  beliebigen  Werth  haben 

können.     Aus  Nro.  7)  folgt  nun  für  3  =  0 
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8)  9  =  ^'iC+axl 

und  dieses  Integral  der  Gleichung  S)  ist  allgemein. 

Wenn  die  quadratische  Hülfsgleichüng  Ö)  zwei  compleze  Wurzeln 
Ai  =  a  +  iß%    A«  =  «  —  iß 
besitzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  6)  iu 

y=  de^'icosßx-^-isinßx)  -f  G^e^'^icosßx  —  isinßx)\ 
(ur  d  +  C2=  Ä  und  i(Ci  —  C3)  =  JB  wird  hieraus 

9)  y  =  e^'(Aco$ßx  +  Bsinßx). 
Damit  sind  alle  möglichen  Fälle  erledigt 

IL    Die  Differentialgleichung 

10)  ^  +  £^  .  1^  =  0 
""^  dx^^  X  dx^  x^^ 

lässt  sich  nach  einem   ähnlichen  Verfahren  integriren.     Setzt  man 
nämlich  versuchsweis 

11)  y  =  xf*, 

so  erhält  man 

und  diese  Gleichung  ist  allgemein  richtig,  wenn  für  ft  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

12)  /i2  +.  (a—l)^  +  Z>  =  0 

genommen  wird.     Nennen  wir  fti  und  fi2  diese  beiden  Wurzeln,  so 
sind  nach  Nro.  11) 

yi  =  x/^i  und  Pi  =  xf** 
zwei  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  10),  mithin  ist 
das  allgemeine  Integral 

13)  y  =  GiXf*i  +■  dxMK 

Um  den  Ausnahmefall  /^i  =  ft^  zu  erörtern,  setzen  wir  wie  frü- 
her f*2  =  (ii  +  d  und  erhalten 
y  =  aJ^i((7i  +  Qe<^'') 
=  xf^^lGi  +  C2  +  C28IX  +  lG2^^lx)^  +  .^q 
oder,  wenn  neue  Constanten  C  und  ff  mittelst  der  Gleichungen 

eingeführt  werden, 

y  =  aj^i[C+(?Zaj  +  |Cdpa?)2 +  ...]•  OS) 

Für  d  =  0  wird  ffi  =  fij  und 
U)  y  =  aa"i(ö+CZa?). 


(L3)'/v.>/i, 

«/  A 

(X 

5'fr^^«, 

*f  Ä-^«  ^ 

n 

/ 

A^-  0^; 

>U/r/.  . 

/^-e 


ig'S'z^'  bj  vLj  Ö  Cfe  fe 


538      Gap.  XVIIL  §.  114.   ZusammenhaDg  z^dschen  deu 
Sind  endlich  fii  und  ftj  complexe  Zahl^i,  etwa 
f*i  =  «  +  ißf    f*8  =  «  -  »/J, 
80  geht  die  Gleichung  18)  über  in 

y=  Giai«[co8(ßlx)  +  isinißlx)]  +  Cl2ixf*[co8(ßlx)  —  i8in(ßlx)l 
oder,  wenn  d  +  Cj  =  -4,  »(Ci  —  ft)  =  J9  gesetzt  wird, 
15)  ff  =  x^lÄco$(ßlx)+B8m(ßlx)l 

§.  114. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  partioulären 
Integralen. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  mögen  pi  und  yi  zwei  von  einan« 
L  S3J  ♦  der  verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  Differential- 
'    "  gleichung 

bezeichnen,  so  dass 

2)  3/=  C,y,  +  Czy, 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt  Da  pi  und  ^2  ^^^  ^°^ 
dieselbe  Gleichung"  1)  befriedigen,  so  läset  sich  erwarten,  dass  zwi- 
schen yi  und  y^  ein  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  wird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege. 

£s  sei  T  eine  bekannte  Function ,  welche  die  Differentialglei- 
chung befriedigt,  d.  h.  ein  particul&res  Integral  derselben,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Y0  habe,  wo  js  der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale ,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  X  ist.  Die  Substitution  y  =  T0  giebt  nun  statt  der  Glei- 
chung 1)  die  folgende 


dx* 

^      dx  dx^ 

d*T 

dx*  ' 

+  x.(r 

de       dT 
dx  "^  dx 

*)  +  JC, 

r«= 

=0, 

oder  in 

anderer  Anordnung 

dx* 

+  (jc,r+2 

dT\de 
dx)  dx 

f 

(d'Y 

^^'dx 

+  x.r) 

«  = 

:0; 

Digitized  by  CjOOQIC 


beiden  particalären  Integralen.  639 

nach  der  gemachten  Yoraassetzung  verschwindet  hier  der  GoeiHcient 
von  e  und  es  bleibi,  wenn  der  Pifierentialquotient  von  g  mit  /  be- 
zeichnet wird, 


r|^  +  (x,r+,lD/  =  o. 


Diese  DifferentialgleichaDg   kann   durch  Sonderung  der  Yariabelen 
leicht  integrirt  werden,  n&mliGh: 

all  /„   1  dT   ,    ^\  ^ 

Iil  =  —  21Y—   fxidx, 
femer  durch  Bückgang  auf  ^  und  e 

d»  —  r>  * 


'  =1%  '~^''"'' 


Setzt  man  nunmehr  Y  und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  particulftren 
Integrale  ^^  und  y^  in  die  Formel  2),  so  ist 

3)  y^rjc^  +  c^/^e-A-'j. 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particul&ren  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist,  wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

und  behufs  der  Auffindung  eines  particulären  Integrales  : 
y  =  ilo  +  Axx  +  A^x^  +  Azx'^  4-  .  .  .  ., 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 
lA  +  (6^3  -f  Ä;2^)  +  (12^  +  ÄMi)« 

X 

+    (20J4  +  *^-42)a?2    +    ..... 

aus  dieser  ergeben  sich  fOr  die  Coefficienten  folgende  Werthe: 
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und  68  ist  daher : 

y  =  A    1  -  7-^^  + 


1.2.3    '    1.2.3.4.5 

Dieser  Ausdruck  lässt  vermuthen,  dass 

Aq  sinhx       ,    .  -    ,       V       sinJcx 

y  =  -7^ und  einfacher  Y  = 

^         k        X  .  X  ' 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  was 

.  sich  in  der  That  bestätigt,  wenn  man  Y  für  y  in  Nro.  4)  substituirt 

Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral: 

oder  endlich,  indem  man  02  =  —  CoA;  setzt: 
.  GQCOshx  +  Gisinkx 

5)  y  = 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

6)  g_(^,+  3)y  =  0. 

«und  hypothetisch: 

y  =  -4o  +  Äix  +  Ä<iX^  4-  Äzx^  + 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Ooefficienten 
-^2,-43,^4  etc.  leicht,  Äq  und  Äi  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

^»      ^  2.3.4      ^2.4.5.6        ^         ) 

+  Ä^  \x  +  lx^+  O  "^^  +  2^:6  '''  +  •'••[• 
Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten  erster  Reihe  nicht  übersieht.     Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe^  der  Diffe- 
rentialgleichung 6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden  \  die 
Formel  3)  giebt  nun : 
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§.  115. 
Die  Variation  der  Constanten. 

Um  die  allgemeine  Differentialgleichung 

^)  ii  +  ^^r.  +  ^^^  =  ^ 

zn  integriren,  gehen  wir  von  der  Yermuthung  aus,  dass  ihr  Integral 
von  ähnlicher  Form  sein  werde  wie  das  Integral  der  reducirten  Dif- 
ferentialgleichung 

wir  versuchen  daher,  ob  die  Gleichung  1)  durch  die  Annahme 
3)      ,  y  =  uiyi'\-  u^y^ 

befriedigt  wird ,  wenn  yi  und  y^  die  beiden  particulären  Integrale 
der  reducirten  Differentialgleichung  2)  und  t^,  u^  zwei  unbekannte 
Functionen  von  x  bezeichnen. 
Aus  Nro.  8)  folgt  zunächst 

,         dui    .         duq 

+  ^1^  +  ^*1^'^ 

dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  Ui  und  tt^  der  Bedingung 
unterworfen  werden;  es  bleibt  nämlich 

^y  _  ,^  ^yi  i  ^,  ^y« 

Wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  y,  y'  und  ^  in  die  Gleichung  1);  dadurch  nimmt  letz- 
tere  die  folgende  Form  an: 

'^  dx    dx   ^  dx    dx        .   *'  _    /\ 
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Der  Yoraussetzung  nach  genügten  ^i  und  y%  der  Differentialgleichaiig 
2),  daher  verschwinden  die  mit  ü^  und  u^  multiplicirten  Glieder,  und 
als  sweite  Bedingung  für  Ui  und  u^  bleibt 

^  dx   dx         dx   dx 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  findet  mant 

dx  dffi  dyi 

oder  kürzer,  wenn  man  den  .Differentialquotienten  einer  gebrochenen 
Function  —  mit  1  =- 1  bezeichnet, 

dui  ^       X  dUi X 

Durch  Integration  folgen  hieraus  die  Werthe  Von  Ui  und  u^, 
nach  Formel  8)  endlich  ist 


6)         p=yi 


K=1"I"K**1 


das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  S^         #\ 

Beispiel  1.     Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung         / 

zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  in  §.  114  betrachteten  identisch  ist, 

so  sind 

coshx      ,  sinkx 

Vi  =  — —  »nd  ya  =  — -— 

X  X 

die  particulären  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 
als  allgemeines  Integral  von  Nro.  ?)• 
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Beispiel  2,     Die  gegebene  Bifierentialgleichung  sei 

mithin  die  entipröchende  redncirte  Gleichung 

^-1^  +  1^  =  0. 
dx2        X  dx       x^  ^ 

Als  particulares  Integral  derselben  findet  man  X  und  als  allge- 
meines CiX  '^  CiXlx^  mithin  ffi  :2^  x^  y^  =  xlx  und  nach  For-^ 
mel  6) 

10) 


1^    -y-     v/jM/fM/)    uiii/UAu    ffi    —    M»!    jf3    •«/•.«/     wiiv*    uflkvu   *-vx- 

y  —  X  ICi  --^  fxXlxdx]  +xlxlc^  +  Txdx]        /^      CJ^^ 


als  allgemeines  Integral  der  Differentialgleichung  9). 

§.  116. 
Homogene  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung« 

Eine  Differentialgleichung   zweiter  Ordnung   wird    homogen 
genannt,  wenn  sie  unter  der  Form 

enthalten  ist,  wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  werden  möge. 

Um  sie  zu  integriren,  benutzen  wir  die  Substitution 

3)  ^  =  f  oder  y  =  xt 

X 

und  erhalten  zunächst  aus  Nr.  1)  mit  Rücksicht  auf  Nr.  2) 

4)  2-—^- 
Einerseits  ist  nun  durch  Differentiation  von  y  =  xt 

5)  dy  =  tdx  +  xdtf 

andererseits  hat  man  (nach  Nr.  2)  dy  =  pdx  mithin  durch  Yer- 
gleichung  beider  Ausdrücke  von  dy 
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6)  lf  =  _ü_. 

X  P    t 

Femer  ergiebt  sicli  ans  der  Gleichung  dp  =  q^dx  durch  Sabstitntion 
des  Werthes  von  g  aus  Nr.  4) 

^          F{p,t)  .         .       dx          dp 
dp  =  — ^^-^  dx    oder    ^— - 


X  X        F(p,t) 

Die  Gleichsetzung  der  beiden  für  —  erhaltenen  Ausdrücke  führt  zu 

folgender,  zwischen  p  und  t  bestehender  Dififerentialgleichung 
7^  dp  _Fip,t) 

^  dt~p--t' 

die  man  auf  irgend  eine  Art  zu  integriren  suchen  muss.     Hierbei 
können  zwei  Fälle  unterschieden  werden. 

Wenn  man  durch  Integration  der  DifPerentialgleichung  7)  zu 
einem  Resultate  von  der  Form 

8)  l'=9'(<)d.i.|^  =  <p(0 

gelangt  ist,  so  hat  man  zufolge  des  in  Nr.  5)  angegebeneu  Werthes 
von  dy 

diese  neue  Differentialgleichung  giebt  durch  Integration 

worin  nach  ausgeführter  Integration  nur  noch  f  =  ~  zu  setzen  ist 

Lässt  sich  das  Integral  der  Differentialgleichung  7)  nicht  in 
der  Form  8),  wohl  aber  in  der  umgekehrten  Form 

10)  t  =  ^{p) 
darstellen,  so  ist  nach  Nr.  6) 

dx  ^  ^'{p)dp  ^  f        1  _  IjZJ^bp 

mithin  durch  Integration  , 

.  '(7)=/f^,-;['-*«i 

woraus  x  als  Function  von  p,  etwa  *        ' 

11)  *  =  Z(P) 
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entnommen  werden  kann.    Ferner  ist  y  =  xt  d.  h. 
12)  y  =  xt(pl 

und  wenn  nun  p  ans  den  Gleichungen  11)  und  12)  eliminirt  wird, 
80  ergiebt  sich  die  gesachte  Integralgleichung. 

Als  beachtenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall  hervorzuheben, 
wo  die  Gleichung  1)  die  Form  hat 

Die  Di£Perentialgleichung  7)    wird   dann   homogen  und   lasst  sich 
mittelst  der  gewöhnlichen  Substitution 

•2.  =  u  oder  p  z=  tu 
t 

integriren.     Man  erhalt  zunächst 

dt  _     (u—  l)du 

<  ~  /(«*)  +  tt  —  u« 

und  durch  Integration  und  Substitution  von  t  =  — 

VW  7  /(«)  +  «  —  «» 

Femer  ist  nach  Nr.  6)  und  dem  Yorigea 

1  (tt  —  l)du 


dx 

1 

dt 

X 

P 

1 

t 

t 

«i—  1    f(u)  +  u  ^  u^ 
und  durch  Integration 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  14),  so  folgt  ^         # 

die  beiden  letzten  Gleichungen,  aus  denen  möglicherweise  u  eliminirt 
werden  kann,  enthalten  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe. 
Beispiel  1.     Die  Differentialgleichung  sei 

>')         »B=«(9'-M+(S)" 

oder 

a^«  —  tp  +  p^ 
^«  = 1 ^5 


Schlömilch,  A&alyHis«  L  35 

I 
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der  Gleichung  7)  entspricht  dann  die  homogene  Differentialgleiobnng 

dt^     p_       * 

~t 

als  deren  Integral  sich  ergiebt 

p  =  t  +  tVC  +  2ttU. 
Nach  Nr.  9)  ist  nun  __^^__  • 

J,^^_     ,  dt VO  +  2alt 


~c)       J  t 


tVC+  2ttlt  <« 

oder  zufolge  des  Wertltes  von  t  and  fOr  Ic  =  —  Oi 

««0«  +  (i)»=  C+-  2ul(t\; 


fahrt  man  statt  der  Constanten  C  und  Ci  zwei  nene  Constantoi  Ä 
and  B  ein  mittelst  der  Oleichnngen 

•^%=s^A.  c,»ir.=,,         ?  ^ 


80  erhält  man  als  Integral  von  Nr.  17) 

18)  Zy  ==  ^  4-  Blx  +  \aQxy. 

Beispiel  2.     Per  DiierentialglM^hnng  17)  ähnlich  aber  etwas 
allgemeiner  ist  die  folgende 

'  "da!«         \x)   ^  ^  X    dx^  \dx)  ' 

deren  Integration  genaa  in  derselben  ^  Wei^  bewirkt  werden  kann 
Im  Fall  ß  -\-  1  von  Null  verschieden  ist,  erhält  man 

20)  ly  =  A  +  Bx^+ß  -  j^  Ix,  /»  ^  -  1. 

für  /8  =  —  1  dagegen  kommt  man  auf  das  vorige  Beispiel  zurficL/ 

Beispiel  3.     Handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Differen- 
tialgleichung 

worin  y  ^  1  sein  möge,  so  hat  man  die  drei  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  der  Ausdruck 

«(1  -  y)  +  id  +  ßy 

positiv,  Null  oder  negativ  ist.      Im  ersten  Falle  sei  zur  Abkürzung 
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A=V«(i-j,)  +  i(l  +  /J)«; 
.  als  Integral  von  Nr.  21)  ergiebt  sich  dann 

22)  y  =  x^^''^^(Ä(K^  +  Ba^^). 
Im  zweiten  Falle  findet  man 

23)  y  =  x^^'^^  (Ä  +  Blx\  A  =  0. 
Im  dritten  Falle  sei  zur  Abkürzung 

H  =  y«(y  -  1)  -  1(1  +  ß)*i 
das. Integral  von  Nr.  21)  ist  dann  folgendes 

24)  p  =  x^^'^^  {Aco8(iilx)  +  Bsiniiilx)]' 

§.  117. 
Nichtlineare  Differentialgleichuiigen  zweiter  Ordnung^. 

Wenn  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  zu  den  in  den  §§.  111,  112,  114  und  116  betrachteten 
Gleichungsformen  gehört,  so  hat  man  nur  wenig  Mittel  zu  ihrer 
Integration.  Das  nächstliegende  ist  offenbar,  durch  Substitution 
neuer  Variabelen  eine  der  früheren  Formen  herbeizuführen;  um  aber 
zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und  eine  möglichst  vortheil- 
hafte  Substitution  rasch  zu  finden ,  kann  man  sich  der  Methode  der 
Variation  der  Gonstanten  bedienen.  Letztere  besteht  immer  darin« 
dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch  Weglassung  eines 
ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  specialisirte  Differentialgleichung 
integrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung 
dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  die  Grössen, 
welche  in  dem  Integrale  der  specialisirten  Differentialgleichung  als 
willkürliche  Constanten  figurirten,  als  unbekannte  Functionen  der 
unabhängigen  Variabelen  ansieht.  Eine  Anwendung  dieses  Ver« 
fahrens  ist  folgende.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

worin^  und  Y  Functionen  von  ^  ttnd  y  allem  bezeichnen  mögen.      ^^^ 
Wäre  die  Differentialgleichung  einfacher 

so  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 

35*  ^----^ 
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548    Cap.  XVni.  §.  117.  Nichtlineare  Difierentialgleicliungen 

woraus  y  selbst  leicht  herzuleiten  ist  Versuchen  wir  nnn,  ob  der  Diffe- 
rentialgleichung genügt  werden  kann,  wenn  man  für  j/ einen  Ausdruck 
von  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integrationsoonstante 
C  eine  neue  Function  g  von  x  treten  lässt.  Mittelst  der  Substitutionen 

verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

ax 
oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 

d£ i£  ^         —fxdx dy 

.,,    dx       dy  dx^  dx 

stattfinden, 

Da  im  Allgemeinen  j/  von  Null  verschieden  ist,  so  muss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differen- 
tialgleichung, deren  Integral  ist 

femer  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

ax 
hier  sind  die  Yariabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 
dem  allgemeinen  Integrale: 

3>  Je^''^^  dy  =  Co    A-'^-^^'rfa:  +  C,l 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe :  die  Gurve  zu  fin- 
den i  in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  Ü  in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Eecktecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Fläche  Ü^  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x  und  der  Subtan- 
gente  t  ist.  Bezeichnen  wir  mit  ft  :  1  das  gegebene  Verhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 
A\  TT  2a;^ 

man  hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  XJ  gerechnet  wird:    * 


a 
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ferner  für  die  Subtangente 

äy_dü  d^ü 
^^'  dx~  dx'dx^' 
nach  Sabstitation  der  für  y  und  t  angegebenen  Werthe  und  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 


dx^  '^  X  dx  ü  \dx)  ~    • 


fdü 


welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt,  wenn  man  sich  ü  für  y 
geschrieben  denkt     Nach  Formel  3)  wird  nun 

wo  die  Fälle  ft  =  |  und  ft^|  zu  unterscheiden  sind«     Der  erste 
Fall  giebt 

lü=Colx  +  Ol,    ü=e^x^; 
femer  durch  Differentiation  und  Aenderung  der  Constanten 

y  =  Kx^, 

also  Parabeln.    Im  zweiten  Falle  wird 

1 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

X 

Die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  ü 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  Xoy^  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B.  f^  =  |,  ii  =  &*, 
^  =  —  h^  la,  so  sind  die  Werthe  von  y,  t  und  U: 


t== 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  f*  =  |;  die 
Fläche  U  ist  hier  von  der  Stelle  x  =  a  aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zu  keiner  der  bisher  untersuchten  Formen,  so  muss  man  zur  Inte- 
gration durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen. 
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§.  118. 
Pifferentialgleichtuigen  höherer  Ordnungen. 

Wenn  es  schon  für  die  Dififerentialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  In- 
tegration etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 

.  .  .  +  Z„_a  ^  +  XnV  =  0, 

worin  Xi,  X2,  •  •  •  Xn  Functionen  von  x  allein  bezeichnen  mögen. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  nter  Ordnung  n  partico. 
l&re  Integrale 

yi,  yu  yz yn, 

so  lässt  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  n&mlich 

y  =   Oi^i    +    02^2    + +    6nyn, 

wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Gleichung  leicht  prüfen 
kann.  Dabei  ist  jedoch  erforderlich ,  dass  jene  n  particul&ren  Inte- 
grale von  einander  verschieden  sind;  im  Gegenfalle  würde  man  nur 
ein  neues  particuläres  Integral  erhalten 

a.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 

worin  Oi,  »2,  •••  a»  constante  Coeffiicienten  bezeichnen  mögen.  Setzt 
man  ^  =  e^^,  indem  unter  X  eine  noch  unbestimmte  Constante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in  die  alge- 
braische Gleichung: 

2)  A«  +aiA«-i  +  ojA«-«  +  ...  +  a„-iA  +  a^  =  0, 

deren  n  Wurzeln  A^,  A2,  *  *  •  A«  heissen  mögen.  Jeder  von  den 
Ausdrücken 

c*»*,    c^*,    e^*,  .  .  .  eK* 
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bildet  ein  particoläres  Integral  der  Gleichung  1);  das  allgemeine 
Integral  derselben  ist  daher: 

3)  y  =  Gi^'  +  Gi^'  H +  Gn^'. 

Die  Formel  3)  bedarf  einer  Modification,  wenn  mehrere  Wur. 
zeln  der  algebraischen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie       ^j 
imaginär  sind.     Wären  s.  B.  die  Wurzeln  Ai,  A^,  A3  gleich,  so  setze 
man  vorerst  A2  =  Ai  -|*  d,  A3  =  Ai  -]-  6  und  entwickele  die  Expo- 
nentialgrössen,  in  denen  d  und  B  vorkommen;  dies  giebtt 

y  =  (Ci  +  C2  +  a,)e^'4-  (Cid  +  C^B)X(^' 

+  a^e*»'  +  G^^'  ^ —  +  aA'; 

unter  dem  ,,etc.'*  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potenzen  von  d  und  B  enthalten«  Setzt  man 
Ol  +  Ci  +  O3  =  C,  Gi8  +  G^B  =  C.  endlich  \{Gt8^  +  fta«) 
(j\  und  lässt  schliesslich  8  und  B  in  Null  übergehen,  so  wird: 


y  =  (C  +  Ca:  +  a'x^)  e*i-  +  C4>'  +  •  •  •  +  C7„e^»-.       ^y^^ 
Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Verfahrens  bei  einer     ' 
grösseren   Anzahl   gleicher   Wurzeln.      Sind    überhaupt    k    gleiche 
Wurzeln 

Aj  =  Aj  =  A3  •  •  •  =  A* 
in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhält  das  allgemeine  Integral 
die  folgende  Gestalt: 
4)         y  =  (0  +  Gx  +  C"aj2  +  •  •  •  +  a*-«ir*-^)e^^* 

Bei  imaginären  Wurzeln  tritt  nur  insofern'  eine  Umänderung 
ein ,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerfällt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginär,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Con« 
stauten  complexe  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 

Der  Versuch  y  z=:  xf^  führt  nämlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 
nten  Grades 
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fi(^—  l)(fi  — 2) (ft  — n  — 1) 

1+  aif*(f*— l)(fi  — 2)  .  .  .  Qt  —  n  — 2) 

^)  1+  a2f*(f*— l)Oi  — 2)  .  .  .0*  — n  — 3) 

/+•••• 

deren  Wurzeln  fii,  f(3,  .  .  .  ft„  heissen  mögen.     Jede  der  Potenzen 

xf*^,  i»"«,  x^«,  .  .  .  a;/"n 
stellt  jetzt  ein  particoläres  Integral  der  Differentialgleichung  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  p  =  Cixf'i  +  Ckxf*^  4-  •  . .  -f  C„a?^»i. 

Für  den  Fall  gleicher  Wurzeln  tritfc  hier  eine  ähnliche  Modi- 
fication  ein,  wie  hei  dem  vorigen  Beispiele.  Enthält  nämlich  die 
Gleichung  6)  die  h  gleichen  Wurzeln 

f*i  =  /^  =  f*8  .  .  .  .  =  ft*, 
so  ist  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  y  =  [C+  Clx  H +  C(*-i)Ga:)*-i]a;^i 

+  Ct+iajA'i+i  +  Ci+aa»"*+«  +  •  •  •  +  C.a;^», 
wie  man  leicht  finden  wird. 

Bei  complexen  Wurzeln  ist  jedes  particuläre  Integral  von  der 
Form  ic^+^Z*  mittelst  der  Formel 

illft^riß  =  a;«e'/»''  =  x^[coB{ßlx)  +  isinißlx)^ 
in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  zu  zerlegen. 


§.  119. 
Die  Variation  der  Constanten. 

I.    Wir  betrachten  noch  die  allgemeinere  Di£Perentialgleichang 

^^  5?  +  ^^  d^^^  +  ^'  5^?^  +  •  •  •  • 

und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  speciellen 
Falle  Z  =  0  integriren  könne.  Nennen  wir  yi,  y^,  ys,  .  •  •  y%  die 
particulären  Integrale  der  reducirten  Diffurentialgleichung 
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80  Ifisst  sich  yermuthen,  dass  das  Integral  yon  Nro.  1)  die  Form 

2)  y  =  thyi  +  «»y»  +  •  •  •  +  ^nVn 

haben  werde,  wo  t<i,  U},  .  .  .  fi„  noch  unbekannte  Functionen  yon  x 
bezeichnen.  Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n  —  l)mal,  setzen 
aber  den  jedesmaligen  zweiten  Theil  des  Differentialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Rechung  giebt:  ^x^ 

^v  <gyi  dux        dy^dUi       ,  ,  ,    .    <?y»i  ^»<n  __  ^ 

dx  dx         dx    dx  dx   dx 

XL  s.  w.; 

da:"-!  —  '^  eia^-i    "*"  ^  cla?--i    "^  '"  ^    "  dfa^-i  ' 

gv  <^~^yi  ^%  I  <^~*ya  <^«a  .       I  ^!Zly?^_o. 

'^  cJa^~«    (ffl?  "^  da?--»    da;  "^         "^  da?»"»    da? 

endlich  bei  nochmaliger  Differentiation: 

da?"  ~  ^  daj»   "^  ^  da;»   "^  ^    "  da;- 

,   d»-!yi  dui        d»-!ya  dt%    ,    ^^^    ,    <^*~*y«  dti, 
■^  da;»-*    da?  "^  da;»-!    ja;  '^  '*'  "^  da;»-*    dx  ' 

wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die  . 

Differentialgleichung    7)    zu    erfüllen    ist.      Nach    Substitution    der  '    / 

dy    d'v  d»w 

Werthe  yon  y,  -j^ ,  -=-^  i  •  •  •  5^  «nd  mit  Beachtung  des  ümstan- 

des,  dass  jede  der  Functionen  yn  y2i  •  •  •  y»  der  reducirten  Oleichung 
1)  genügt,  yerwandelt  sich  die  Differentialgleichung  1)  in 

^"^Vi  d%ki        d^^^Pt  dih    I  d^-^y   dUn  _  ^ 

dixf-^    dx  "^  ds^-^   dx  "^         '^  dx""-^    dx 
Mit  den  Gleichungen  3),  4),  5)  etc.  zusammen  hat  man  jetzt 
zwischen  den  n  Unbekannten 

dui     du-i     duz  dUn 

dx'   dx'   dx'***  dx 
die  folgenden  n  Beziehungen: 
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dyidihd^dtt,^     dpn    dUn    _^ 
dx    dx         dx   dx  "^    dx     dx 

d^Pi  dui        d^  t^  A, I  ^!^  ^  =  0 

dx^   dx  "^  dx^   dx  "^  '  *  "  ^    dx^    dx 

<ft-»yi  dui    .    e^-'ya  dUj        .  d^~^Pn  dUn  _ 

dx^-^    dx   "^  dx^-^    dx   "*"     "*"  dx^^^   dx 

welche  rücksiclitlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Orade  sind.    Man 

kann  demnach  -r-^ ,  -;— ,  •  •  •  -7-^  jederzeit  bestimmen  und  erbftlt 
dx      dx^  dx   " 

sie  als  Functionen  Ton  x^  etwa 

^^  —  ^      ^^  —  ^  ^^*  _  ^  . 

daraus  folgen  Ui,  U2>  *  -  *  Un  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  2) 

6)  y  =  yi  [fxidx  +  C?i]  +  y^^fx^dx  +  (h\  + 

—  +  y«[y  ftirf»+  C,J 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1). 

II.  Die  Variation  der  Constanten  Iftsst  sich  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wo  man  nicht  alle  particulären  Integrale  der  reducirten 
Differentialgleichung  kennt.  Sind  z.  B.  nur  die  n  —  1  particulären 
Integrale  yi,  y«,  •  •  •  yn—i  bekannt,  so  setzen  wir  wieder 

7)  y  =  uiyi  +  thth  +  •  •  •  +  Wn-iSfii-i 

und  rechnen  wie  vorhin  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  überall  n — 1 
an  der  Stelle  von  n  steht;  dies  giebt 

gx  ^  ^    ,    ^  ^  j ,    dyn^i  dUn^i  _  ^ 

dx   dx         dx   dx    '^  '    '  ^     dx       dx 

u.  8.  w. 
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füll  —  u,  ^'^^y^  j. 

^  d:^-^    dx  ^ 

,  d^-^yi  dui  

"^  daf-«    da?  "^     V  ^     dof-« 
and  wenn  noch  einmal  differensirt  wird, 

da?"  ~  ^  da?«   "*  "^  ^~*    d«» 

■^      |da;«-i   da?  "^  '^    d«»-!        da? 

d»2^£^   L  .    tf'-^yn-i  d^Un^i 

■^  da?—»    da?»  "^  '  *  '  "^     daf^-^        dx» 
Sabstitoirt  man  alle  diese  WerUie  in  die  Gleiclmng  1)  und  berück- 
sichtigt, dass  ffi,  ^3,  .  .  .  tfn—i  der  reducirten  Differentialgleichung 
genügen,  so  erhält  man 

i  daf-»    da?    "+'••••■*'     j^?»-»        da?»  ^ 


11)        (  \dy!^'-^   dx    ^  ^      dsf-^       dx 

Ll  t  \tlllL  ^   -L  J.  ^^^y»-!  ^»<n-l 

P"     Mda?»-»     da:    "T  *  *  *  "^      daJ»-«         diB 


[dx^'-*    dx     '  da^""»        da? 

X 

Die  n  — 2  Oleichungen  8),  9),  10)  bestimmen  die  gegenseitigen  Ver- 
hältnisse der  Differentialquotienten 

dui     d«9  dun—i 

Ix'    dx'  da?    • 

sieht  man  den  ersten  derselben  als  bekannt  an,  so  kann  man  aus 
jenen  n  —  2  Gleichungen  die  n  —  2  übrigen  Differentialquotienten 
finden  und  erhält  sie  in  der  Form 

^^      d^^*'^  d^'  d^-''^  d7'  "•""dr'-''-^dr' 

wo  r^,  f^t  •  *  •  t^fi-1  bekannte  Functionen  von  x  sind.     Die  Substita* 

tion  dieser  Werthe  in  Nro.  11)  fUirt  zu  einer  Gleichung 
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in  welcher  P  und  Q  bekannte  Functionen  von  x  sind.  Wenn  man 
diese  Gleichung  aUgemein  integriren  kann,  so  enthält  Ui  zwei  will- 
kürliche Constanten,  femer  geben  die  Gleichungen  12)  die  Werthe 
von  Wj,  «3,  .  .  .  Un^i  mit  n  —  2  weiteren  Constanten,  endlich  lie- 
fert Nro.  7)  das  gesuchte  y  mit  zusammen  n  willkürlichen  Constan- 
ten d.  h.  das  allgemeine  Integral  von  Nr.  1). 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  nur  n  —  2  par- 
ticuläre  Integrale  der  reducirten  Differentialgleicbung  bekannt  sind; 
die  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Particularintegrale  oder  des 
allgemeinen  Integrales  führt  dann  auf  eine  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung.  Wie  sich  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen  lassen, 
ist  hiemach  leicht  zu  übersehen. 
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Differentialgleichungen  mit  mehreren  Variabeiea 

§.  120. 

Integration  der  simultanen  Oleiohungen  erster 
Ordnung. 

Wenn  zwischen  n  -{-  1  Yariabelen  x^  y^  gy  •  .  .  s,  t^  unter  denen 
t  die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Form: 

dß 
j^=Mx,y,e,...fi  etc. 

bestehen  sollen,  so  müssen  o?,  y,  j?,  •  .  .  s,  als  Functionen  von  t  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Yariabele  t 
und  eine  der  abhängigen  Yariabelen,  etwa  o?,  enthält.     Man  gelangt 

hierzu  auf  folgendem  Wege.     Aus  der  ersten  Gleichung  —=/xer- 

giebt  sich  durch  Differentiation: 

d^_dfi   dx        dA   dy  ,^1?,8A 

dt^  ~  dx'dt  '^  dy'dt  ^  ••'■»"  ds'dt  "^  dt* 
Die  angedeuteten  partiellen  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x^  y, 
.  ,  ,  8f  t  sind  ohne  Weiteres  ausfahrbar,  weil  die  Form  der  Func- 
tion/i  bekannt  ist;  fOr  die  Differeutialquotienten  -77»  -n*!  *  *  '  T" 

dt     dt  dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 
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erhtit  so  an  Remiltat  von  der  Form: 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  snm  nten  Differentialquotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

\jl  =/i(a5,jf,...s,0;  -j^  =  92(a?,y,...«,0;-. 

id^^^x  ,  .     d^x 

jf=x'=^  9«-i(a5,y,  ...«.0;  •^  =  ^>n{x,y,...8,t). 

Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n  —  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können ,  um  die  n  —  1  Unbekannten  y,  ir, . . .  s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form: 

'     /        dx    d^x  d*--^\ 

y  _  i,\^t,x,  ^,  ^,  ..•  j^^). 

_  ^  /       dx    d^x         ^2^ 

--       A       dx    d^x         d^^'^x\ 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

..  d^x        ,  A      dx.    d^x         d^r'^xX 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  nter  Ordnung  zwisclien  x  und  t  Aus 
dieser  bestimmt  sich  x  als  Function  von  t,  dadurch  werden  zugleich 

•77*9  -TTa  etc.  bekannt,  und  die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 
dt     dt' 

Eenntniss  der  übrigen  abhängigen  Yariabelen  y,  e  ,,.  s. 

Als   Beispiel  möge  die   Integration   der  drei  simultanen   Glei- 
chungen: 
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Torgenommen  werden.     Man  erhält  ans  der  ersten  Gleichung 

and  nach  Substitution  der  Werthe  von  -;?  und  t- 

dt  dt 

d^x 

6)  _  =  aOJ  +  y)a?  +  ayy  +  a/Sir; 

die  zweite  Differentiation  ^nd  nochmalige  Substitution  giebt 

d^x 

7)  ^  =  2aßYX  +  a(f,ß  +  ay  +  ßY)(if  +  ß). 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  und  B,  nämlich 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren,  oder  kürzer,   man 

dx 

setzt  in  Nro.  7)  —  für  a(y  +  e)  und  hat  so: 

10)  ^  =  2a/Sya;  +  (a/S  +  «y  +  /Jy)||. 

Diese  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.  117,  a,    /  /  a 
zum  vollständigen  Integral 

11)  X  =  Ci^'  +  OiC*»'  +  ftc^S 
wo  Ai,  A3,  A3  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

12)  l^=r(aß  +  ay  +  ßy)X  +  2aßy 

sind.     Die  Formeln  8)  und  9)  liefern  y  und  0,  wenn  der  Werth  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t  darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.    Um  nachher  alle  übrigen  Yariabelen  ^,  jr,  •  .  a 
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zu  finden,  bedarf  es  noch  der  Integration  einiger  Hülfsgleichungcn, 

dx  - 

welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  o?,  —  etc.  be- 
kannt gewordenen  Grössen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen 

13)  _  =  j,4.^,-|  =  ^  +  ^,_  =  a:  +  y 

dienen,  welche  den  speciellen  Fall  a  =  /S  =  y  =r  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubische  Gleichung  12)  wird  A^  =  3  A  -{-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  Ai  =  2 ,  Aj  =  A3  =  —  1 ,  also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  x  aufgestellten  Differential- 
gleichung ist  jetzt: 
^  ^j^  Ge^*  +  (Ter*  +  a'ter^ 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einführt^ 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,    dass  ß  "-^  y  =  0  und 
y       I  y  z=  ^  wird.     Dieser  Uebelstand  lässt  sich  zwar  beseitigen ,  ist  aber 
^  ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.     Aus  den  Glei- 

chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6): 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t  und  x  allein,  sie  ist: 

d^x I    ^ 

dp—^^'^  dt' 

woraus  als  vollständiges  Integral 

14)  x=  Ce^*  +  Cier* 

hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab ,  so  fallt  s  weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
tialgleichung 

dt  ^  ^        dt  ^  ö  i>.    , 

sie  giebt: 

^    \\)j    Auf  ganz  gleiche  Weise   folgt  durch  Subtraction  der   ersten  Glei- 
^  /  chung  in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration 

y  W^[  ^'     16)  jr  =  Ca8<  +  Cke-K 

^  Die  Werthe  von  x,  ^,  £  enthalten   zusammen  vier  Constanten ,  mit- 
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hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  für  d^  y,  ier  gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung: 
17)  Q  4.  er,  +  Q  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 


§.  121. 
Simultane  DifTerentialgleichimgen  höherer  Ordnungm. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simultanen  DifiPerentialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differentialquotienten  der  abhängigen  Yariabelen  x,  y,  z^  .  *  .  s  ent- 
halten.    Setzt  man  nämlich: 

dx  _    ,     ^_^'_«/^    ^_  J^  _    tft 

dt  ~     '    dt^  ~  dt  ~     *   dt^~    dt  ~^  '  "•• 

di-^'  dt^  —  dt-^'  dW—li  —^ 

u.  s.  w. 
und  sieht  a/,  af\  ixf'\  . . .  i/,  y,  y'",  u.  s.  w.  als  neue  Variabele  an, 
so  hat   man  wieder  Gleichungen  erster   Ordnung,    aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Yariabelen.     Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen z.  B.: 

•'  dt  ^  dP  '    dt  ^  d<»  * 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

dx         .  dy         , 

di^"^'  di=^' 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Yariabelen  x,  y,  xf,  ^yf  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu. 
wenden,  differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

19)  ^  =  2»'-g  =  2y'-(2«-a0. 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  lassen  sich  y  und  ^ 
entwickeln,  namentlich  ist 

BehlOmiloli,  AtuOyrit.  I.  .^ 

00 
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oder,  vermöge  der  Bedeatnng  von  ä/, 

20)  y  =  }J2,-5^  +  2,^  +  ^j. 

Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  19)  gieht 

-; —  =  2  -^  —  2 ar  -4 =  2^2  0?  —  an  —  2ar  4-  —  • 

d^s  di  ^  dt        ^  ^  ^  de 

Hier  kommt  hereits  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleidiung  zur  Bestimmung  von  x;  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  af 

d*x        d^x    .     .  dx        ,  - 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 
algebraische  Gleichung  ist 

A4_  A2  +  4A—  4  =  0, 
oder  auch 

A*  —  (A  — 2)«  =  (A2  + A  — 2)(A»  — A+  2)  =  0, 
Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

Ai  =  — 2,  A3  =  -t- 1,  ^8  = 2 »  A4  = 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth  " 

X  =  Cier-«*  +  Cie+<  +  C8c5'cos(J<V^7)+  Ciea'sind^VT); 
y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die    Differentialgleichung    vierter    Ordnung    vermieden    wird.      Di«" 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 
äx       dy        d^        £1 
dt  ^  dt  ^  dt^  ^  dt^       ^^«^t-y;. 

d.  h.  wenn  x  -{-  y  =  8  gesetzt  wird: 
ds    t    d^s  _ 

Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.  18)  für  y  sttnen 
Werth: 

y  =  s  —  «  =  Aer^*  4-  Pe+«  —  x 
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einfährt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung: 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  läset; 
man  erhält  so  rr,  dann  y  =^  8  —  x. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Einweisung  auf  eine  Modifi- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegehenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  o?,  y^  e^  .  .  .;  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  x^  y,  jer,  .  .  •  selbst  ausgebt,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Function  Ton  ^,  jf ,  jr,  •  .  .  als  neue  Unbekannte 
einfährt  und  für  diese  eine  Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht. 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen. 
üalgleichungen 

d^x  ^^        ^__       ^y 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  i  zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  t  und 
der  Hülfsvariabele 

22)  r  =  Va?«4-y» 

SU  erhalten.    Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 
d'^y  d^x 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differentialquotient,  nämlich 


^{'^-'W'  DJ 


man  hat  daher  durch  Iniegration  die  Gleichung  ^        ^ 

dy  dx         . 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  da^ 
gestellt  werden  möge : 

»)  ('■+.')i(i7)'+(DT->r:+'5fr=^'- 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21) 

^  dt*  '*''  +  ^  dt'  ^^-  ^''V1F+?? 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differentiale;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit 

und  die  rechte  Seite  gleicht  dem  Ausdrucke 
Die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung 


m^i^'-T— 


Suhstituiren  wir  sie  in  Nro.  23)  und  hemerken  gleichzeitig,  dass  dort 

ist,  80  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 

welche  nur  r  und  t  enthält.    Sie  ist  durch  Sonderung  der  yariabelen 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  nach 

at 
und  umgekehrt»  wenn  ^  die  Integrationsconstante  bezeichnet, 


2Är  — JBr2  — ^2 
Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 
dass 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A  und  B  durch  neue  Constauten 
a  und  6  zu  ersetzen;  für 

J.2=&a(l-«si),    JB  =  A 

a 

wird  nämlich 

24)  f  —  «e  =   /  .    /       ' 
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Die  AuBföhrung  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t  —  to  =: /{r)  geben,  die 
nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r  als  Function  von  t  auszu- 
drücken ist  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei  ankommt,  führen  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Yariabele  V^  ein,  indem  wir 

25)  '  r  =  a(l  —  fico^V') 
setzen;  dadurch  wird 

e  ~  fo  =  V  f  7"(1  —  «cos*)d*  =  y  ^(^-6m*). 
Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung 

26)  ^  —  asin^  =  (i  -  fe)  )/  ^ 

nach  ^  aufzulösen,  was  in  jedem  speciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann ,  und  findet  dann  r  mittelst 
der  Formel  25).   —   Es  handelt  sich  jetzt  noch   darum,  x  und  y 

selbst  zu  bestimmen.    Vermöge  der  Bedeutung  von  r  sind  — und  — 

echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die' Einheit  ausmacht;   es  liegt 

daher  nahe,  —  =  cos 9),  mithin  ^  :=  sing)  zu  setzen ,  wo  9)  eine 

neue  Variabele  bezeichnet.     Die  Substitution  der  Werthe 

27)  «  =  rcösy,  y  =  rstny 
in  die  Gleichung 

verwandelt  diese  in 

rco8q>\rca8(p -^  +  sinq> -^l 

—  rsinrp  |  —  rsintp  -^   ^  eosq)  ^| 
d.  i.  sehr  ein&oh 

Bringt  man  r*  und  dt  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  fOr  dt  seinen 
Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird 

J  rVa's>  —  (a  —  r)* 
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und  durch  Substitution  des  nachherigen  Ausdruckes  a  (1  —  £  cos  ^) 
für  r 


^  =  ^r=^/i^ 


scosMf 

Diese  Integration  ist  nach  Formel  14)  in  §.  77  leicht  ausführbar,  in^ 
dem  man  a  =±  1,  5  =  —  a,  «  =  ^  selzl;  und  unterscheidet,  ob  der 
absolute  Werth  von  s  kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  oder  ihr 
gleich  ist    Im  erstem  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschränken,  wird 

9  =  2  arctan  l  y      J^    tan  J  *  J  +  9o» 
wo  90  die  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus 


28) 


tan\(q)  —  ^o)  =  |/  j-^  tan  \ ^. 


Die  gegebenen  Differentialgleichungen  werden  also  auf  die  Weise 
integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zunächst  if 
durch  t  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  q)  nach  Formel 
28),  endlich  x  und  y  mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt;  dabei 
bleiben  a,  €,  ^,  9f  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrationscon^ 
stauten. 
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Verbesserung. 


Auf  Seite  362,  Zeile  13  bis  21  von  oben  muss  es  heissen: 
Hiemach  ergiebt  sich  z.  B. 

r         ^^         ^  o  r ^^  . 

J  acasu  +  ßsmu  +  y  J  Y  +  ci  +  2ßt  +  (y  —  a)*^' 

die  Integration   in  Beziehung   auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  und 

liefert,  wenn  M  ^  y  vorausgesetzt  und  der  Werth  t  =  ian^u  rä- 

stituirt  wird, 

17)  ^  ''« 


J  oii 


co$u  +  ßsinu  +  y 

=  —  a  i,     ^    \4    1    +  cf.                            «»  +  /J»=y*, 
ß  •¥  ir  —  a)tan\u  ^  

=  ^  7.  //»+(y  -  «)to«l«  -V«' + />»  -  yN  +  c 

V«»  +  /J«  —  y»   •\/5+(y_a)ton|u+l/a«  +  /J»— yV 

«»+/J»>y». 
In  dem  speciellen  Falle  y  =z  a  verlieren  diese  Formeln  ihre  An- 
wendbarkeit; es  ist  dann 

du r     dt 

a{l  4-  cosu)  4-  ßsmu       J  u  -{-  ßt 

=i  ^(«  -\-  ßt)  +  C=^l(a-\-  ßtm\u)  +  a 
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